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Note touchant deux théorèmes de Lagrange sur le centre
de gravité; par M. LAISANT.

(Séance du 3i juillet 1878.)

Dans les Nouveaux Mémoires de l'académie royale des Sciences
et Belles-Lettres de Berlin, année 1783, Lagrange a donné sous ce
titre : Sur une propriété nouvelle du centre de gravité, une Note
qui a été réimprimée dans les (Œuvres complètes, t. V, p. 535.

L/objet essentiel de cette Note consiste dans la démonstration
des deux théorèmes suivants, dont je reproduis textuellement les
énoncés :

THÉORÈME I. — Soit un système ou assemblage quelconque de
plusieurs corps ou masses dont chacune soit considérée comme un
point, quon multiplie toutes ces masses deux à deux, et ensuite
chaque produit de deux masses par le carré de la distance entre
elles ; quenjïn on divise la somme de ces différents produits par
la somme de toutes les masses; on aura une quantité égale à la
somme des produits de chaque masse par le carré de sa distance
au centre de gravité du système.

THÉORÈME II.— La somme des produits de chaque masse par
le carré de sa distance à un point quelconque donné est égale
au produit de la somme des masses par le carré de la distance
de ce point au centre de gravité de toutes ces masses, plus à la
somme des produits des masses multipliées deux à deux entre
elles, et par le carré de leurs distances respectives, cette dernière
somme étant divisée par la somme même des masses.

Sans être difficile, Fanalyse de Lagrange présente encore des
calculs assez développés. On peut arriver plus rapidement, par la
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méthode des quatemions, à établir la proposition qui fait l'objet
du théorème II.

Soient 0 rorigine que nous prenons au point quelconque d'où
l'on compte les distances, Ai ,Aç, .. « les vecteurs des divers points
dont les masses sont respectivement m^ m^ ...; enfin G le vecteur
du centre de gravité.

Le théorème II s'exprime évidemment par l'équation

V •> V -Ï 2WnWf f (An——Àq) 2

Im^^îm.G1-^ ——•—^-p——7L-ZmW

Or nous avons
2mA _
2ifn

2/HA == SW.G,
et, en élevant au carré,

2m2 A2-!- 2ÏmprïïySApAq== (Sw^G2,

p et q représentant ici deux indices quelconques, différents l'un de
l'autre.

Delà
2 m2 A2 == (2 m)2 G 2 —22mpWç$A/ ,Ay .

Si nous ajoutons maintenant de part et d'autre la quantité

2m^,Wy(A^4-A^) ,

il est visible que nous aurons

im.îmA7—- ( iw^^+^m^w^A^— Ay)2 ,

c'est-à-dire, en divisant par 2m, l'équation (a) en démonstration.
Quant au théorème I, c'est un corollaire immédiat de celui-ci,

car, si nous supposons que nous prenions le centre de gravité pour
origine, le premier terme du second membre de l'équation (a) dis-
paraît, et il reste
i i \ v < 2, fïtpfTIai^D—A»)
[ b ] 2-mA2:^: ———'—^—p——-2•25' / Zm
relation qui exprime le théorème I.


