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DEMONSTRATION ALGEBRIQUE
DE LA FORMULE DE HAUSDORFF;

PAR

M. P. CaRTIER,

(Paris).

I. — Je me propose de donner dans cette Note une démonstration aussi
simple et directe que possible de la formule de Hausdorff, qui affirme que
s e*=e"e", alors 5 s’exprime au moyen de crochets itérés en x et y; on
démontrera une formule « explicite » dont on prouvera la convergence d’apres
Dynkin [1]. La méthode employée est la suivante : on donne d’abord une
caractérisation (lemme 1) des polynémes non commutatifs en 2 et y qui se
fabriquent avec I'aide du crochet; on traduit ensuite cette caractérisation
avec I'exponentielle, d’ou résulte par un calcul facile que les exponentielles
en question forment un groupe, ce qui achéve la démonstration.

2. — L, désigne l'algébre de Lie libre & n générateurs §;(1 Zi=n), P,
I'algebre des polynémes non commutatifs en n lettres x;(1 =i n) et P}
I'idéal de P, formé par les polynémes sans terme constant, toutes ces algébres
étant 4 coefficients rationnels. Les éléments de L, seront notés £, v, Z, ... et
ceuxde P}, v, 5, ..

Nous ferons d’abord les remarques suivantes :

— Une algeébre associative devient une algébre de Lie pour le crochet :
[a, b] = ab — ba;
— On définit une dérivation D dans toute algébre graduée A, associative
ou non, en posant D(a,) = na, pour a, de degré n :

D (anbd,) = (m + n) anb,= (Mman) bp+ an(nb,) = D(an)b,~+ an D(b,);

Comme L, et P, sont des algébres graduées de maniére naturelle, on
obtient ainsi une dérivation D sur P, et une dérivation ¢ sur L,;

— La donnée d’une représentation linéaire (p, V) de I'algébre P, équivaut
a la donnée de n opérateurs X;= p(x;) sur V, choisis arbitrairement.
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Nous définirons alors les opérateurs suivants :
1° I'application linéaire f de L, dans P; telle que
(1) fE)=a,  f([&a)=FE)f(n)—Sf(n)f(E);
2° la représentation linéaire (9, Py) de P, définie par
(2) 0(z))z =25 — 52y
et, de méme, la représentation linéaire (0', L,) de P, par
(3) O ()t = £
3° L’application linéaire g de P} dans L, définie par les conditions
(4) glz) =k,  glzy)=0(2)g(y),
soit, plus explicitement,
(5) g(@y i, 2) =8 [Eap [ 5 [Bm Eul- - - ]1]5

4° L’application linéaire 2 = fog de P dans Pj.

3. Les propriétés de ces opérateurs sont exprimées par le lemme 1 :

LemMe 1 (DYNKIN). — On a les identités :

(6) g(f(E)=09(), OO(fENn=[En], O(fENz=[f(E), x]

et les éléments de f(L,) C P}, sont caractérisés par la condition h(x) = D(x) ;
autrement dit, Uapplication f est injective (1) et l'on définit un projec-
teur P de P;; sur f(L,) par la formule

(7) P(zyzy. .. .x,)=p~ iy [+, [x,-P_‘, z;,]- -]

On a deux représentations linéaires de L, dans l'espace vectoriel L,, a
savoir la représentation adjointe et la représentation 0o f : de plus,

0(f (E)) = ' () = ad,

par définition, et les &; engendrent L, : ces deux représentations sont donc
identiques et, par suite,

0 (f(E))=adE,  soit O'(f(E))n=[E n]-

On montre de méme que les deux représentations Oof et o(£)xr =[f(£), ]
sont identiques, d’ou la derniére formule (6). ’
De plus, ona g(f(%)) =g(x;) =% et gof est une dérivation de L, en

(1) Une application f d’un ensemble dans un autrec est dite injective si Von
A f(2)# f(y) dis que z # y.
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vertu du calcul suivant :

g (& n)=g(f®) S () —f(n) (f () =0 (fE) &(f(n) — ¥ (f(n) &(f(E))
=[5 &(f )] — [n, 8(fE)]

comme les £; engendrent L,, il en résulte que gof—2.
0 étant injective, il en est de méme de f; de plus si§ est de degré p, on
aura

S(g(fE)=S(3E)=pfE)=D(f(£)),

donc % et D coincident sur f(L,). Inversement, si x de degré p vérifie la
condition i (x) = D(x), on aura

z=p~ D(z)=p~' (f(g(z))€f(Ln)

et la conclusion du lemme résulte de ce que les opérateurs en question conser-
vent les degrés. Remarquons enfin, pour achever la démonstration du lemme,
que P(z) =p~'f(g(x)) = « pour z € f(Li,) de degré p, ce qui prouve que P
est bien un projecteur de P;; sur f(Ly,).

f étant injectif et L, n’étant définie qu'a un isomorphisme prés, il n’y a
aucun inconvénient & identifier L, a son image par f dans P}, ce que nous
ferons désormais.

k. — Soit A= ZA” une algébre graduée; on plonge A dans le
px0
module A :HA,, des suites @ = (@, )px0 et 'on prolonge la multiplication

px0 _
de A en une multiplication sur A en posant

(8) (ab)e= N apbr—p,

p=0

A devient ainsi une algébre contenant A et de méme espéce que A (qui n’est
pas nécessairement associative). On définit ainsi l’algébre de Lie L,, 'algébre
associative P, et son idéal F;, et I'on peut identifier L, 4 un sous-module
de P,. Toutes les opérations introduites au paragraphe 2 conservant les

degrés se prolongent aux algébres « complétées » L, et P, et les identités
démontrées restent valables.

Si z € P, les séries
expx:e"':z.rﬂ/,,! et log(1 +x):2(—x)”/,,
po 0

ontun sens, et 'exponentielle est une application biunivoque de P} sur 1 + P},
dont le logarithme est I'application réciproque d’aprés les propriétés clas-
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siques de ces séries. Comme 1 + P} est un groupe pour la multiplication

induite par celle de P,, on définit donc sur P; une structure de groupe en
posant

(9) xoy =—log(expx expy).
Ceci posé, nous allons montrer que L, est un sous-groupe du précédent :
Lemye 2. — L'ensemble Hc 1+ P} formé des éléments u dont le logu-
rithme appartient @ L, est caractérisé par les deux identités suisantes
(10) hi(u—1)=D(u)u,
(r1) O(u)x = uxu=" pour tout reP}.
On pose 5 =logu, donc «=¢c* et 'on note g(resp. d) V'opérateur de

multiplication a4 gauche (resp. & droite) par s dans P;; il est clair que g et d
commutent, par suite

uruw'—erer—c9e 9 —eg—dr.

Par ailleurs, 0(«) =0(e?) =% et, par suite, la condition (11) équivaut
2 0(s) =g — d, soit plus explicitement

(12) 0(s) =z — as.

Le fait que D soit une dérivation fournit le calcul suivant :

])(u):D(e‘):ED(:.”)/n!:Zl/n! 2 s D(z)s"

nxo ‘nxo a+-b=n—1

:ZI/R! 2 ged’ D(z)

n>o0 a+b=n—1

=Ni/n! (g"— dv)/(g — 4) D(s) = (e8— ed)/(g — ) D(3).

Par ailleurs,
Dwyu"'=D(e?)e*=edD(e’)=¢(g—4d)D(s)

si T'on introduit la série formelle inversible ¢ (7')=(¢"— 1)/T. Il faut
comparer ceci a la quantité /i (x — 1); or,

(e —1)=h (((e—1)/3)z) = 0((e* — 1)/2) 1(3)=0(9(z)) h(5) =0 (0(3)) /i (3).

1l résulte de ces deux évaluations et du fait que ¢(7) est inversible que,
moyennant la condition (11) équivalente a (12), lu condition (10) équivaut
d la condition

(13) h(z)=D(s3).
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autrement dit que les conditions (10) et (11) ensemble équivalent a la conjonc-
tion des conditions (12) et (13). Or il résulte du lemme 1 que (12) est
conséquence de (13) et que (13) caractérise les z€L,,.

Ceci achéve la démonstration du lemme 2.

3. — Nous pouvons maintenant achever facilement la démonstration de la
formule de Hausdorff :

Lemve 3. — L'ensemble H défini au lemme 2 est un sous-groupe
de 1 + P;.

Soient #, v € H et & —=ur~'; on doit montrer que w satisfait aux condi-
tions (10) et (11)
(13) O(w)za=0(u)0(v e =u(¢'a)ic'= waxw! pour zeP;.
(13) D(w)wr=D(uv)vut= D(u)v-tvu=t+uD(v")vu!
=D(uwyu't— w1 D) u'=D(u)u"—0(u")(D({)v1)
=h(u—1—wuv=t(yv—1))=h(w—1),
ce qui démontre le lemme 3.

Des lemmes 2 et 3, il résulte que L, est un groupe pour la loi nwon.,
groupe dont nous allons expliciter la multiplication. Posons

(16) s(zy, 21, ...,J,,):.q:,o...ox,lef-,,,

donc dans l'algébre P,, on a identiquement e®. . .e%— @) et la méme
formule vaut dans toute algébre ou elle a un sens, en particulier, on aura

pour a,, a;€L,

(17) aoa,=23(a, ).

De plus, si s =35(2zy, 3, ..., Z,), 0n a

(18) e —1=—eM. . . efr—1== Z (my!. . om )t e,
(m)#£0
s= Y (—f(E—)t = Y (=R
k= Fa]
(mih) #£o0

x ( [[ mi !> B A I S L S LB R
ij

et 'on sait que D(z)=/(s), donc que I'on ne change pas s en appliquant
le projecteur P a chaque mondéme de I'expression de 3, soit

(19) 5(®1yevey Tp) = 2 (——1)k<k2m§i’l—[m§/’!>~1[x’1"9“[...[...,x;;’f:k)]...]...]
oj Lj

k%0
(m'ryZ£o
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en posant pour abréger
(¥, [ y%g, %] J=ad*y,. . .ad* 1y, ad®* 1y, y,.

Il nous reste a étudier les questions de convergence : soit 3,.(zy, ..., Z,)
la composante de degré r de z(xy, ..., z,); comme c’est un élément de L,
qui est libre, on peut substituer aux x; des éléments a; d’une algébre de
Lie g quelconque sur le corps des nombres rationnels, et 'on définit
ainsi les fonctions z,.(ay, ..., @,). Si ¢ est munie d'une norme telle
que ||[a, b]]| < || @].]|6 ||, il résulte alors de la formation méme du dévelop-
pement de z (24, ..., ,) que I'on a 'inégalité

(20) [[zr(as, ooy z) | Zr " el el -5 ([ @nll),

ot f,. est 'ensemble des termes de degré r du développement en série entiére
de

log(e™...eT"—1) =log(eT++Tn—1)

convergeant dés que | 7| +...+ | T,| <log2. Nous avons donc prouvé
ceci :

TukoREME. — On définit sur toute algébre de Lie § a coefficients ration-
nels des fonctions z,(ay, ..., a,) en substituant a; a z; dans la somme des
termes de degré r de la série (19). Si I’on pose formellement

(a1, @) =2z,(a,, a),
ro

on a les identités formelles suivantes (qui signifient que les termes de degré r
des deux membres sont égaux) :

(21) s(ay, 3(an a3)) =35(3(ay, ay), as),
(22) z(a, —a)=o,
(23) - z(a,0)=1z(0, a) =a.

Si g est une algébre de Lie normée compléte avec une norme telle
que||[a, b]|| <] all. || b)), la série z(ay, asy ..., a,) converge absolument

des queZH a;|| <log 2, et la multiplication a,ca,=—=z(ay, a,) définit un
germe de groupe au voisinage de o dans g; on a alors

agpo.. .oa,,‘_—_.z(a“ ceey Gp)
pour les a; assez voisins de o dans g.

ReMARQUES. — 1° Les formules (22) et (23) traduisent le fait que l'on
ato(—E)=o etfoo=o00f=F dans L,.

2* Un calcul de majoration analogue a celui qu’on a fait montre que si g
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est une algébre de Lie de rang fini sur un corps valué complet, la
série z(ay, ..., a,) est le développement de Taylor d’une fonction analytique
des arguments.

6. — A titre d’application, on va voir que les résultats précédents permettent
de démontrer assez facilement le théoréme de Birkhoff-Witt pour une
algébre de Lie sur un corps de caractéristique o.

Faisons d’abord quelques remarques concernant l'algébre tensorielle
soit V un espace vectoriel sur le corps K de caractéristique o, T(V) I'algébre
tensorielle construite sur V (2), TS(V) le sous-espace des tenseurs symé-
triques. Comme K est de caractéristique o, le sous-espace TS,(V) des
tenseurs symétriques de degré n est sous-tendu par les tenseurs symé-

trisés Z Zgy). - Loy =1 (les x; sont des éléments de V). Or ¢ est le coef-
cES,

ficient de 2. . .3, dans le polyndme (A2, +. ..~ A,&,)" (puissance calculée
dans l'algébre T'(V) : on omet le signe @ de multiplication); si alors f est
une forme linéaire sur TS,(V) nulle sur les tenseurs z?, le poly-
néme f(A&;+...+ A, x,) s’annule pour toutes les valeurs données aux
variables 4;, donc est identiquement nul, donc f(¢) qui est le coefficient
de ;.. .2, est nul, ce qui implique que f=o. Par suite, TS,(V) est sous-
tendu par les tenseurs x".

Soit « une application linéaire de TS, (V) dans un espace vectoriel W et f
la fonction définie dans V par la formule

(24) ‘ f(x) = u(am),

u« se prolonge en une application linéaire z de T,(V) dans W, c’est-a-dire
en une application n-linéaire de V* dans W, soit ¢ (24, ..., 2,) et I'on a, par
suite,

‘(25) flz)=v(z, z, ..., x).

Inversement, si f est une fonction définie dans V & valeurs dans W et s'il
existe une fonction n-linéaire ¢ telle que (25) ait lieu, on dira que f est homo-
géne de degré n. Dans ce cas ¢ définit une application linéaire ¢' de T,(V)
dans W dont la restriction « & TS,(V) vérifie (24); comme les 2" sous-
tendent TS, (V), u ne dépend que de f et non de ¢ (qui n’est pas unique en
général). La formule (24) établit donc une correspondance biunivoque
entre les fonctions homogeénes f de degré n et les applications linéaires u
définies dans TS, (V).
Ceci dit, voici le théoréme de Birkhoff-Witt :

TaeoriMe. — Soit § une algébre de Lie sur un corps K de caractéris-

—

(?) Pour les notions d’algébre tcnsorielle, c¢f. Bourmaki, Algébre, t. 1II, Paris,
Hermann, 1948.
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tique o; T(g) est somme directe de U'idéul bilutére J engendré par les
éléments a,a,— a,a,— [a,, a,](a,, a,€g, crochet calculé dans g) et du
sous-espace 'T'S(g) des tenseurs symétriques.

g étant une algébre de Lie, le théoréme du paragraphe 5 définit des fonc-
tions 5,.(ay, @,) sur g a valeurs dans ¢; de méme puisque T(g) est une algébre
de Lie pour le crochet [¢,, £,] = ¢,¢,— £, ¢4, il existe des fonctions analogues

3

sur T(g) dont nous noterons Z,(a,, @,) la restriction & g < g. On a
donc z.(ay, a.)€ T(g) et il est clair sur la formule (19) que l'on a

(26) Z(ay, @) = z,.(ay, a,) (modd).

De plus, introduisant deux indéterminées U;(i=1, 2), on définit une
multiplication bilinéaire sur TS(g) par la formule symbolique suivante :
(27) evnax*evaﬂ:: e3(U1a3,Uqas) (a“ a,€q)
qui a la signification suivante : le coefficient f, , (@, @) de Uy L% dans le
second membre est une fonction homogéne de degré n; en «; (i=1.2)

et il existe par suite une fonction bilinéaire sur TS, (g) < TS,,(g) bien
déterminée F, ,. telle que

(28) Sron( @1y @2y = Fp o (a'/n !, a/n,!).

Les fonctions F,_ , sont les restrictions d’'une méme fonction F bilinéaire
définie sur TS(g) < TS(g), et 'on pose :

ukv = F(u,v).
La formule (26) montre alors immédiatement que u % ¢ = uv(modd). le

second produit étant pris au sens de T(g).
La multiplication sur T'S(g) est associative d’aprés la formule (21) etl'ona

(29) akakx...ka=a" (a€g, n facteurs),
car si 'on a n éléments mefa,.( 1 £ i~ n) commutant entre eux, on aura
e, .. en— eMh+..+%n
dans P, d’ou
5(7)!1 ooy ﬂn) = Mm+...+ Y-

Cette identité est valable par spécialisation dans toute algébre de Lie pour
des éléments commutant deux & deux, donc

s(Ua, ..., Ua)=(U,+...+U,)a
et, par suite,
eU,n* R eUnat — e(.‘:U,-m

et la formule (29) s’obtient en comparant les coefficients de U,...U,,.
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Nous allons maintenant calculer le produit de deux éléments de g
dans T'S(g); pour cela, on évalue d’abord s(z,, z,) modulo les termes de
degré au moins égal a 3

I, L, ‘1 )
sz, ) =2+ 22+ ;x; + &,y + -2-x2 — ;(wl+x2)‘
I
=&+ 2+ Py [wl, ‘Z'Q])
puis on évalue e3ViU:as en négligeant les termes de degré X 3, soil

= 1 I ,
esUanUsts) = U, q, + U,a, + 5 U U a, a)]+ 5 (Uias+ U, a,)?.
11 vient alors
1 1
a Kk @, = > (aya,+ aya,) + ;[ah “z]y

d’ou
(30) ask a,— ark a,=[ay, a) (ar, a,€49).

Pour achever la démonstration, on définit un opérateur linéaire Q :

T(g)—>TS(g) par Q(ay...a,) =ai%k ... %ka,

pour les a;€g; Q est un homomorphisme d’algébres qui a les propriétés
suivantes :

— Comme u % v = uy (modJ) pour u, v€TS(g), on a Q(¢) =t(modd)
pour tout € T(g);

— D’aprés la formule (29), on a Q(u) =« pour u€ TS(g);

— D’aprés la formule (30), on a Q(¢) = o pour t€J.

Autrement dit, Q est un projecteur de T(g) sur TS(g) dont le noyau
est J, ce qui prouve que T(g) est somme directe de TS(g) et de dJ.
C. Q. F. D.
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