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SUR LES REPRÉSENTATIONS INDUITES DES GROUPES DE LIE;

PAR M. François BRUHAT.

INTRODUCTION.

La théorie des représentations induites des groupes finis a été fondée par
FROBENIUS dans un Mémoire de 1899, où il démontrait son célèbre « théorème
de réciprocité » [10]. BLICIIFELDT, BURNSIDE, SPEISER, SHODA, ARTIN, BRAUER
ont souvent utilisé cette notion et celle intimement liée de représentation
imprimitive, pour l'étude des groupes finis. M. G. W. MACKEY devait en
1900 reprendre et unifier une grande partie de ces travaux en partant de
Pétude du produit tensoriel de deux représentations induites [28] et donner
une condition nécessaire et suffisante d'irréductibilité pour une représenta-
tion induite (condition déjà démontrée dans le cas des représentations
monomiales par K. SHODA en i933).

Il était naturel de chercher un équivalent de la notion de représentation
induite dans la théorie des représentations des groupes localement compacts :
mais il a fallu pour cela attendre que l'attention se porte sur les représenta-
tions unitaires de dimension infinie. Cependant, dès 1989, M. A. WEIL
démontrait le théorème de réciprocité de FROBENIUS dans le cas des groupes
compacts [38], tandis que M. E. WIGNER utilisait la notion de représentation
induite pour l'étude des représentations unitaires du groupe de Lorentz
inhomogène [&'0]. Enfin, M. MACKEY a donné, en 19491 une définition générale
de la représentation unitaire d'un groupe localement compact séparable G
induite par une représentation unitaire d'un sous-groupe fermé T [27], [29]
et a montré les rapports de cette notion avec celle de système d'impri-
mitivité.

La théorie des représentations induites d'un groupe localement compact
a pris beaucoup d'importance durant ces dernières années (nous renverrons
aux travaux de MM. GELFAND et NAIMARK [lï], [15]» [16], GODEMENT [19 |,
HARISH-CHANDRA [23], [24.], [25], MACKEY [29], [30], MAUTNER [3t], d'autant
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plus que presque toutes les représentations unitaires irréductibles de dimen-
sion infinie construites effectivement jusqu'à présent sont des représentations
induites. Il semble en effet, après les travaux de MM. GELFAND et NAIMARK et
de M. MACKEY, que toute représentation unitaire irréductible d'un groupe de
Lie résoluble « suffisamment régulier » soit induite par une représentation
de dimension i, ou tout au moins que ces représentations soient les seules
qu'on puisse espérer déterminer explicitement. D'autre part, MM. GELFAND
et NAIMARK dans le cas des groupes classiques et HARISH-CHANDRA dans le cas
général, ont montré que toute représentation unitaire irréductible d'un
groupe semi-simple complexe (et même toute représentation complètement
irréductible dans un espace de Banach) est « contenue » dans une représen-
tation induite (au sens de M. MACKEY ou en un sens plus général qui rentrera
dans nos définitions) par une représentation de dimension i d'un sous-groupe
résoluble maximal. Enfin, dans le cas des groupes de Lie semi-simples réels,
il semble probable (voir les travaux de MM. BARGMANN [l], GELFAND et GRAEV
[13], HARISH-CHANDRA [23]) que toute représentation unitaire irréductible
est « contenue dans une représentation induite, soit par une représentation
de dimension finie, soit par une représentation de dimension infinie d'un
type particulièrement simple de certains sous-groupes généralisant le sous-
groupe résoluble maximal du cas complexe.

On conçoit donc l'intérêt d'avoir un critère à'irréductibilité pour une
représentation induite : c'est l'objet des théorèmes 6; 2 et 6; 5 de ce travail,
le premier donnant une condition nécessaire et suffisante d'irréductibilité
pour une représentation induite par une représentation unitaire de dimension
finie d'un sous-groupe distingué, le deuxième donnant une condition suffi-
sante d'irréductibilité pour une représentation induite par une représentation
de dimension quelconque unitaire mais dans le cas où il n'existe qu'une infi-
nité dénombrable de doubles classes module le sous-groupe (cas qui est
précisément celui d'un groupe semi-simple complexe par exemple et du sous-
groupe résoluble maximal).

Lîn autre problème important de la théorie des représentations induites est
l'extension du théorème de réciprocité de Frobenius; M. MACKEY en a déjà
obtenu plusieurs généralisations; l'une [29] élucide complètement la question
dans le cas où la représentation irréductible considérée de G est de dimen-
sion finie; une autre, qui semble la plus générale et qui recouvre en parti-
culier celle donnée par M. MAUTNER dans le cas où F est compact, donne des
renseignements sur la décomposition en somme continue de représentations
irréductibles d'une représentation induite, moyennant certaines hypothèses
sur les décompositions en somme continue de représentations factorielles des
représentations régulières de G et de F [30]; enfin, une troisième [28 j est
valable dans le cas où T est ouvert. C'est cette dernière que nous généralise-
rons au paragraphe 6 au cas G de Lie, F fermé quelconque. Les résultats
obtenus ne sont pas aussi précis qu'on aurait pu l'espérer, mais il nous paraît
difficile de les améliorer dans le cas général.



REPRÉSENTATIONS INDUITES DES GROUPES DE LIE. ()()

L'outil essentiel que nous utiliserons dans ce travail est la théorie des dis-
tributions de M. L. SCHWARTZ : c'est ce qui explique que nous ne parlerons
jamais que de groupes de Lie. Les problèmes fondamentaux de la théorie des
représentations induites (irréductibilité et réciprocité de Frobenius) sont
liés à l'étude des opérateurs d} entrelace ment. Or, une représentation induite
s'effectue au fond dans un espace de fonctions de carré sommable (à valeurs
vectorielles) sur un certain espace homogène G/T : le « théorème des noyaux »
de M. L. SCHWARTZ permet donc d'associer à tout opérateur d'entrelacement
une distribution (à valeurs vectorielles) sur G x G et c'est l'étude de ces
distributions qui nous conduira à nos résultats.

Le chapitre 1 est consacré (après quelques préliminaires) à l'élude, essen-
tielle pour la suite, des distributions vectorielles sur un espace homogène
présentant certaines propriétés d'invariance pour les opérations du groupe.
Au paragraphe 1, nous rappelons brièvement les résultats de MM. WEIL,
DIEL'DO.VNÉ, MACKEY sur les mesures quasi invariantes sur un espace homo-
gène (n° 1) puis quelques définitions et théorèmes de M. A. GROTHENDIECK
sur les produits tensoriels topologiques (n° 2). Aux n^S et^, nous indiquons
quelques propriétés des distributions à valeurs vectorielles et plus spéciale-
ment des formes linéaires sur l'espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables à support compact à valeurs dans un espace vectoriel E^ formes que
nous appellerons « ^-distributions », ainsi que du produit de composition
de telles distributions sur un groupe de Lie.

Il nous est apparu au cours de ce travail, que nos méthodes n'utilisaient
que fort peu, et seulement pour l'interprétation des résultats, le fait que les
représentations envisagées étaient des représentations unitaires dans des
espaces de Hilbert (ou même des représentations continues dans des espaces
de Banach) et que, bien au contraire, elles nécessitaient le remplacement de
ces représentations unitaires par certaines représentations indéfiniment diffé-
rentiables associées dans des espaces plus généraux : nous avons donc été
amené à définir au paragraphe 2 la notion de représentation continue d'un
groupe de Lie dans un espace vectoriel topologique localement convexe séparé
quelconque et la notion de représentation différentiable. On trouvera égale-
ment au paragraphe 2 quelques propositions sur les représentations contra-
îrrédientes et les produits tensoriels de représentations.

Le paragraphe 3 est relatif aux distributions quasi invariantes : soit M une
variété sur laquelle opère un groupe de Lie G ; une /^-distribution T sur M
sera dite quasi invariante de multiplicateur A (m, x} si la transformée de T
par un élément x de G se déduit de T par « multiplication » par A (m, œ).
Le théorème 3;1, fondamental pour la suite de ce travail, donne dans le cas
où M est un espace homogène une condition nécessaire et suffisante (sur le
multiplicateur A) pour qu'il existe une telle distribution non nulle, et
montre que ces distributions quasi invariantes sont "en quelque sorte
« absolument continues » par rapport à une mesure quasi invariante sur M.
Nous donnons également au paragraphe 3 quelques indications sur le cas
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général où G n'est plus transitif sur M, et un lemme sur la décomposition
de M dans le cas où il n'y a qu'une infinité dénombrable d'orbites.

L'étude générale des représentations induites fait l'objet du chapitre II :
au paragraphe ^, nous donnons tout d'abord la définition de la représenta-
tion différentiable U^ induite par une représentation différentiable /.° puis
une définition très générale d'une représentation induite (notée U 1 ' ) par une
représentation Z, unitaire ou non, d'un sous-groupe fermé F du groupe de
Lie G. Nous étudions à quelle condition ^ peut être une représentation
dans un espace de Banach ou une représentation unitaire. Notre définition a
l'avantage de comprendre comme cas particulier aussi bien les représenta-
tions unitaires induites définies par M. MACKEY que les représentations uni-
taires de la « série complémentaire » des groupes de Lie semi-simples intro-
duites par MM. GKLFAND et NAIMARK, représentations qui sont induites par
des représentations non unitaires du sous-groupe T.

MM. WIGNER, GELFAND et NAIMARK dans des cas particuliers, puis M. MACKEY
dans le cas général, ont montré que l'existence dans un groupe G d'un sous-
groupe abélien distingué F permettait de construire pour toute représentation
unitaire de G un système d'imprimitivité et de déterminer dans certains cas
toutes les représentations unitaires irréductibles de G; ces démonstrations
reposent essentiellement sur le théorème de résolution spectrale de Stone-
Ambrose-Naimark-Godement (voir par exemple [17]) et par suite sur le
rôle joué dans la théorie des représentations unitaires par les fonctions de
type positif et sur le théorème de Bochner. Nous avons pu obtenir des
résultats analogues dans le cas de certaines représentations non unitaires
(par exemple des représentations bornées dans des espaces de Banach) des
groupes de Lie, en utilisant au lieu du théorème de Bochner, les résultats
de M. L. SCHWARTZ sur la transformation de Fourier des distributions : ceci
fait l'objet du paragraphe 5. Après avoir quelque peu généralisé la notion de
représentation tempérée d'un groupe de Lie abélien, notion due à
M. L. SCHWARTZ, nous construisons pour toute représentation de G dont la
restriction à F est tempérée, une distribution P sur le groupe dual f de F,
à valeurs dans L{E\E)^ qui possède des propriétés généralisant celles du
système d'imprimitivité du cas classique. Moyennant certaines hypothèses de
régularité sur la manière dont G opère sur f, on peut alors déterminer les
distributions P qui correspondent à des représentations irréductibles, et
obtenir une généralisation du théorème de M. MACKEY : les représentations
irréductibles envisagées de G sont induites (au sens du paragraphe 4) par
certaines représentations des stabilisateurs dans G des différents points
de f.

Nous abordons au paragraphe 6 l'étude des nombres d'entrelacement
/(^, £7^) de deux représentations induites par les représentations L et M
de deux sous-groupes I\ et Fa respectivement : nous en donnons une défini-
tion légèrement différente de celle donnée classiquement dans le cas unitaire,
mais qui est mieux adaptée au passage aux représentations différentiables
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associées et à l'extension au cas non unitaire. Nous démontrons au n° 2 que
ce nombre d'entrelacement est lié à la dimension d'un certain espace de
distributions (vectorielles) sur 6r, quasi invariantes pour les translations à
gauche par les éléments de fi et à droite par les éléments de I\. On voit
donc s'introduire naturellement les classes d'intransitivité de G pour ces
translations, c'est-à-dire les doubles classes module ri:I\. Au n° 3, nous
donnons une condition nécessaire et suffisante d'irréductibilité pour une
représentation unitaire induite par une représentation unitaire de dimension
finie d'un sous-groupe distingué. Enfin, nous établissons au n° ^ une majo-
ration de ^(î/^, U^) (donc un critère d'irréductibilité pour les représen-
tations unitaires) dans le cas où il n'y a qu'une infinité dénombrable de
doubles classes module ri:l\, cas très important dans la pratique, puisque,
comme nous l'avons signalé plus haut, c'est celui qui se présente dans
l'étude des groupes semi-simples. Cette majoration nous permet également
de démontrer une généralisation (malheureusement imparfaite) du théorème
de réciprocité de Frobenius, qui contrairement à celle de M. MACKEY dans [30],
ne fait intervenir que les deux représentations envisagées et ne nécessite
aucune hypothèse sur l'ensemble des représentations de G ou de F.

Le chapitre III est consacré à l'application des théorèmes du paragraphe G
à l'étude des groupes de Lie semi-simples réels ou complexes. Nous rappelons
brièvement au n° 1 les principaux résultats d'E. CARTAN, II. WEYL et
K. IWASAWA sur la structure des algèbres et groupes de Lie semi-simples et
nous introduisons le sous-groupe T produit d'un sous-groupe résoluble
« supplémentaire » d'un sous-groupe compact maximal AT et du centralisateur
de ce sous-groupe résoluble dans K. Pour pouvoir appliquer les théorèmes
6; 3 et 6; 5, il nous faut démontrer qu'il n'y a qu'un nombre fini de doubles
classes module r:r; cette démonstration, ainsi que celle de différents lemmes
préliminaires, fait l'objet du n° 2 : nous y montrons que les doubles classes
sont en correspondance biunivoque avec les éléments du groupe de Weyl
de G. Les n^ 3 et 4 sont consacrés à la démonstration de l'irréductibilité de
« presque toutes » les représentations unitaires de G induites par une repré-
sentation unitaire de dimension finie de F. Le n° 5 est relatif aux représenta-
tions de la « série complémentaire » et le n° 6 aux représentations de la
« série dégénérée » : nous y étendons au cas général des définitions données
par MM. GELFAND et NAIMARK dans le cas des groupes complexes classiques et
y démontrons l'irréductibilité de « presque toutes » les représentations uni-
taires ainsi introduites.

Je tiens à exprimer ici ma profonde reconnaissance à M. H. CARTAN, qui a
bien voulu diriger mes recherches, à M. L. SCHWARTZ et à M. R. GODEMENT,
qui m'ont constamment guidé de leurs conseils. Je suis heureux de pouvoir
les remercier de toute l'aide qu'ils m'ont apportée par leurs remarques et
leurs suggestions ainsi que par les encouragements qu'ils n'ont cessé de me
donner. Je remercie également M. A. LICHNEROWICZ, qui a bien voulu se
ioindre à eux pour constituer le Jury de cette Thèse.
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CHAPITRE I.

DISTRIBUTIONS QUASI INVARIANTES.

Paragraphe 1. — Préliminaires.

1. Groupes de Lie; mesures quasi invariantes sur un espace
homogène — Dans tout ce travail, G désignera un groupe de Lie (1),
d'éléments .r, y, . . . , d'élément unité e. Nous supposerons toujours que G
(et d'une manière générale tous les groupes et sous-groupes envisagés) est
engendré par un voisinage compact de e, ce qui entraîne que la variété du
groupe G est dénombrable à l'infini. Nous désignerons par dc\x) (on plus
simplement par d.v si aucune confusion n'est à craindre) une mesure de Haar
invariante à droite sur G, donnée une fois pour toutes, etpar^;(j) [ou ô(j)]
la dérivée de Radon-Nikodym de dc\yx} par rapport à do{x) (y fixe
dans G); on sait que

(1;1) ^(^-1)=ÔG(^)-1^;(^).

Soit r un sons-groupe fermé de G, d'éléments ^ YÎ, . . ., et soit M= G/F
l'espace homogène des classes à droite module T dans G. On désignera par
a'—^T:(x) ou par x—>(x) la projection canonique de G sur M. On sait qu'il
n'existe pas en général sur M de mesure de Radon qui soit invariante par les
opérations de G {cf. [38], p. 42-45). Cependant [9], [29], il existe sur M
des mesures qui sont équivalentes à leurs transformées par G : on dit qu'une
telle mesure est quasi invariante par G. D'après M. G. W. MACKEY |29j,
on sait que deux mesures quasi invariantes sont équivalentes et qu'on les
obtient toutes de la manière suivante : soit p(.r) une fonction borélienne
strictement positive sur G, bornée intérieurement et supérieurement sur tout
compact, et vérifiant pour tout Ç€F :

O î 2 ) ^^=^)^'

A cette p est associée une mesure ^ quasi invariante sur G/T^ définie par
l'équation ( 2 )

(i; 3) F/(^)P(^)^(^)= r^jL f/a^ro),
^0 ^M ^r

( 1 ) Tous les résultats de ce numéro sont (Tailleurs valables (sauf l'existence d'une
fonction p difTérentiable) pour des groupes localement compacts.

( 2 ) ( 1 ; 3) définit bien une mcsnre sur M car :

(t . L'application /->- j f(ï,x)d'^ est épijectivc de l'espace des fonctions continues à

support compact sur G sur l'espace analogue sur J^([38], p. 4 2 ) ;

b. j f{\x}d\ ==- o pour tout x de G entraîne f f{x)^{x} dx = o ([29"], p. io5).
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on a

(l;t) ^(^')=P(^-)^(A).
^J\X )

II est facile de construire des fonctions p indéfiniment differentiables : soit
{ î2, j un recouvrement localement fini de M par des ouverts relativement
compacts et } a^ { une partition de l'unité indéfiniment diflerentiable subor-
donnée à ce recouvrement ([33], p. 23). Pour tout indice /, il existe une
fonction j3/ indéfiniment différentiable positive sur G) à support compact

contenu dans Tr-1^), et telle que a,(^)== f|3f(^)^r(0 (c/- [38] ou
^r

infra prop. \\ 1). Considérons la somme î^i : tout point x de G n'est
contenu que dans un nombre fini d'ensembles Tr-1^^) donc un nombre fini
seulement de termes ne sont pas nuls dans un voisinage de la classe à droite
Tx : par suite (3 == î^i est une fonction indéfiniment différentiable positive
sur G et pour tout x la fonction S-^P(Ç^) est à support compact dans r et

non nulle puisque f (3(^) ^r(E) ̂  ï - Posons alors

( l ; o ) p(^)=fô^(S)- l ô^(S)?(^)^^(E)
^r

II est immédiat que p(jc) est indéfiniment différentiable (cf. infra^ prop. 1 ; 2)
et satisfait aux conditions de M. Mackey. Nous désignerons désormais par
?r(^) une telle fonction choisie une fois pour toutes, vérifiant de plus

pr(e)==:i et par suite pr(0 == —^ pour tout £,€? e tpar^r (^) la

mesure quasi invariante associée sur G/T (3).

2. Produits tensoriels topologiques. — Nous allons dans ce numéro
rappeler brièvement quelques définitions et résultats de M. A. GROTRNDIECK
[20], [21]. Soient ^(;==i, 2) et F trois espaces vectoriels topologiques
localement convexes séparés, J$, une famille de parties de Ei contenant les
ensembles réduits à un point ainsi que les sous-ensembles d'un ensemble de
la famille, stable pour les opérations de fermeture et de réunion finie. On
dit [5] qu'une application bilinéaire u de E^ x E^ dans F est « hypocontinue
relativement aux familles Si » (ou plus simplement est^ii-^-hypocontinue)
si sa restriction au produit d'un ensemble de ^84 (resp. ^) par E; (resp. E^ )
est continue et si, pour a (resp. b) décrivant un borné appartenant à 'Si,
(resp. 'Si.^), les applications linéaires Ua : b—^u{a^ b) [resp. u^ : a—^u(a^ ô)]
sont équicontinues de E^ (resp. E^) dans F. D'après M. GROTHENDIECK, il

( 3 ) Remarquons que toute mesure >o qui, sur toute carte locale de G'yT est équiva-
lente à la mesure de Lebesgue (par exemple est le produit de la mesure de Lcbesgue
par une fonction indéfiniment différentiable ^o), est quasi invariante.
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existe sur le produit tensoriel algébrique E^^E.^ une topologie localement
convexe séparée et une seule telle que, dans l'isomorphisme canonique entre
applications bilinéaires de Ey X E.^ dans F et applications linéaires de
E^ (^) E^_ dans F^ se correspondent exactement :

a. les applications linéaires continues sur E^(^E^ et les applications bili-
néaires ^i-Si-hypocontinues ;

b. Les ensembles équicontinus d'applications linéaires et les ensembles ,.
d'applications bilinéaires qui sont équicontinus sur le produit d'un ensemble
de 'Si (resp. J8»:,) par E^ (resp.j5\) et qui sont tels que les applications
linéaires Ua (resp. u^) soient équicontinues pour a (resp. b) décrivant un
borné appartenant à JSii (resp. ̂ ) (ensembles « équi-âi-^-hypocontinus ») .

Nous désignerons par /^i0JSi,JS>2 E.^ le produit tensoriel E^Ç) E^ muni de
cette topologie, et par E^^QQ^^E^ son complété. Si Si est la famille des
parties finies de Ei (resp. de toutes les parties de 7^), nous désignerons
encore ce complété par E^(^) E.^ (resp. TTi (g)^/^). Si jE\ et E.i sont des
espaces de Fréchet (c'est-à-dire des espaces localement convexes métrisables
et complets), tous ces espaces sont identiques d'après le théorème de Baire :
nous les noterons simplement E^Ç^) E^.

Soient Fi(i=i^ 2) deux autres espaces localement convexes séparés, <^
une famille de parties de Fi, Ui une application linéaire continue de Ei dans
F,•: il est clair que si ;^(/(,)eï/ pour tout AiÇS^ alors l'application
^i0^ est continue de Ey^^^E^ dans F^^t^F^. En particulier,
U[ÇQiii est continue de Ey (g) E.^ (respectivement E^Ç^r. ̂ 2) dans Fi 0 F.^
(resp.^®^^).

3. Distributions vectorielles. — Soit X une variété indéfiniment diffe-
rentiable, dénombrable à l'infini. Nous utiliserons dans toute la suite de ce
travail les notations de M. L. SCHWARTZ [33] pour les différents espaces fonc-
tionnels, par exemple ex espace des fonctions complexes indéfiniment diffé-
rentiables, (ff^ espace des distributions, etc.

Soit E un espace vectoriel topologiqne localement convexe séparé complet.
Nous noterons &\{E) [ou ê(E) si aucune ambiguïté n'est possible sur la
variété considérée] l'espace des fonctions sur X indéfiniment différentiables
à valeurs dans E\ muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact de la fonction et de chacune de ses dérivées. Nous noterons <©x(77)
[ou (^(E)] l'espace des fonctions indéfiniment différentiables à valeurs dans
E et à support compact, muni de la topologie limite inductive des topologies
induites par ê(E) sur les sous-espaces (^s^(E) des fonctions à support dans
un compact fixe arbitraire K de X. Les espaces ê(7T) et (D(E) sont locale-
ment convexes séparés complets. Le produit tensoriel algébrique ô (g) E
(resp. ^K®^\ C^Q)E) s'identifie naturellement à un sous-espace de ô(E)
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[resp. CQ^(E), CO(E)] et M. GROTHENDIECK a montré [21] qu'on aies identifi-
cations suivantes : ê(^) == ê(g)^^ et C^^{E) == ^R®7t E. Pour (Q(E), on a
les résultats suivants : la topologie induite par CD(E) sur (S) @ JE est plus
fine que celle induite par CD <^)^ E et moins fine que celle induite par tO 0 E.
Cependant, si E est un espace de Fréchety on a CD(E) == dD 0 E algébrique-
ment et topologiquement. CQ(E) est alors un espace (J?^) au sens de [10].

Nous appellerons [35], [37] « distribution sur X à valeurs dans E » une
application linéaire continue de l'espace d)x dans E et ^ E-distribution sur X »
une forme linéaire continue sur l'espace ^O^(E) : l'espace des distributions à
valeurs dans E (resp. des ^-distributions) est donc l'espace Z(^D; E)
|resp. i D ( E ) ' ] que nous munirons toujours de la topologie de la convergence
uniforme sur les ensembles bornés de <P[resp. de (S)(E)]. Plus généralement,
nous appellerons « TT-distribution à valeurs dans F » un élément de l'espace
Z(d?(6) ; F). Si T est une .ZT-distriDution à valeurs dans F, nous noterons

indifféremment T(f) ou j f(x)dT(x) l'image par T de l'élément / de
^x

o?(E).
Une A^-distribution T définit canoniquement une distribution à valeurs

dans E ' dual fort de E^ à savoir l'application linéaire qui à/ça) fait corres-
pondre la forme linéaire continue sur E : a-->T{f^ a). Réciproquement,
soit TçL(CÇ'^ E ' ) : il lui correspond canoniquement une forme bilinéaire
(/*, a) —^a, T(f) )> sur (^ x Z7, évidemment séparément continue, donc une
forme linéaire continue T sur dD (g) E : si E est un espace de Fréchet, T est
bien une /^-distribution puisque CO (g) E= CD(E). D'une manière générale,
T sera une ^-distribution si et seulement si sa restriction à tout CD^ ̂  E est
continue pour la topologie induite par (^(7^), c'est-à-dire si <^a, T(f) )> est
continue sur ̂  X ̂  d'où la

PROPOSITION 1 ; 1 . — a. Une distribution Ta valeurs dans E' de finit cano-
niquement une E-distribution si et seulement si^ pour tout compact K de X\
il existe un voisinage de zéro dans (D^ dont V image par T est un ensemble
équicontinu de formes linéaires sur E.

b. Si E est un espace de Fréchet^ toute distribution à valeurs dans E'
définit canoniquement une E-distribution.

On étend à ces distributions vectorielles les notions et théorèmes fonda-
mentaux de la théorie des distributions scalaires :

i° Notion de supporta principe de localisation, restriction d'une distribu-
tion à un ouvert : pas de difficultés.

2° Produit multiplicatif. — Pour a € ê, on pose

(1 ;6 ) (ar)(/)=T(a/) .
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D'où la définition de T(f) si / est à support non compact mais coupant le
support de T suivant un compact {cf. [S3], p. 90).

3° Dérivation. — Si D est un champ de vecteurs indéfiniment diffère n-
tiable sur ^T, on pose
(1;7) DT(f)==-T(Df).

Si D est un opérateur différentiel de la forme ZÀ/^.. . ,^(^) D^... D., les
fonctions scalaires ^,...,/, étant différentiables et les Di. étant des champs de
vecteurs différentiables, on pose

( 1 ; 8 ) DT(f)^l(-iyT(D^...D^(^..^)f(œ)).

Remarquons qu'on n'a pas en général DT ^==. .SÂ^^.^Z^ .. . D{ 77. Si D est
un opérateur différentiel arbitraire, on se ramène au cas précédent en utili-
sant une partition de l'unité.

4° Ordre. — Nous dirons qu'une distribution à valeurs dans ^(resp. une
/^-distribution) est d'ordre inférieur ou égal à m, m entier positif, si elle
est continue sur <0[resp. CQ{E)~\ muni de la topologie induite par ^"[resp.
CQ"1(E)]. Une distribution d'ordre zéro est une mesure vectorielle. On
montre facilement (cf. [33], p. 82) que toute E-distribution est d'ordre fini
sur tout ouvert relativement compact (l'énoncé analogue étant trivialement
faux pour les distributions à valeurs dans E : prendre l'application identique
de cO dans lui-même).

5° Distribution ayant pour support une sous-variété. — Soit Y une
sous-variété indéfiniment différentiable régulièrement plongée dans X : à
toute distribution Tsur Y correspond canoniquement une distribution sur^T
(que nous noterons encore T) appelée « extension à X de la distribution 77»,
à savoir l'application linéaire qui à une fonction Q sur X fait correspondre
la valeur de T sur la restriction de cp à Y.

Supposons qu'il existe p -4- q champs de vecteurs différentiables Z>i, . . . ,
Dp, D\, . . ., D'^ formant en tout point de X une base de l'espace tangent
à ^F, les D\ formant en tout point de Y une base de l'espace tangent à Y
(remarquons que de tels champs de vecteurs existent toujours si X est un
groupe de Lie et Y un sous-groupe fermé : il suffit de prendre pour champs
D\ une base de la sous-algèbre de Lie correspondant à Y et pour champs D}
une base d'un supplémentaire de celte sous-algèbre dans l'algèbre de Lie
de X identifiée à l'algèbre de Lie des champs de vecteurs invariants à gauche
sur A".) Posons pour tout système m=^(rn^ . . . , m?) de p entiers ̂  o,
Dm==Dmi . . . D"1? : pour toute distribution 77 sur V, nous désignerons par
D " ' T la distribution sur X obtenue en appliquant l'opérateur différentiel D'*1

à la distribution extension de T à A\ et nous appellerons cette distribution
une « dérivée transversale » de T. On démontre alors le résultat suivant [la
démonstration donnée dans [33], p. 102) pour le cas scalaire et avec des
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champs commutants se transpose sans difficultés au cas vectoriel, et l'on passe
facilement du cas des champs commutants au cas général ] : toute distribution
(Tordre fini dont le support est contenu dans JT, admet une décomposition
unique en combinaison linéaire finie de « dérivées transversales » d exten-
sions à X de distributions définies sur JT([33],p. 102 ) :

(1;9) T^ÎD'-T^ T^L{(^Y\E) ou e^y^/;

77 sera souvent d'ordre fini seulement sur tout compact (par exemple si T
est une E-à\ s tribu lion) et de plus on ne pourra trouver de dérivations D
convenables qu'au voisinage de tout point de Y : on aura alors des décom-
positions de la forme (1; 9) au voisinage de tout point de Y.

6° Produit direct. — Soient Xi (?"== i, 2) deux variétés : on sait que

^x,xx,== ̂  ® ̂ Y. [21 J.

Soit r,€Z(^; Ei) : la définition du produit Tj (g) T.^ est immédiate [35]
et donne un élément de Z(^)j^xj^; Ey 0^). Si Ti est une jErdistribution,
T\ Ç) T<i peut être considérée comme une È\ (g)^ /^"distribution sur A.'i X A^ ;
77! (g) Ta est en effet une forme linéaire continue sur ^x^(^i)®^ ^.Vs^Oi
donc a fortiori sur ^A'ixXs(^i<§)r.^2)-

7° L'application T—^T(^)i plonge canoniquement Z(o); E^) dans
L((^ÇQ^E^ ^(g^És), donc a fortiori dans L(CD(E..)\ ̂ (g^^.Si l'on
se donne en plus une application bilinéaire continue u de Ei x E-s. dans F^
on peut obtenir, à partir de 77, une /^-distribution à valeurs dans /7T, notée

f->fu(f(a;),dT(.T)).

4-. Distributions sur un groupe de Lie. Produit de composition.
— L'existence sur un groupe de Lie G d'un élément de volume privilégié
dç,{x) permet de considérer une fonction f sur G, localement sommable
pour d(}(x)^ comme une distribution particulière, à savoir la distribution

ç? -> f (f(x)f(x) dc(x) : nous dirons qu'une telle distribution « est » une

fonction localement sommable, indéfiniment dinerentiable, etc. L'espace a)
est ainsi identifié avec un sous-espace dense de (D'à et ê(E) avec 1111 sons-
espace dense de L(CQ'y E).

Soit Ti{i=ï^ 2) une distribution sur G à valeurs dans 7^ : la définition
du produit de composition 7\ ̂  T^ donnée par M. A. WEIL dans le cas des
mesures [38], et dans le cas des distributions scalaires surT?71 par M. L. SCIIWARTZ
[3^-], se généralise sans difficultés {cf. aussi [19] pour le cas scalaire sur un
groupe de Lie) : on posera pour/ç^î) :

(1; 10) T,*T,(/)=1 f(xy)dT,{x)®dT,{y).
^GxG
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On obtiendra ainsi une distribution à valeurs dans Ei^)E\(^)^ à condition
toutefois que (10) ait un sens : par exemple si le support de T^^ T^ coupe
suivant un compact le support de toute fonction f{xy) dans G x G^ et en
particulier si F une au moins des distributions Ti est à support compact. Ce
produit de composition possède la plupart des propriétés démontrées par
M. L. SCHWARTZ dans le cas des distributions scalaires sur R^ (à part bien
entendu la commuta ti vite). Il fait de &' une algèbre topologique d'élément
unité ëe mesure de Dirac au point ç, et de Z(<P; E) un module topologique
unitaire à gauche ou à droite sur cette algèbre. Nous aurons besoin de la
propriété suivante de ce produit :

PROPOSITION 1 ; 2. — Soient T une distribution appartenant à Z(d0; E)
[resp. Z(ê; E)^ CO^ &1^ et a une fonction appartenant ad? [resp. 6, CQ(E),
6(E)] : les produits de composition a^ T et 7^ a sont des fonctions indé-
finiment dijférentiables à valeurs dans E, données par

(1; il) a*r(^)= fai{xy-^dT(y),
^G

(i; i2). T^^)= / a^-^^Cy^TV).
^G

De plus, les applications bilinéaires (a, T)-> a r̂ T et (a, T)-> T^a sont
séparément continues de cP x L((D ; E) [resp. ê x Z(ê; /T), c^(E) x d0',
ô(E) x &' ] dans ô(E).

Nous laisserons au lecteur le soin de transposer la démonstration donnée
par M. L. SCHWARTZ dans le cas G = 7?71 e tdimA'==i ([3^-], p. 21-23).

Le produit de composition permet également d'interpréter les opérateurs
différentiels invariants sur G (cf. [19J, p. 356) : soit ô'^ l'ensemble des dis-
tributions. de support e : ê<l est une sous-algèbre de S' canoniquement iso-
morphe à l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie de G. Soit Dç6[. :
l'opérateur/-^/^ />(/€ 6) est un opérateur différentiel invariant à gauche D,
et l'on obtient ainsi tous les opérateurs différentiels invariants à gauche.

D'autre part, pour/çd? et Tç.L\(J!)\ E)^ on a

(1; i3) T(f)=ffi,T(e)=T^fff(e^

en posant /(^)==/(^-i) et/"(.r) = ÔG^"1)/^-1). Les applications/-^/'
et f —>f" sont des automorphismes involutifs de f0, « transposés » l'un de

l'autre en ce sens que j f[ (x)f^_ {x) dx == ^ f\ (^)f'^ (.r) dx. On est donc

( l ) Si l'on se donne en plus une application bilinéaire séparément continue dcEixEz
dans F^ c'est-à-dire une application linéaire continue u de E\ ® Et. dans F^ on obtiendra
une distribution T^1ç T^\ valeurs dans F définie par Ti -^ T ' t ( f ) = u{ Tiiç T^/)).



REPRESENTATIONS INDUITES DES GROUPES DE LIE. 109

amené à prolonger ces automorphismes en automorphismes involutifs de dS)'
[ou plus généralement de L(CD ; 7^)] en posant

(1; i4) T'{f)= TV), Tff(f)= 7V).

On vérifie aisément que ( T, * F, /== T, * T\ et ( T, * T._)" = T: * T\.
Soit en particulier D une distribution de support e correspondant à un

élément de l'algèbre de Lie de G (autrement dit un vecteur tangent à G en e)
et soit D l'opérateur différentiel d'ordre i invariant à gauche correspondant :
conformément à nos définitions générales, on a

(1; i5) (DT)(f)=-T(Df)=-Ti,(Dfyf(e)=-Ti,(f^DY(e)
=:-T^D"^ffr(e)=-(TiçDFf)(f).

Or par définition même, D"(/) == D(fr) et l'on vérifie aisément que si D est
un vecteur tangent en e, D (/')==— D(f) et par suite D"=z — D : on a donc

(1; i6) DT= TiçD.

Or nous avons identifié une fonction f localement sommable sur G avec
la distribution /(.a?) dx : si/est différentiable et si A est un opérateur diffé-
rentiel quelconque sur G, la distribution à laquelle s'identifie la fonction A/
[c'est-à-dire la distribution A/(.r) dx} n^est pas en général égale à l'image
^(f(x) dx) de la distribution f(x) dx par l'opérateur A pris au sens des
distributions précisé au n° 3, 3° ci^dessus (c'est-à-dire par transposition).
Cependant la formule (1; 16) montre que :

PROPOSITION 1 ; 3. — Si 6 est un opérateur différentiel invariant à gau-
che^ les distributions Df(x) dx et £(f(x)dx) coïncident pour toute fonc-
tion différentiable f: autrement dit^ les dérivées de f au sens habituel
s'identifient aux dérivées au sens distribution^ pourvu qu^on se restreigne
aux opérateurs différentiels invariants à gauche.

Par contre, si A est par exemple un champ de vecteurs invariant à droite^
on a
(1; 17) A(/(^)^)==(A/(.C)+AÔ^)/(.P))^.

Paragraphe 2. — Représentations (Tun groupe de Lie.

1. Généralités sur les représentations continues. — Soient G un
groupe localement compact séparable et E un espace vectoriel topologique
localement convexe séparé. Une « représentation » de G dans E est un
homomorphisme.z'—^ Uyàe G dans le groupe des opérateurs continus inversibles
de E. Il est naturel d'imposer à cet homomorphisme certaines conditions de
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continuité : si E est un espace de Banach, on impose classiquement la con-
dition suivante :

(RC I) Pour tout aç.E, l'application x-> U^a est continue de G dans E.

Autrement dit, U^ est continue de G dans L{E\ E) muni de la topologie
de la convergence simple (°) . Dans le cas d'espaces E plus généraux, nous
imposerons de plus à U la condition :

(RCII) Pour tout compact K de G, l'ensemble des opérateurs Ux pour
jo ç. AT, est équicontinu dans E.

Nous dirons que la représentation U est continue si elle vérifie (RCI)
et (RCII) [ou, ce qui est équivalent, si l'application (œ, a)->U^a est
continue de GxE dans E}. La condition (RCII) est une conséquence
de (RC I) si l'espace E est tonnelet], un compact de Ls{E\ E) étant alors
équicontinu, donc en particulier si E est un espace de Banach ou de Fréchet.
D'autre part, si ^/satisfait à (RC II), il suffit pour montrer que ^7 est continue,
de vérifier (RCI) pour a décrivant un ensemble total dans E : cela résulte
dès-propriétés classiques des ensembles équicontinus ([2]) , p. 28-32).

EXEMPLE. — Représentations régulières. — Si/est une fonction sur G à
valeurs dans E, nous noterons T^./la fonction y->f(yx) pour x, }çG.
Soit .F un espace de fonctions sur G à valeurs dans E tel que Ty/ç.Fpour
J ' ç . F et J C Ç . G : la représentation ,^—^T.r sera appelée « représentation
régulière de G dans F ». On montre facilement que cette représentation est
continue pour la plupart des espaces fonctionnels usuels : dans le cas des
espaces L P ( E ) , la démonstration donnée dans [38] pour le cas scalaire
s'étend immédiatement au cas général. Prenons pour F l'espace € ( E ) des
fonctions continues à support compact muni de sa topologie habituelle,
limite inductive des topologies de la convergence uniforme sur les espaces
^A'(^) '' (RCI) est une conséquence immédiate de la continuité uniforme
d'une fonction de C(E). Pour démontrer (RCII) , il suffit de montrer que

pour tout compact K de G et tout voisinage V de Odans C(E)^ W' ==. f\ -r"1 V
.z€A

est un voisinage de 0, ou encore d'après la définition même des voisinages
de 0 dans € ( E ) , que pour tout compact k de G, Wr\ek(E) est un voisi-
nage de 0 dans Ck(E). Or il existe un voisinage v de 0 dans E tel que les
conditions /eC^-i^), /(j)e^ pour tout je G entraînent /ç F, puisque
^OC^-A-i ( E ) est un voisinage de 0 dans e^-^E). Les conditions /çC^E),
/(j)€P pour tout yç.G entraînent donc T^/ç V pour tout xç.K, donc
/€ W\ par suite W'r\Ck(E) est un voisinage de 0 dans C^E).
___________________ C. Q. F. D.

( 5 ) Rappelons qu'on désigne par L,{E', E} [resp. Lb(E; E)} l'espace L { E ^ E )
muni de la topologie de la convergence simple (resp. de la convergence uniforme sur
les ensembles bornés de E}.
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Si G est un groupe de Lie^ les représentations régulières de G dans &(E)
et dans (^(E) sont également continues : c'est immédiat pour &(E) et pour
d?(2T), il suffit de reprendre le raisonnement fait ci-dessus pour C(E) en
remplaçant la condition « il existe v tel que / ( j )€^» par la condition « il
existe v et un entier m tel que D^ ... D^f(y) ç, v pour tout système (pi, ...,
pq} d'entiers ^o avec pi-}-.. .-\-pq^_m », Z>i, . . . , Dq étant une base de
l'espace vectoriel des opérateurs différentiels d'ordre i invariants à gauche
sur G.

Nous supposerons désormais E complet ( 6 ) . Soient U une représentation
continue de G dans E et p. une mesure à support compact sur G : il lui cor-
respond un opérateur U^ dans E défini par

(2; i) U^a=: f U^ad^x) (açE)
^G

[ C 1 •c'est-à-dire U^~=. f Uxd^{x) dans le complété àeLs{E\ E) . Si a tend vers
JG \

zéro dans E, U^a—^o uniformément sur tout compact d'après (RC II) :
Uu. est donc un opérateur continu dans E. Si /€<?G espace des fonctions
continues à support compact sur G^ nous noterons Uy l'opérateur associé
à la mesure f{x) dç^x). Remarquons que si l'on prend comme mesure p.
la mesure de Dirac e^c au point x de G, on a Us,^== U^. Il est immédiat que
l'application p.-> U^ est une représentation dans L(E\ E) de l'algèbre (pour
le produit de composition) 3Mç des mesures à support compact sur G. Cette
représentation est continue de Dît dans Lb{E\ E) si l'on munit 3Ti de la

topologie limite inductive des topologies définies par la norme f d \ p. [ sur

les sous-espaces ^Tt^ des mesures à support contenu dans le compact K de G :
en effet si a décrit un borné de E et x un compact K de G, U^a décrit un
borné B de E, d'enveloppe convexe équilibrée fermée B bornée et pour
toute p. € 3TiK-> on a

(2; 2) U^a== Cu^ad^{x)ç.Ç Çd\^\\B

et U^a—^o uniformément pour a borné quand ^->o dans *)îljc donc aussi
quand p.->o dans OVL. D'autre part, on déduit facilement de (RCII) que
l'ensemble des opérateurs U^. pour p. décrivant un borné JTl (c'est-à-dire un
borné d'un OM^) est équicontinu dans L(E\ E). En restreignant cette repré-
sentation à l'algèbre <°, on obtient évidemment une représentation continue
de € muni de sa topologie habituelle dans Lb{E\ E), Réciproquement :

PROPOSITION 2; 1. — Soit f-> Uf une représentation continue de ï'algèbre C.
dans Lb{E\E), Elle correspond à une représentation continue de G dans E

( 6 ) Quasi complet suffirait.
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si et seulement si elle satisfait aux deux conditions suivantes :

a. les vecteurs de la forme Ufâ (açE^ /€<3) forment un ensemble total
dans E;

b. l'ensemble des opérateurs Uf pour f de support contenu dans un

compact fixe arbitraire de G et telle que f \f\ dx ̂ i, est équicontinu.

La nécessité de b résulte de ce qui précède. D'autre part, pour tout voisi-
nage V compact de l'élément x de G, considérons les fonctions g y. de (°, ̂  Q,

à support dans V et telles que f g^ dx •==. i : on obtient ainsi quand V « con-

verge vers x )) un filtre <Ï>.^ sur C et les mesures gi^{x) dx convergent vague-
ment suivant (D.y vers £.y en restant bornées dans 3VL (pour V suffisamment
petit). Par suite gr^çf-> ̂ xiff pour toute fçC et Ug^a—^U^a pour tout
aç.E : d'où la nécessité de a.

Réciproquement, soit/—^ Uf vérifiant a et b. Soit W.v l'image de <I>a: par U
n

et soit F le sous-espace (dense dans E) des vecteurs de la forme ^ ^f^i
i=l

(/z-eO, aiÇ.E)\ U^(lUf,ai)=l^^^f^ converge suivant <t̂  vers i^^a,

et par suite -26^a^=:o entraîne Z£/s^^^a==o : on définit un opérateur U^:
dans F en posant
(2:3) U^(ÎUf,ai)=U-^^^.

Le filtre ^x converge vers Ux sur l'ensemble total F : comme Wx contient un
ensemble équicontinu d'après b et que E est complet^ Ux se prolonge en un
opérateur continu dans E et Wx converge vers Uy: dans Ls(E\ E). Quand x
décrit un compact K de G, l'ensemble des Ux est équicontinu comme contenu
dans l'adhérence de l'ensemble équicontinu des Ugrr pour V voisinage com-
pact de K. Enfin pour toute /e<°, x—^e,ci^f est continue de G dans d?,
donc x —>- U^a est continue de G dans E pour aç.F : par suite x—>- Ux est
une représentation continue de G dans E. Il ne reste plus qu'à montrer que
Uf lui est bien associée, ce qui résulte immédiatement de la formule

/*^(.T) ̂ fey*^)/^) dx dans G.

REMARQUES; 1. — La condition b entraîne que l'application f-> Uf est
continue de CK dans L^E\ E) pour tout compact A", donc de € dans
Lb(E',E).

REMARQUE 2 ; 2. — La proposition 1 (ainsi que sa démonstration) est
calquée sur celle donnée dans ([19], p. 5o2, note 1) pour les représentations
dans des espaces de Banach.
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2. Représentation contragédiente. Produit tensoriel. — Soit U
une représentation continue de G dans E. On en déduit par transposition
une représentation U' : x -> ̂ 1 de G dans E ' muni de la topologie forte (7).
L ' ' satisfait à (RCII) , car le transposé d'un ensemble équicontinu dans
L (E, E) est équicontinu dans L { E ' ; E ' ) : en effet les voisinages de 0 dans E
sont les polaires B° des ensembles bornés B de E. L'ensemble des Aa pour
açB et A décrivant un équicontinu de L ( E ' , E) est un borné 2?i et
^^;C^°, ce qui montre que l'ensemble des ̂  est équicontinu. Malheureu-
sement U' ne satisfait pas en général à (RCI) . Soit alors Ë le sous-espace
formé des a! ç.E' tels que l'application x-^1^^ a' soit continue de G dans E ' :
il est immédiat [puisque U' satisfait à (RCII)] que E est fortement fermé
dans E ' .

DÉFINITION 2 ; i. — Nous appellerons « représentation contragrédienle »
de la représentation U et nous noterons U la représentation continue
x —> /^1 de G dans F espace Ë.

D'autre part, l'application f-> ̂ U^ est une représentation de C dans L (E'\ E ' )
satisfaisant à la condition b de la proposition 2; 1, donc est continue de C
dans L Ï , ( E ' r ; E ' ) . Comme l'application x->ç.xi^f est continue de G dans <?,
l'application œ-> 'U^^ya^<^1 ̂ j-.a de G dans E' est continue pour
tout a'e77'. Par suite ^contient tous les éléments de E ' de la forme ^/-a'
pour/ce et a' Ç . E ' . Ë est même exactement l'adhérence dans E' (fort) du
sous-espace engendré par ces éléments, car si a' ç.E et /€<3, l'intégrale

(faible) f f"{^) ̂ ^a'dx existe Ça priori dans le dual algébrique du dual

de Ë) et est égale à ̂ /a1 (prendre le produit scalaire avec un élément de E).

Or si f->ëe suivant le filtre <Ï>e défini au numéro précédent, \ f^YU-y^a dx
9.1

tend vers a' dans É\ d'où a^lim^ya'. Enfin Ë ^{.faiblement dense
dans E ' : sinon il existerait un a -^ o dans E orthogonal à £\ donc tel que
Ufa-=o pour toute fçC : mais a est adhérent à l'ensemble des Uj-a d'où

( 7 ) Pour tout a ' ç E ' , l'application x-^^^a' est continue de G dans £" muni de la
topologic de la convergence compacte (noté E'^ ), car si a;->e, Uxa-^a uniformément
sur tout compact de E d'après les propriétés d'équicontinuité des Ux- D'autre part les
opérateurs *6 .̂1 pour x € K compact de G, forment un équicontinu de L\E' ; E ' A (ce
qui ne serait pas vrai pour la topologie faible de E ' ) car les voisinages de e dans E' sont
les polaires des compacts de E et Use a décrit un compact quand x et a décrivent des
compacts : a?-^*^/^1 est donc une représentation continue de G dans E ' tout entier
Cette représentation est irréductible si et seulement si U l'est, car E est le dual de E' ( f 101
prop. 14) et par suite l'orthogonal d'un sous-espace invariant fermé non trivial de E '
(resp. E) est un sous-espace invariant fermé non trivial de E (resp. E' ).
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une contradiction. Cependant on a en général Ë-^- E ' (prendre par exemple
la représentation régulière de G dans Z1 : Ë est le sous-espace de E'=L*
formé des fonctions uniformément continues) sauf si E est semi-rénexif
(c'est-à-dire coïncide algébriquement avec son bidual), car dans ce cas un
sous-espace fortement fermé de E ' est aussi faiblement fermé.

Représentation conjuguée. — Soit i un antiisomorphisme [c'est-à-dire un
isomorphisme de la structure d'espace vectoriel réel tel que i(}\a)=ïi(a)
pour ^ complexe] de E sur un espace E : nous appellerons « représentation
conjuguée » de U et nous noterons U la représentation continue x—^i.U^.i^
de G dans E. Si U est une représentation unitaire dans un espace de Hilbert,
on a U= U (en prenant pour i l'antiisomorphisme canonique de E sur son
dual.

Produit tensoriel. — Reprenons les notations du paragraphe 1 (n° 2) et
soit U1 une représentation continue d'un groupe Gi dans jË^( î := i , 2) :

PROPOSITION 2 ; 2. — Si pour tout compact K de Gi et tout ensemble
A € ̂ -, F ensemble des U^a^ pour a ç. A et x ç. AT, appartient à Sir ( ( = i, 2 ),
F application (e^i, x.^) -> 6^0 Ui^ est une représentation continue de Gi x 6r>
dans EI 0^ 02^» appelée « produit tensoriel » de U1 et de U2.

Posons ff=jEi^,Q jg jË2- Montrons que les opérateurs U^^ U^ décri-
vent un ensemble équicontinu d'opérateurs (continus) dans H quand Xi
décrit un compact Ki de Gi '. soit V un voisinage de 0 dans H\ le polaire V°
de V est un équicontinu de H ' . L'ensemble des formes bilinéaires
(ai, a^)—^£(U^a^ U^a^) pour BçV°, Xi^Ki est un équicontinu de PT car
si par exemple ai décrit un ensemble de 'S'i, et x-^ le compact K^ U^a^
décrit un ensemble A de 5ii, les U1^ sont équicontinus pour XiÇ.K^ et les B
sont équicontinues sur A x E^ : c'est donc le polaire d'un voisinage V\ de 0
dans H et on a immédiatement 6^0 U^ Vi C V pour XiÇ.Ki : d'où l'équi-
continuité cherchée.

Enfin l'application (»z;i, x.^) —>• U^(^) U^h est continue quand h == a^(^ a^
décrit l'ensemble total image canonique de E^ x E^ dans H : soit Î2i un
ouvert relativement compact de Gi : U^i^i décrit un ensemble A de ^i pour
.rieî2i, l'application (;yi, ^-î)->(U^ai^ U^a^) est continue de î2i x G^
dans A x E^ et l'application canonique de A x E^ dans H est continue, d'où
la continuité de l'application (œ^ x.^) -> %0 U^ (ai(g) a^) sur Î2i x Gs,
donc sur d X ^a.

On peut en particulier prendre comme famille ^ la famille de tous les
ensembles de E^ la famille des ensembles bornés ou des ensembles compacts,
ou encore, si U1 est la représentation contragrédiente d'une représentation
continue, la famille des ensembles équicontinus de Ei (8).

(8) La représentation U1 ® U2 est aussi continue pour la topologie s de M. GROTHENDIECK [20].



REPRÉSENTATIONS INDUITES DES GROUPES DE LIE. I l 5

Si Gi== GÎ~==. G, nous appellerons encore, par abus de langage, « prodait
tensoriel », et nous noterons t/'g)^/2, la représentation de G obtenue par
restriction de la représentation U10 U'1 de 6rj X G.^ au sous-groupe « diago-
nal » G des éléments de la forme (^, x) avec xç. G, identifié canoniquement
à G.

3. Représentations différentiables. — G désigne de nouveau désor-
mais un groupe de Lie.

Soit U une représentation continue de G dans E\ nous dirons qu'un élé-
ment a de E est différentiable (pour U}, si la fonction à valeurs dans E^
Jc-> U^a est indéfiniment différentiable sur G. Soit a cette fonction et soit .ET0

le sous-espace des éléments différeiiltiables : il est clair que E° est stable
pour les opérateurs U^- Soit p. une mesure à support compact : on a pour
a € E et r € G :

(2; 4) ^.^a=r^a^(^)=S*^(j).

Par suite, d'après la proposition (1; 2), si [J. est une fonction indéfiniment
différentiable, U^a est différentiable [12]. Or il existe une suite de fonctions
fn € ^G telles que les mesures associées soient bornées dans 3Xic et convergent
vaguement vers te '• pour tout aç.E^ on a alors a •==. \imU^a et par suite E^
est dense dans E.

Soit a une distribution à support compact sur G : on peut définir un opé-
rateur Vy, par une formule analogue à (i), à condition que açE^ et (4) est
encore valable, ce qui montre que Uy, est un opérateur dans E0 : il est clair
qu'on obtient ainsi une représentation de l'algèbre &'.

Nous allons mettre sur E° une topologie : l'application a->a identifie E^
à un sous-espace de ôc(E). Ce sous-espace est fermée car si des a^ conver-
gent vers/dans ê(Z^), on a f(^) == Uyf{e) puisqu'on a a^x) = U^a^e)^
et / ' est la fonction a associée à l'élément a^=f(e) de 770. Nous considére-
rons désormais E° comme muni de la topologie induite par celle de ê(7T) :
/ro est complet pour cette topologie et c'est un espace de Fréchet si E est un
Fréchet (en particulier si E est un Banach).

D après la proposition 1; 2, les opérateurs Uy, pour a ce7 sont continus
dans /T0 et les opérateurs Uj- pour fe (D sont continus de E dans E°. En par-
ticulier les opérateurs U.v restreints à E^ définissent une représentation de G
dans E° qu'on peut considérer comme la restriction de la représentation
régulière de G dans <5(.ZT) au sous-espace des fonctions U : par suite cette
représentation est continue et de plus l'application x->Uxa est différen-
tiable de G dans E° pour tout a çE° [autrement dit (E0)0^!^0]:

DÉFINITION 2 ; 2. — Nous appellerons « représentation aijfére?itiable asso-
ciée à U )) et nous noterons U^ la restriction de U au sous-espace E° muni
de sa topologie.
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PROPOSITION 2; 3. — Les quatre conditions suivantes sont équivalentes.

a. Inapplication a-^ a est un isomorphisme topologique de E dans ô(E)
[autrement dit E'== E° avec coïncidence des topologies ( t ))];

b. les opérateurs Uo (pour D ç. ̂  ) sont continus dans E^ muni de la
topologie induite par E et par suite se prolongent en opérateurs continus
dans E;

c. l'application œ->- U:c est une fois différentiable de G dans L,,(E, E);
d. /^application x—>Ux ^st indéfiniment différentiable de G dans

Lv(E, E).

DÉMONSTRATION. — 1° a et b sont équivalentes : nous avons vu que a
entraîne b. Réciproquement soit Dç&[. et soit D l'opérateur différentiel
invariant à gauche associé à D. On a pour tout a € E^ :

<2; 5) D{U^a)=1ïiçD(x)^U^{aiçD(e))=:U^U^a.

Si maintenant des a^E0 convergent vers bçEy les fonctions a^ sont indéfi-
ment différentiables, convergent vers ï et chaque dérivée Da,, converge uni-
formément sur tout compact vers la fonction continue U.vUjyb d'après (5) et
la continuité des opérateurs U^.. Par suite b est indéfiniment différentiable
(donc E == E°) et la convergence de b vers 0 dans E entraîne [toujours
d'après (5)] la convergence vers 0, uniformément sur tout compact, de chaque
dérivée de b, donc la convergence vers 0 de b dans E^ : les topologies de E
et de E° coïncident donc.

2° a et c sont équivalentes : nous avons vu que a entraîne c. Réciproque-
ment si U satisfait à c, les opérateurs U^ sont continus dans E° muni de la
lopologie induite par E pour tout élément .Y de l'algèbre de Lie de G, ce

f=y

qui entraîne b donc a puisque tout Dç. &'e est de la forme ^. A,,... A ' ̂  avec

Xi. élément de l'algèbre de Lie de G.

3° a et d sont équivalentes : d entraîne b donc «, puisq^on a

UD={D'U.^e pour D €<?;..

Réciproquement si U satisfait à a, l'application x -> Ux est différentiable
de G dans Ls{E\ E) puisque pour tout açE, U^a est différentiable. Or
d'après un lemme de M. L. SCHWARTZ [36], une application difféïentiable
dans L,{E\ E) est différentiable dans Li\E\ E) si et seulement si ses
dérivées sont continues dans L&(E; E) : or pour tout Dç6^ on a

( 9 ) Si E est un espace (ïc Fréchct, E°== E entraîne a, deux topologies comparables
d'espaces de Frécliet étant identiques.
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î)U.v= U^UD' [cf. (5)]. Par suite, il nous suffît de démontrer (puisque U^
est un opérateur continu) que Inapplication x—>- Ux est continue de G dans
Lb(E\ E)^ ou encore que, quand x—>-e^ U^a—^o uniformément pour a
décrivant un borné B de E. Orpour tout D ç. <%, les fonctions D ( U^a) == UxU^.a
sont uniformément bornées pour x décrivant un compact de G et a un borné
de E^ d'où résulte immédiatement (formule de Taylor) la convergence uni-
forme cherchée (10).

DÉFINITION 2; 3. — Nous dirons que la représentation Uest différent table
si elle vérifie l'une des quatre conditions équivalentes de la proposition 2; 3.

La condition b montre immédiatement que la représentation régulière de G
dans &{E) [ou dans CD(E)] est différentiable. Par suite, pour toute repré-
sentation continue U, la « représentation différentiable » associée U° est
différentiable, ce qui justifie la terminologie adoptée.

PROPOSITION 2; 4. — Si U est différentiable^ on a É=: E' et G est différen-
tiable (11).

La transposition est une application continue de L^(E\ E) dans L^E'\ E1) :
par suite x—>- Uy: est continue de G dans Ls(E'\ E')^ ce qui entraîne E^=.E'\
et même différentiable, ce qui entraîne EQ=E'. Enfin les opérateurs Ujj sont
continus comme transposés d'opérateurs continus et par suite U est
différentiable.

PROPOSITION 2 ; 5. — Dans les hypothèses de la proposition 2 ; 2, si de
plus U1 est différentiable et si pour toute distribution Di de support e sur Gi,
UD^ a décrit un ensemble de % quand a décrit un ensemble de .S/, alors la

représentation produit tensoriel U10 U^ de Gi x Gv dans H z= Ey 0J8i, Jôs^s
est différentiable,

Soit aiÇ.E^ Xi un élément de l'algèbre de Lie de G^ t un mombre réel :
on a

(2; 6) ^(g^exp^^-ij^a,

=(^(^e lxp^,~I)»l)®^2+(^e lxp^®I)^l®(^(%p<^--I)a2y

( 1 0 ) Remarquons que D{Ux)'= UxUD' décrit un équicontinu de L(E; E ) quand x
décrit un compact de G.

(n) E n'est pas en général complet : on peut cependant parler du sous-espace diffé-
rentiable î° formé des a' çî tels que x-^Ïfxa' soit différentiable. Pour toute/eû> et
tout a'eJ?, 'Ufa'eÉ0^ ce qui montre que Ë° est toujours dense dans î. D'autre part,
la proposition 2; 3 reste valable si l'on ne suppose pas E complet (pourvu que E° soit
dense dans E pour la condition 6).
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Quand ^ - ^ o , - ( % p < A , — i ) ̂  tend vers Ux^i et les opérateurs %p<A-i®i
L

décrivent un équicontinu dans H : par suite le premier membre de (6) tend
vers U^di 0 a^ -+- Oi (g) U^ a^ quand t—^o^ autrement dit tout élément de
Ei (g) E^_ est une fois différentiable, ses dérivées appartenant encore à E^ 0 E^_ :
donc E^ 0 7^ C H° et la proposition sera démontrée si nous montrons que
les opérateurs ^A-i0i-+-i® 1̂'» sont continus, ou encore que l'application
bilinéaire (ai, 0.2) -> Ux^i® ^2+ a!® ̂ î,^ est 'Sii-'S.^-hypocontinue, ce qui
est évident avec les hypothèses faites.

PROPOSITION 2; 6. — La représentation continue U est topologiquement
irréductible si et seulement si la représentation différentiable associée
U° l'est.

Supposons U réductible et soit F un sous-espace invariant fermé non tri-
vial : Ff^E9 est un sous-espace invariant de E°, fermé pour la topologie
induite par E sur E° donc a fortiori fermé dans E°. Pour toute /€ CQ et tout
açF, Ufaç.Fr\E° : par suite Fr\E° est dense dans F donc non nul et dis-
tinct de E° puisque son adhérence dans E^ F^ est distincte de l'adhérence E
de E° : donc U° est réductible.

Supposons maintenant U irréductible et soit F° un sous-espace fermé
invariant non nul de E° ; F° est dense dans E^ pour tout a ç E il existe un
filtre d'éléments a^ € F° tendant vers a dans E^ donc tel que la fonction a,,
tende vers 'â uniformément sur tout compact de G. Pour tout/çd?, ^c */
tend vers ^-^/dans &(E) (prop. 1; 2) et par suite Uj-a^ tend vers Ufa
dans E° : F° contient donc tous les éléments de la forme U/-a^ donc F°== E0,
U0 est irréductible.

Paragraphe 3. — Distributions quasi invariantes,

1. Groupes d'hoinéomorphisnies d'une variété. — DÉFINITION 3; 1. —
Nous dirons qu'un groupe localement compact {resp. un groupe de Lie) G
est réalisé comme groupe d homéomorphismes (resp. d} homéomorphismes
analytiques} d un espace localement compact (resp. d'une variété analytique
réelle) M, ou plus simplement que G opère sur M\ si Von s'est donné une
application continue (resp. analytique réelle) (m, x)—>-m.x de MX G
dans M telle que :

a. pour tout x e G, V application m —>- m. x est un homéomorphisme
(resp. un homéomorphisme analytique) de M\

b. ( m. Xy ). x^ == /7l. (.ri x^ ) quels que soient m € Af, x\, x^ € G.

Si/est une fonction sur M (à valeurs quelconques) nous noterons T;r/la
fonction m—^f{m.x). Nous appellerons « stabilisateur » d'un point m de M
et nous noterons I\i le sous-groupe de G formé des x tels que m.x == m.
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Le but essentiel de ce numéro est de démontrer le lemme suivant :

LEMME 3; 1. — Soit G un groupe localement compact dénombrable à
l'infini (resp. un groupe de Lie) opérant sur un espace localement compact
(resp. une variété analytique) M, Supposons qu'il n'y ait dans M qu'un
nombre fini ou une infinité dénombrable d'orbites suivant G. Pour toute
orbite Ç = m. G, il existe un ouvert î2ç de M^ stable par G, dans lequel Q
est un sous-ensemble fermé {resp. une sous-variété analytique fermée régu-
lière). De plus^ Q est homéomorphe {resp. isomorphe comme variété
analytique) à l'espace homogène à droite G/T,n-

Prenons d'abord le cas G et M localement compacts et soit U un voisi-
nage compact de e dans G\ pour tout mçM^ m.U est un compact de
l'orbite Ç=m.G. Ou bien m.U a un point intérieur^ ce qui entraîne que
l'orbite Q contient un ouvert, donc est ouverte^ ou bien m. U est rare^ ce qui
entraîne que Q est réunion dénombrable d'ensembles rares (de la forme m. Ux)^
c'est-à-dire est maigre. M étant un espace de Baire^ la réunion des orbites
ouvertes est un ouvert partout dense et la réunion des orbites est un ensemble
fermé rare^ ce qui montre quune orbite est soit ouverte^ soit rare. Soit
alors Ç= m.G une orbite : son adhérence Ç est un espace localement
compact sur lequel opère G et qui est réunion dénombrable d'orbites. Ç
étant dense dans Ç n'est pas rare donc est ouverte dans Ç, l'ensemble Î2ç
réunion de Q et du complémentaire de Q est donc un ouvert de M^ stable
pour G, et dans lequel Q est fermée. D'autre part, l'application x—^m.x
définit une application continue biunivoque de GIT m sur Q : pour montrer
que cette application est un homéomorphisme, il suffit de montrer que
l'image de tout voisinage compact Ude e dans G est un voisinage de m dans Q.
Soit V un voisinage compact de e tel que VV^cU : m. V n'est pas rare
dans Q (sinon Q serait maigre dans Ç) donc est un voisinage dans Ç d'un de
ses points m.x(xç. V). Par suite m.U qui contient m. Kz—1 est un voisi-
nage de m dans Ç.

Supposons maintenant que G soit un groupe de Lie (dénombrable à l'infini
suivant nos conventions générales) opérant analytiquement sur la variété
analytique M. Pour fixer la terminologie nous dirons qu'un sous-ensemble E
de M est un « sous-ensemble analytique » de M si pour tout point m de E
il existe un voisinage ouvert U de m dans M tel que Er\U soit l'ensemble
des zéros communs à un certain nombre de fonctions analytiques dans U.
Si E est fermée cette condition est alors réalisée pour tout point m de M et
réciproquement. Un point m de E sera dit régulier si l'on peut choisir U
et des coordonnées analytiques dans U de manière que les fonctions précé-
dentes soient linéaires homogènes par rapport à ces coordonnées, singulier
dans le cas contraire. E lui-même sera dit régulier si tous ses points le sont :
E est alors muni naturellement d'une structure de variété analytique et nous
dirons également que E est une sous-variété régulière de M (fermée ou non)
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Nous dirons d'autre part qu'un sous-ensemble E de M est une « sous-variété
localement régulière » s'il existe une variété analytique JT dénombrable à
Pinfîni et une application analytique cp de A dans M telle que 9(^î") =E et
que pour tout point x de X il existe un voisinage V de x et un voisinage
ouvert U de w == 9 (.a?) tels que cp( ï^) soit une sous-variété régulière fermée
de U. Un point m de A7 sera dit régulier s'il existe un voisinage ouvert U de m
tel que Er\ U soit une sous-variété régulière fermée de U.

Le lemme 3; 1 (dans le cas analytique) va résulter du lemme suivant :

LEMME 3; 2. —So i t G un groupe de Lie opérant analytiquement sur une
variété analytique M : les orbites de M suivant G sont des sous-variétés
localement régulières.

Soit m un point de M : l'application x—>- cp(^) ==• m.x est une application
analytique de G dans M et cp(G) est l'orbite Ç=zm.G. Il est clair que le
jacobien de cette application est de rang constant, soit p ̂  r = dim M. Le
théorème des fonctions implicites montre alors que pour tout x de G, on
peut trouver un voisinage ouvert V de x^ un voisinage ouvert U de m.x et
des coordonnées locales ^i, ..., Zr analytiques dans U et nulles en m.x tels que
9 ( V) n U soit l'ensemble des solutions dans U des équations Zkz=z ^k (^i i • • • i ^p}
pour p <^ k ̂  r, les .̂ étant analytiques dans un voisinage de l'origine
dans /?^. On tire facilement le résultat cherché de ceci, en prenant comme
nouvelles coordonnées locales dans U^ z\ = Zi pour i ̂ i^p et
z^==:Zk— ^k ( z i , . . ., ^ p ) pour/? <Â-^r.

Revenons ?u lemme 1 dans le cas analytique : nous avons vu que l'applica-
tion o définit par passage au quotient un homéomorphisme cp de G/Tm sur Ç,
ce qui entraîne que Q se réduit au voisinage de m à cp(ï0, donc est une sous-
variété régulière fermée de i2ç. Enfin Q est analytiquement isomorphe
à G/r/,î, car si le jacobien de cp s'annulait en un point, il s'annulerait partout,
ce qui est impossible puisque cp est un homéomorphisme.

Nous allons démontrer un supplément au lemme 1 dans le cas analytique :
soit M1 le complémentaire dans M à.e la réunion des orbites ouvertes, M2 le
complémentaire dans M1 de la réunion des orbites ouvertes dans Af1, etc. :
M1 est vide pour i^> dim M et plus généralement dim J^^dim M— i. Cela
résultera du lemme suivant :

LEMME 3; 3. — Soit E un sous-ensemble analytique d'une variété ana-
lytique : l^ ensemble des points réguliers de E est un ouvert partout dense
dans E et l'ensemble S des points singuliers est un ensemble de dimension
topologique strictement plus petite que la dimension topologique de E.

Il est clair que ce lemme est purement local : on peut donc supposer qu'on
a affaire à un « germe de sous-ensemble analytique réel » à l'origine dans R1.
On peut alors plonger canoniquement R11 dans l'espace C"- et considérer le
plus petit germe de sous-ensemble analytique complexe à l'origine conte-
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nant E^ soit E : Ë est le germe associé à l'idéal 1 des fonctions holomorphes
à l'origine s'annulant surE. Comme E est défini par des équations analytiques^
il est clair que E=È^\Rn. D'autre part E est stable par le semi-automor-
phisme de C71 défini par /?71, car si <p€/, la fonction z->^(z) appartient
évidemment à 7. Le germe E est réunion (d'une manière et d'une seule si l'on
suppose Ei non contenu dans Èj pour iy^j) d'un nombre fini de germes irré-
ductibles Ei. Chaque É\ est invariant par z —>- z : sinon l'image Éi de Éi par
cette transformation serait un germe analytique contenu dans un autre Ëj et
la réunion des Ek pour k^-i serait un germe analytique contenant E et
strictement plus petit que E\ ce qui est impossible. iNous dirons qu'un
point z de E est régulier s'il n'appartient qu'à un seul Êi et est un point régu-
lier de Ëi au sens de [7]. On sait {cf. [7], exposé IX) que les points régu-
liers forment un ouvert dense dans E et que l'ensemble des points singuliers
est un sous-ensemble analytique de dimension complexe strictement plus
petite que la dimension complexe de Ë^ notée dinic E.

Dans tout voisinage de 0 dans /?", il y a des points de E qui sont des
points réguliers de E : sinon le germe E serait contenu dans le germe des
points singuliers de Ë, contrairement à l'hypothèse que Ë est le plus petit
germe contenant E. Or un point m de E qui est un point régulier de E est
un point régulier de E : en effet il existe des fonctions analytiques
complexes ^y(^i , . . ., Zn) ( i ̂ /^^) formant un système de coordonnées
locales dans un voisinage U de m dans C"- telles que Ër\ U soit l'ensemble
des solutions des équations ^j=^ o pour i ^ j ^ p ' Comme E est invariante

par z ->- ^, on peut supposer que les ^y sont réelles pour z réel ( remplacer

les ^j par un système de coordonnées locales extrait du système
"y=='^/(^)-h ^/(^) ; Vj=i(^j(z')—^/(^)), système dont le jacobien est

évidemment de rang n, puisque les ^>/= ~(.u]— lç/') forment un sytème de

coordonnées j • Les ^py forment alors un système de coordonnées réelles

dans Ur\ R'1 et Ef\ U est défini par l'annulation des p premières coordonnées :
m est donc régulier et E est muni au voisinage de m d'une structure de
variété analytique réelle de dimension topologique égale à la dimension
complexe de Z^au point m. Nous avons donc déjà démontré que l'ensemble E°
des points de E qui sont des points réguliers de Ë est un ouvert dense dans E
de dimension topologique dimcÉ.

Soit alors F l'ensemble des points de R'1 voisins de l'origine qui sont des
points singuliers de Ë : Ë est invariant par z->z, donc aussi l'ensemble de
ses points singuliers et F est un germe de sous-ensemble analytique réel.
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Soit F le plus petit germe analytique complexe contenant F : on a
dinic F<^àimcE et dim S^dim F. Nous allons montrer par récurrence
sur dinic JE' que dim E ^==. dimc E et que dim S < dim E : c'est évident
si dim^ E= o, car E est alors formé de points isolés (au voisinage de l'ori-
gine) et «S'est vide. Supposons donc les deux propriétés en question vraies
pour dimc E<^p et soit E tel que dimc E ^=p : comme dinde F << dimc E^
on a dim F ^ p — i et par suite dim S ^ p — !• Comme E == E° u S et
que dim E^ == dimc ,̂ on a dim E == max ( dim S^ dim^ È) == dinic 7?,
d'où dim S << dim 77.

Le lemme 3 permet d'étendre aux sous-ensembles analytiques un résultat
classique dans R^ (et donc sur une variété topologique) : un sous-ensemble
rare A d'un sous-ensemble analytique E est de dimension strictement plus
petite que dim E : en effet A (^E^ est rare dans 770 d'où

dim A =z max ( dim A r\ S^ dim A r\ E^ ) << dim E.

Revenons à notre assertion sur les M1 : nous allons démontrer par récur-
rence sur < que dim M1 ̂  dim M—i (d'où immédiatement Mi==0
pour i^>dimM) : c'est vrai pour iz=o (en posant M°=M). Supposons
donc dim Mi^à\mM—i. Chaque orbite de M1 étant de dimen-
sion ̂  dim M — /, M1 est contenu dans l'ensemble N1 des points m de M tels
que l'application x—^m.x de G dans M soit de rang ^dim M— i. N1 est
un sous-ensemble analytique fermé de M^ défini localement par l'annulation
des mineurs d'ordre > dim M — i du jacobien de x—^m.x et N1 est de
dimension ̂  dim M — i comme réunion dénombrable d'orbites de dimen-
sion ^dim M— i. M^1 étant rare dans M1 l'est a fortiori dans N1 et par
suite dim M1^ ̂  dim N1— i ̂  dim M — i — i. C. Q. F. D.

2. Distributions quasi invariantes. — Soit G un groupe de Lie
opérant sur une variété analytique M et soit E un espace vectoriel locale-
ment convexe séparé complet.

DÉFINITION 3 ; 2. — Nous appellerons « E-multiplicateur » sur M relati-
vement à G une fonction A (m, x) sur MX G à valeurs dans L\E\ 2T),
vérifiant
(3; i ) A(m, e)= i ;
(3; 2) A (m, xy)=A^my-^ x) A (m, y) (mçM-, x^ }^çG).

Nous dirons que A est « dijfferentiable » si l'application (m, x) -> A (w, .r)
est indéfiniment différentiable de M x G dans Ls(E'^ E) et si l'image d'un
compact de M x G par une dérivée quelconque de A est équicontinue
dans L{E\ E).

Si U est une représentation différentiable de G dans E^ la fonc-
tion A(m^ .r) z= U^ est un ^-multiplicateur différentiable sur M.
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Soit A un /^-multiplicateur : on déduit de ( i ) et (2 ) en remplaçant x
pary~1 dans (2) :
(3; 3) î=A{my-\y)A(m,y),

puis en remplaçant dans (3) m par in.y et y parj-1 :

(3; 4) i=A(m,y)A(m.y-^y-^).

Par suite A(m^ y) /est inversible^ d'inverse A(m.y~^ y~ï)-
D'autre part si/çC^ÇE) et si £(m) est une fonction continue à valeurs

dans Ls{E\ E) et telle que l'image d'un compact de ^fpar B soit équicontinue
dans L{E\ E)^ la fonction m —>- B ( m ) /( m ) est continue à support compact
et tend vers zéro dans Cj^(E) avec y. On en déduit immédiatement que si A
est un /^-multiplicateur différentiable, l'application qui à fç.O^M(E) fait
correspondre la fonction m—^A^Çm^ .r)f(m) est un automorphisme
de d^v(-Z^), ce qui Justine la définition suivante :

DÉFINITION 3; 3. — Soit T une E-distribution et A un E-multiplicateur
différentiable sur M. Nous dirons que T est quasi invariante de multipli-
cateur A si^ pour toute fçcD^(E) et tout xç. G, on a

(3; 5) Çf(m.^)dT(m)= ^A-^m, x)f(m) dT{fn).
J M l/M

REMARQUE 3; 1. — Si A est un ^-multiplicateur différentiable sur M^
l'application '^—> A (w, ^) est, pour tout mç.M^ une représentation dineren-
tiable du stabilisateur Tm dans E.

REMARQUE 3; 2. — On peut dans certains cas faire des hypothèses moins
restrictives sur A dans la définition 3 : si par exemple T est une ^-distribu-
tion d'ordre ^p(o^p <oo ), il suffit [pour que (5) ait un sens^ de
supposer que A estp fois différentiable, avec les conditions d'équicontinuité
pour les dérivées d'ordre ^ - p '

Nous commencerons notre étude des distributions quasi invariantes par le
cas le plus simple : G opérant sur lui-même par les translations à droite
et A = i. On peut alors déterminer non seulement les ^-distributions mais
plus généralement les distributions à valeurs dans F invariantes par G (F
espace localement convexe séparé complet) :

PROPOSITION 3; 1. — Soit T une distribution à valeurs dans F (resp. une
E-distribution ) invariante par les translations à droite sur G : T est un
« multiple » vectoriel de la mesure de Haar à droite^ c^ est-à-dire il existe
un élément a e E ( resp. a' € E' ) tel que

(3; 6) T(f)==affWdGW rresp.r(/)=r</(.r), a^G^I

pour toute feC^o [resp. /çC^cÇE)].
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Soit en effet TçL(ô^^ F) invariante par les translations à droite : pour
toute fonction a € d?, a * T est une fonction indéfiniment différentiable
sur G^ à valeurs dans F et invariante parles translations à droite, donc cons-
tante. Or T est adhérente dans Z(dD, F) à l'ensemble des a* F, donc Test
une constante. Si TçCD{E)\ la proposition résulte immédiatement du plon-
gement canonique de iQ{E)' dans Z(<0.; E ' ) .

Plus généralement on a :

PROPOSITION 3; 2. — Soit x->- Ux une représentation différentiable de G
dans E et T une E-distribution sur G telle que

(^ 7) ^f{xy)dT(œ)=Cu-^f(x)dT(œ).

Il existe un élément a' ç E' et un seul tel que

(3! 8) T(f)=j\U^f(^ a^dx.

En effet : U étant différentiable, l'application qui à fe(D(E) fait corres-
pondre la fonction U^f(x) est un automorphisme de CQ(E). Soit t
l'image de T par le transposé de cet automorphisme : on a

(3; 9) ff^y)âT{œ)=fu-^f{xy)dT{x)= f U,U-^,f{œy) dT{x}

= U^ ( UyU-^f(œ) dT(x) =ffW dT(x^

T est invariante par G, donc est une constante d et l'on a

(3; 10) T{f)=^U^{x)dT{œ)=(\U^{œ^a^dœ.

Remarquons que la proposition 2 est encore valable si T est définie sur un
ouvert î2 de G et vérifie (7) pour/ÇCDQ(E) et y assez voisin de a : la distri-
bution T associée définie a priori elle aussi sur i2, y sera invariante par
translation, donc sera prolongeable à G tout entier, et le reste est sans change-
ment. On peut même supposer que Î2 est un voisinage ouvert de e et que U
n'est qu'un « noyau de représentation » différentiable x ->- U^ défini dans Î2 :
la distribution associée T sera encore une constante et (8) sera encore
valable mais cette fois seulement pour fçCK)Q(E).

Le pas suivant dans notre étude des distributions quasi invariantes sera
celui où G est transitifsur M : on peut alors identifier J^à l'espace homogène
des classes à droite module un sous-groupe fermé F, G opérant sur G/T par
les translations à droite. Nous avons alors le théorème suivant, fondamental
pour la suite de ce travail (pour les notations, voir § 1, n° 1) :

THÉORÈME 3; 1. - Soit T une E-distribution sur M= G/T quasi inva-
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riante pour G, de E-multiplicateur différentiable A^ c'est-à-dire vérifiant
pour toute /€ (^o/r (-^0 et tout y ç. G :

(3; i l ) f f{^y}dTW=Ç A-^œ^y)f{œ)dT{œ).
^G/r ^G/r

II existe un élément a' e E' et un seul^ tel que

(3; 12) ^(<°, ^rt^pp^)^ pour tout^€r ,

(3; i3) T(f)= ( </(^),pp(^)- l^(^^)a'>^p(^);
JGIV

le second membre de ( i3) ayant un sens, puisque d'après (12) , le vec-
teur p(^)-1^ (.r, x)d ne dépend que de la classe x.

DÉMONSTRATION. — Comme nous l'avons vu plus haut, l'application qui
à fç(^ç(E) fait correspondre la fonction x-> A~^{x, a ' ) f ( œ ) est un auto-

morphisme de C^G^E) : l'application f-> ( x -> f A-^(x, Ç^)/(^)^r(0 )
\ ^r /

est donc continue de ^c(K) sur d^(^) (cf. [38], p. 42, ou infra,
prop. '» ; ! ) . Soit T-> f la transposée de cette application. On a

(3; i4) ff(xy)dt(x)= f dTW Ç A-^œ, ̂ x) f ̂ xy) d^
Je ^M ^r

mais d'après (2) on a A-1 (a-, Ç-c) == A \xy, y ) A-^ \xy, ̂ xy) ; d'où

(3; i5) ^/(^)^^(^)=p77(à)y^(^J^-l(^^J)/^

En appliquant ( 11 ) on trouve

(3; i6) ff{xy) df(x) =(dTwfA-^œ, ̂ )/(^) di= T(/),

T est donc invariante par les translations à droite sur G, donc est de la
forme a' dç(x) avec a ç.E'. Soit alors wçT : on a d'une part :

(3; 17) ff^x)dT(œ)^^f^x),a'^dx^W^)t(f)

et d'autre part :

(3; 18) ff^œ)dt{x)=CdT(x)CA-1 (^ ̂ )/(^) ̂ (0

=ôr1 wfdTW^A-^^ co-«^)/(^)^.
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Or ^-'(^ ^-i^)=A-!(^, ̂ M-'(é, co-')==^(.r, ^)^(é, co); d'où
en comparant (17) et (18) :

(3; 19) ôV(^)-'y</(^), a'^dx=^W f\A(e, co)/(^), a ' ^ d x .

On déduit immédiatement (12) de (19) : rappelons que p , . ( co ) = Qr(c>)^
T) ^G(ût))
Pour démontrer ( i3) , il suffit de vérifier que T et la distribution 7\

définie au second membre de ( i3 ) ont la même image par l'applica-
tion F-> rqui est biunivoque comme transposée d'une application sur. Or

(3; 20) f,(f)=jdp.{œ)C^A-^œ,Ïx)f^x), pr(^)-1^, ̂ a^dr^)

=Çd^ ^p^y-^/a^), ̂ ^(.r, ̂ )^A(x, x)a'^d^

^J^J'pW-^/a^), ̂ -'(^Q^)^.

D'où d'après (12) et la définition même de o et de dp. f formules ( 1 - 2 )
e t ( J . ; 3 ) ] :

(3; 2 1 ) ^(/)=r^rp(^)-'</(^),^><= c^f^^d^Tçf).
^M ^r Je,

REMARQUE 3; 3. — Comme pour la proposition 2, on a une généralisation
de ce théorème au cas où la ^-distribution T est définie dans un voisinage
ouvert ^ de e dans M, le multiplicateur E étant défini et différentiable
dans I2x7:- ' ( î2) , T et A vérifiant respectivement ( i ) , (2 ) et (5)
pour mei2, .cçn-i (^î) etj suffisamment voisin de e : la démonstration du
théorème se transpose sans grand changement : l'application

/^f^-1^^)/^)^

est continue de ^r.-^{E) sur ̂ (E), les formules ( i 4 ) à (16) sont encore
valables pour fç.(^r.-\Q.}(E), on en déduit que T est une constante
dans TT-'^) et le reste est sans changement, ( i 3 ) n'étant évidemment
valable que pour/€d[)Q(77).

REMARQUE 3; ^. — Comme nous l'avons signalé plus haut, si l'on sait que T
est d'ordre fini/?, il suffit de supposer que A est p fois différentiable.

Si G n'est pas transitif sur M, le problème serait évidemment de décomposer
la distribution T quasi invariante en « somme » de distributions extensions
à M de distributions quasi invariantes sur les différentes orbites de M
suivant 6r, « somme )> relativement à une distribution sur l'espace quotient
de M par G : poser ce problème est déjà indiquer qu'on ne peut guère



REPRÉSENTATIONS INDUITES DES GROUPES DE LIE. 127

espérer le résoudre que si les orbites sont des sous-variétés régulières de M
et si l'espace quotient est muni d'une structure de variété différentiable. Plus
précisément il faudrait supposer que G opérant sur M définit sur M une
structure df espace Jîbré différentiable, de base B == M/G, de fibre G/T, admet-
tant G comme groupe structural et localement trivial : c'est-à-dire qu'il
existe un recouvrement ouvert de B par des ouverts i2 -̂ et des isomor-
phismes cp; de ̂  x G/T sur l'image réciproque de i^ dans M^ les <^ vérifiant
les conditions de compatibilité habituelles et « commutant » avec les opéra-
tions de G dans M et dans G/T. Nous nous contenterons de démontrer la
proposition suivante dans le cas où M est un produit direct B x G/T :

PROPOSITION 3; 3. — Soit T une E-distribution sur B x G/T, quasi inva-
riante pour 6r, de multiplicateur différentiable A{b^ x\ y). Il existe sur B
une E-distribution S telle que

(3; 22) Ç A(b, è; ̂ )f(b)dS(b)=p^) ff(b)dS(b)
^ B ^B

pour toute /€ (Dp ( E) et Ç € F ;

(3; 23) f f(b^)dT(b^)
^BxG/r

== f d^{x) fp^)-1^, ^; x)f(b, x)dS(b)
^G/r J K

pour toute fçCQBxG/r(^) •

Comme dans la démonstration du théorème 1, on se ramène au cas d'une
distribution f sur B x G^ invariante par les translations à droite suivant G
en posant

(3;2/l) f f(b,œ)df(b,œ)=Ç dT{b,œ) Ç A^(b,œ'^x)f{b^x)d^
^BxG ^BxG/r ^r

Nous déterminerons les T possibles par la méthode utilisée par
M. L. Schwartz dans le cas 0=^, B^R171 ([33], p. 112) : soit

ae^(^), (3e^: p-^a^)^))

est pour a fixé une distribution scalaire sur G, invariante par les translations

à droite, donc de la forme /:(a) f [3(^)6/ç(^). En choisissant une (3 telle

que /p( . r ) <:/.r= i, on voit que a—^(a) est une A-distribution S sur B et

l'on a

(3; 25) f o,(b)^(^)dT(b, x) = ( fa(&) dS(b)\( f^{x)dx\
^ÛXG ^B } WG /
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D'où par continuité pour fçC^B^cÇE) :
•

<3; 26) Cf(b, œ) dî(b, x) = Cde(^) f/(&, œ) dS(b).

Nous laisserons au lecteur le soin de déduire (22) et (28) de (26) en
adaptant les raisonnements qui nous ont conduit de (16) à (12) et ( i3), et
de démontrer le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Supposons que G opérant sur M définisse sur M une
structure d'espace fibre differentiable principal, localement trivial. Soit U
une représentation differentiable de G dans E et T une E-distribution
sur M, quasi invariante de multiplicateur A (m, x) = U^. Alors T est nulle
sur le sous'espace de (^^{E) formé des fonctions f telles qu'on ait pour
tout m de M :

<3; 27) fu^f(m^)dGW==o.
JG

REMARQUE 3 ; 5. — La proposition 2 et le théorème 1 deviennent inexacts
si l'on considère des distributions à valeurs dans E et non plus des ^-distri-
butions : par exemple, l'application identique i de (Dç dans lui-même est une
distribution à valeurs dans f0 « quasi invariante » par rapport à la repré-
sentation régulière de G dans <0 : î(Ta.<?) ==Ta:î((p). Cependant, il n'existe

pas de fonction /€^) telle que i(^)= f ^(x)^xfdG(x) '' il faut prendre
^G

pour/la mesure de Dirac Se, qui n'est pas une fonction differentiable.
On peut cependant remarquer ceci :

i° Soit U une représentation continue de G dans E : l'application a->H
définie au paragraphe 2 (n° 3) identifie E à un sous-espace topologique E àe
l'espace ê°(E) des fonctions continues à valeurs dans E sur G. Toute distri-
bution T sur G à valeurs dans E telle que T^Ta.cp) ^= Ua:T{^) est adhérente
à 2?dans L(CQ, E) (approcher Tpar ses régularisées aiçT). On obtient un
énoncé analogue à celui de la proposition 2, mais l'élément a trouvé n'appar-
tient pas nécessairement à E^ mais au complété de E pour une topologie
moins fine (la topologie induite par (ff sur (Q dans l'exemple ci-dessus).

2° Soit T une distribution à valeurs dans E^ espace localement convexe
complet, sur une variété M et soit B une fonction indéfiniment difîeren-
tiable sur M\ valeurs dans Ls(E\ E). Si T est localement d'ordre fini^ on
peut définir le produit multiplicatif de T par B : soit en effet ^2 un ouvert
relativement compact assez petit de M et soit (m^) [)(i ̂ i^n) un système
de coordonnées locales dans î2. T est dans Q une somme finie de dérivées de
fonctions continue à valeurs dans E :

<3;28) dT(m)= ̂  ^^^^(m)dm,...dm^ [f,e&"(Q)].
\<l\^r
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On posera pour cp ç d[)Q :

<3; 29) ^(m)d(B(m) T(m))= ̂  (- i)lyi
\(f\^=rxy(^7^((PJe)) (^vyw^r • 'dfn^

On vérifie facilement que (29) définit, sous les hypothèses indiquées, une
distribution sur ^2 et, par « recollement des morceaux », sur M.

On a alors la généralisation suivante du théorème 1 :

THÉORÈME 3 ; 1 bis. — Soit A un E-multiplicateur différentiable sur G/F
et soit T une distribution à valeurs dans E sur G/T^ localement d ordre
jîni et telle que
<3; i l bis) dT^y-^)=d{A{x,y)T{x))',

il existe alors un élément a € E et un seul tel que

(3; i2 bis) a= pp(Ç)^4(<°, Ç) a pour tout Ç€F;

<3; i3bis) T(^)== f ^x)^{x)-^A-ï(x,x)a\d^{x).
^G/T

La démonstration du théorème 1 se transpose facilement : soit Ï l'image
réciproque de T par l'application de (^Q sur 6!)^ qui à 9 ç (Dç fait corres-

pondre la fonction œ ->- f 9(Ç^*) d^. On posera
JY

(3; 3o) dT{x)=d(A{œ, x) t{x)).
On a

d'T(xy-^=d{A^y-\ xy-^} t {xy-^

=d{AÇïy-^ xy-^A{x,y) t{x)) =dT{œ),

d'où d'après la proposition 1, dT(x) = ado(x) (açE). Enfin on a pour &)€?,
dT^œ) = ÔG1 (û)) adx = d(A {x, ûo-1^) ^(&)-1^)) •===. or1 (co) A (è, co-1) adx,
d'où (12 bis)^ ( i3 bis) se démontre comme ( i3) , en remarquant que T-> T
est biunivoque puisque A (.z-, x) est inversible.

CHAPITRE II.
REPRÉSENTATIONS INDUITES.

Paragraphe 4. — Généralités sur les représentations induites.

1. Définitions. — Soient G un groupe de Lie, g un sous-groupe fermé, E
un espace vectoriel localement convexe séparé complet, L une représentation
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différentidble de g dans E. Considérons l'espace ̂  des fonctions sur G à
valeurs dans E et vérifiant :

(RI 1) f(^) = ̂ {^fL^f(x) pour tout ̂ g et xç. G;

(RI 2) V image canonique dans Gfg du support de f est compacte (nous
dirons que / est « à support compact module g » ) ;

(RI 3) / est indéfiniment différentiable,

Les translations à droite définissent trivialement une représentation ^/L de G
dans (^L : nous allons mettre sur (^L une topologie telle que cette représenta-
tion soit différentiable. Soient K un compact de G et (D^ le sous-espace
de (^L formé des fonctions de support contenu dans g K . Nous mettrons
sur CO^ la topologie induite par ê(2^), qui en fait un espace localement
convexe séparé complet et même un espace de Fréchet si E est un Fréchet.
Nous mettrons sur (^L la topologie limite inductive stricte [4] des topologies
des (^^L est alors un espace localement convexe séparé complet et un
espace (J^F) si E est un Fréchet.

Soit/e<PG(^) : posons

(^; i) Jw= fp^a)"^1/^)^)-
^8

PROPOSITION 4-; 1. — L1 application f—> f est un homomorphisme de CO(E)
sur €DL.

DÉMONSTRATION. — II est clair que/vérifie (RI1) et (RI 2). Soit X un
élément de l'algèbre de Lie de G : on a

(4; 2) 7*^(^)=lm^pa)~i^r[^/(^•exp(^x/))-/(^)}1^.

Or pour tout x de G, ^ [/(Ç^.exp ( t ^ ) ) -.f(^)]-^f^ X(\x) uniformé-

ment en gardant son support dans un compact fixe de g^ quand t->o. Par
suite, grâce à l'équicontinuité des opérateurs L^ quand Ç décrit un compact
de g^ la limite du second membre de ( 2 ) existe : on en déduit aisément que f
est indéfiniment différentiable et que pour tout opérateur différentiel D inva-
riant à gauche, on a

Dfw =jp(o'4 zr w) (c» ̂ .
Ceci montre que si/e^s:^)? /€^. De plus, si x décrit un compact K
de 6?, la fonction Ç ->- f (^x) garde son support dans le compact k == KK'-1 r\g :

r -l
posons M-== f p (Ç) ^^(i^et soit V un voisinage convexe équilibré fermé

J k
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de 0 dans E. Il existe un voisinage W de 0 dans E tel que a€ H^, ^eA'
entraîne Z^1 a€ ^ : alors Df(x)ç. W pour tout x entraîne Df(œ)^MV
pour .z-çK' : on en déduit immédiatement la continuité de l'application/-^ f
de (^K(E) dans <0^, donc de (^(E) dans d^.

D'autre part, si a e ̂ c/g et À € ̂ L, il est clair que la fonction x —>• a (J?) h {x}
appartient à (^L : (^L est donc un module sur (^c/g- Soit {Qi} un recouvre-
ment de Gjg par des ouverts assez petits pour qu'il existe une section indé-
finiment differentiable x->Si(x) de n^Ç^i) fibre par g^ soit [0,1} une
partition de l'unité subordonnée à ce recouvrement et soit cp une fonction

/l —1
de (^g telle que \ p (Ç) 2 (p(Ç) û?Ç= i. Posons pour hç^ :

^K

(4; 4) À/(.r)=^aK^)cp(^(à)-l)Z^<,)-^(^(^)).
i

On vérifie immédiatement que h'çCDÇE)^ que A->-/l'est continue de dD^dans
(D{E) et queA'r^/i, ce qui montre que h—^h' est un inverse à droite
continu de/->-/, donc que f—>f est bien un homomorphisme de CQ(E)
sur (X)1'.

La proposition 1 permet (l'application /-> /commutant avec les translations
à droite) de considérer la représentation ̂  définie a priori comme restric-
tion de la réprésentation régulière de G dans ê(27) à un sous-espace non
fermé, comme le quotient par un sous-espace invariant fermé de la repré-
sentation régulière y->^y de G dans (Q(E) : or nous avons vu que cette
représentation T est differentiable au sens du paragraphe 2, donc aussi Î/1';
ceci justifie la définition suivante :

DÉFINITION 4 ; 1. — Nous appellerons « représentation differentiable de G
induite par la représentation differentiable L de g » la représentation
differentiable U1^ de G dans (^L.

REMARQUE 4; 1. — La démonstration de la proposition 1 montre plus géné-
ralement que l'application f—^f est un homomorphisme de ^"^(E) sur
l'espace (CD"1)1' des fonctions m fois différentiables à valeurs dans E vérifiant
(RI1) et (RI 2), muni de la topologie évidente (o^m^+oo)'. Si l'on

__\_
prend en particulier pour L la représentation Ç->-p(£) ï (dim^z^i), cet
espace s'identifie canoniquement à l'espace C^^/g : on retrouve ainsi un
résultat de M. A. WEIL [38] dont nous nous sommes servi au n° 1. Plus
généralement, soit M une variété differentiable sur laquelle g opérant à
gauche définit une structure d'espace fibre principal de fibre g et de base B : '..

-L
une formule analogue à (ï) définit alors pour Zç== p(Ç) 2 un homomorphisme
de(D^a(E)sur ^(E).

REMARQUE 4 ; 2. — Supposons qu'il existe une section indéfiniment diffé-
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rentiable œ-^s(x) de G fibre par^-e A toute /çcDç/gÇE), associons la fonc-

tion/' sur G définie par/^^-r)) == ̂ (^Y.^fW ; il est clair qu'on obtient
ainsi un isomorphisme topologique de (Qo/s{E) sur d^. On peut par suite
transporter à (^o/g^E) la représentation U1' : on obtient, en posant

s(x)=w(x^ y)s{œy) (pour .r, je G) :

(^ 5) ^/(^)=P(w(^j))^«<a:.y)/(^).

Si maintenant L est une représentation continue arbitraire de ^-, nous
appellerons « représentation différentiable induite par L » la représentation
différentiable induite par la représentation différentiable Z° associée à L. Il
est évident que cela n'est pas la définition la plus naturelle d'une représenta-
tion (continue) induite : il est plus normal de considérer la restriction de la
représentation régulière de G à l'espace eL= (CD0)1' des fonctions continues
à'valeurs dans E xérifiant (RI 1) et (RI 2), muni de la topologie limite induc-
tive» des topologies de la convergence uniforme sur tout compact sur les
sous-espaces des fonctions ayant leur support dans un ensemble g K fixe :
(i) définit encore un homomorphisme de C(E) sur (oz' (cf. remarque 1).

Si L est une représentation continue dans un espace de Banach, il est
naturel de chercher à obtenir comme représentation induite une représenta-
tioni continue dans un Banach : supposons tout d'abord qu'il existe une
section de G fibre par g. La représentation U s'effectue alors dans l'espace
(Do^(E°) et il est naturel de chercher à prolonger cette représentation à un
espace LP(E) construit sur la mesure quasi invariante ^UL^(^); or on a

(^ ;P) f\\(uyf)w\\pd^)

==J<lp(^(^J))^||z^„.)/(^)||/?^(à)

=fç^{^y-^y)^\\L ^ \fW\\Pd^).
U II w\xy ,y / II

On obtiendra donc une représentation continue dans LP(E) s'il existe des
constantes M^ o et k réel, telles que

( ^ Î 7 ) \\^\\^Mç(^Y pour tout Ee^,

avec k == ——r- y donc - << k ^- - •
p 2 — 2

Revenant au cas général, nous supposerons que L vérifie une inégalité de

la forme (7) avec — -l ^k^, ï : pour k=— ^ les fonctions de (^ sont

bornées sur G et U1' Se prolonge en une représentation bornée dans
l'espace de Banach complété de e^ pour la norme sup ||/(^) ||. Pour
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I I 9
— - <ik^-i posons p = ———5 et soit f ç^0, de support contenu dans

2 2 2 /C ~\~ 1

gK^ K compact de G. Posons

(4; 8) ^(/^)=supp(^)~^||/(^)||,
îe^

^V(/, A-) est une fonction réelle ̂  o, semi-continue inférieurement, constante
sur les classes suivant g\ nulle en dehors de §K et

(^; 9) 7V(/, ^)^supsupp(Ej)~^p(S)^||Zs/(j)[|
y€A seg-

^supp(Ej)~^p(0^||/(j)||

^sup^po^ii/^)!!,
y e A'

donc vV est bornée : par suite N(f^ x) considérée comme fonction sur G/g'
est de puissance T?1111"® intégrable pour p..

Posons alors
i

(^; 10) |]/|| =( f N(f,xYd^x)\.
\yG^ j

On vérifie aisément que ||/|| est une norme sur dî)1'0. D'autre part on a
i

(^; ii) ^(^o/(^)=supp(^)~l;/(E^)||= ^p(^y) \N^ ̂ ).
Seg- L PW J

D'où I I Uy f\\ == I l / I l : par suite U^ se prolonge en une représentation continue
et même bornée de norme i dans l'espace de Banach complété de C^.

En particulier, si L est bornée^ on a une relation de la forme ( 7 ) avec
À'==O, donc/?==o : si L est une représentation unitaire dans un espace de
Hilbert 77, on a N(f^ x) =z p(^)~-1 ||/(^) || et la représentation induite intro-
duite plus haut est exactement la représentation unitaire définie par
M. G. W. MACREY [29], dans l'espace de Hilbert ^L des fonctions sur G à
valeurs dans E vérifiant (RI 1) et telles que

f p^)-1!!/^)^^)^-^ (1 2 ) .
^G/ff

Par contre, si L ne vérifie pa? de condition de la forme (7) avec | k \^- -j

( 1 2 ) La définition de M. MACKEY est légèrement différente, mais l'application
_j_

/->p(*r) ' ^ / { x ) fait passer de notre définition à la sienne.
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on ne peut pas en général prolonger de façon naturelle U^ en une représen-
tation continue dans un Banach, sauf toutefois siG/g est compacta car ^'lui-
même est alors un Banach, sa topologie pouvant être définie par la norme
^P 11/(^) I I ) K compact de G tel que G=gK. Plus généralement soit A un
scç, K

ensemble fermé de G tel que G =gA et que A C\gK soit compact pour tout
compact K de G (il est facile de construire un tel ensemble à partir d'un
recouvrement localement fini de GIg par des compacts) : alors sup ||/(^) ||

VÇA
est une norme sur (^L9 et l'on vérifie que U^ se prolonge en une représenta-
tion continue de G dans le Banach complété de (^L* pour cette norme, pourvu
que pour tout y de G, il existe un compact ky de g tel que A y C kyA (si par
exemple G est le produit semi-direct de g et d'un sous-groupe fermé A, ceci
signifie que les orbites de g suivant G sont relativement compactes). Sup-
posons en particulier que E soit un espace de Hilbert et que A soit l'adhé-
rence de l'image de G/g par une section s mesurable de G fibre par g :
l'hypothèse AyÇ.kyA entraîne alors (avec les notations de la remarque 2)
que pour tout y de G, w(^y-1, y ) décrit un compact de g quand x décrit
G I g et (6) montre alors que U^ se prolonge en une représentation continue
dans l'espace de Hilbert L^(E).

Toutes ces considérations nous amènent à poser la définition suivante (13) :

DÉFIMTION 4 ; 2. — Soit L une représentation continue de g : Nous dirons
qiCune représentation continue de G dans un espace F est « induite par la
représentation différentiable associée L° » s^il existe une application linéaire
continue biunivoque u de (P1'0 sur un sous-espace dense de F telle que pour
tout y de G, u.^-^ Uy.u, Nous dirons que U est « induite par L » (et nous
noterons U1' une telle représentation ) si u se prolonge en une application
linéaire continue biunivoque de C^ dans F.

REMARQUE 4; 3. — Les définitions 1 et 2 ne sont pas entièrement cohé-
rentes : si L est différentiable, la représentation que nous avons appelée
« représentation différentiable induite par L » dans la définition 1 n'est pas
« induite par L » au sens de la définition 2. C'est pourquoi nous noierons
désormais toujours U^ cette représentation, même si L == L° : U1'. signifiera
désormais une représentation induite par L et U^ la représentation différen-
tiable induite par Z°.

2. Quelques théorèmes sur les représentations induites. — II est
immédiat que la représentation conjuguée de U^ est la représentation U^ et
plus généralement que la conjuguée d'une représentation induite par L est

( u ) Voir aussi au paragraphe 6 (n° 5) et chapitre III (n° 5) des exemples de repré-
sentations unitaires « induites » au sens de la définition 2 par une représentation L non
unitaire, donc construites par un procédé différent de celui de M. MACKEY.
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induite par L (14). D'autre part .*

PROPOSITION 4; 2. — (Représentation induite « par étages » ). — Soient
§\^-gï. deux sous-groupes fermés de Ç, L une représentation continue
de g^. Les représentations différentiables de G induites par L° et par la
représentation différentiable de g^ induite par L° sont équivalentes.

DÉMONSTRATION. — Soient pi, p.2 des fonctions p indéfiniment différentiables

associées à gi et g^ : La fonction p;^^") = • - — - restreinte à g^ est alors uneç<i\x)
fonction p différentiable sur g^ associée à ̂ i.

Soit^€dD^° pour xçG et je ̂ •21 posons
i

~~2 .(4;I2) /,(j)=p,(j) V(^J).

On a pour Ç€^i ;

(^; i3) A(Ej)=p.ajrva7^))=p2ar^p.2(j)~^pi(o^t/(^)
=9^?HMy)

et il est clair que pour tout açç. G^fx est une fonction infiniment différentiable
sur ^2, à support compact module g^ puisque/l'est. Par suite, fx^^[ pour
tout x € G. ^

D'autre part on a pour zç.g-î :

(^; i4) f„(y)==9.(y)~ïf(y^)=p^rfW'
L'application x-> fx étant différentiable de G dans oD1'0 et à support compact
module ̂ "i, (i4) montre que cette application est un élément ded0^°( en désignant
par V° la représentation différentiable de g^ induite par L°) : on a donc
construit une application linéaire biunivoque de (Q^ dans (Q^° et il est clair
que cette application est continue. Si f-> o uniformément sur tout compact
en gardant son support dans un ensemble g\.K fixe (K compact), fk~> o dans
<0^° uniformément sur tout compact et garde son support dans g^K\ de
même pour les dérivées car si D est un opérateur différentiel invariant à
gauche, on a D(f^) = (Df)^.

Réciproquement soit cp € ûD^° : c'est une application x -> cpa. de G dans
^L9. Posons ^{x) = 9.r(^) '- ^ est une fonction différentiable sur G, à valeurs

(14 ) Pour la représentation contragrédiente^ les choses sont un peu plus compliquées :
la représentation (U^)^ s'effectue par les translations à droite dans l'espace H des

1 v^-distributions sur G, vérifiant dT(\x) = (S^)2 tL^dT{x). Si E9 est tonnelé, (P2-0,
s'identifie [par <p -> ç( x) d^x)} à un sous-espace dense de H et (î^1'0) est induite
par L°. Mais si E° n'est pas tonnelé, ^{x}dç{x) n'est pas nécessairement une jE'°-distribu-
tion et Pon peut seulement dire qu'il existe dans H et dans d>^° des sous-espaces denses
invariants dans lesquels U^ et (U10)^ sont équivalentes (algébriquement).
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dans F et l'on a pour ^€^1 :

(^;i5) ^(^)=^(^=p2a)Y^ocp.(^)=p2(o^.a)
=p«>a)Tp3(o^so?-(e)=p^a)ïz^(^)•

Pour montrer que ^ec^°, il ne reste qu'à montrer que ^ est à support
compact module gy : or il existe un compact K tel que 9 == o pour k^g^K
et l'application .2- -> cp^ étant continue de G dans (î)^0, l'image de K par cette
application est un compact de ^° donc est formée de fonctions ayant leur
support dans un ensemble g ^ K ' fixe, K' compact de g^_. On en déduit immé-
diatement que ^ a son support dans g ^ K K . Par suite, nous avons construit
une application linéaire biunivoque de ̂ ° dans d^° : on vérifie aisément que
cette application est continue et que son composé avec l'application de
<^° dans ̂ ° construite à l'alinéa précédent est l'identité. D'où l'isomorphisme
de CQ^ et d?^0, isomorphisme qui commute trivialement avec les translations
à droite.

COROLLAIRE. — Si L est une représentation unitaire^ la représentation
unitaire induite par L est uniïairement équivalente à la représentation
unitaire de G induite par la. représentation unitaire V de g^par L.

(^Lo étant toujours dense dans ^C^, il suffît de vérifier l'égalité des normes
11/lk et 11/11^ dîun élément /e^°=<^0 dans ^L et ̂ . Soient ̂  ^.3, ^
les mesures quasi invariantes sur Gfg^^ Gfg^ g^g^ respectivement associées
aux fonctions pi, p.;>, pa, on a

(^; 16) f/(^)p^)^(^)=f d^{œ) ff(^)d^)
^G ^Gf^ ^

= ffWP^W p3 W doW = f d^{x) ff(yx) p3 (yx) d^y}
JG ^GIS^ J^

=f d^x)C d^{y) ff(^yx)d^).^Î\(JC) 1 U^\
/G'̂ « •7^/^ ^Si^G»s» ^ e»le, ^ s^

D'où

^(^)=:â?^(^)£L(^-)^2(5%) pour xç.G et je^,.
P3(J)

Par suite

(^ î i7) \\f\\l=f?îW-1 \\fW II2 d^)

^^(^^pi^)-1^^!!/^)!!2^^)

=f^W-1 ̂ M^)fp2(j)-1 p3(7)-11|/(J^) ̂ d^Çr)

=fp.W-i ^-(^J'paCy)-1 H/.(J) 1 1 d^(y)

^ 1 1 / 1 1 ^ C. Q. F. D.
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REMARQUE h-\ 4. — Ce corollaire a été démontré par M. MACKEY dans le
cas des groupes localement compacts ([29], t. ^; 1).

PROPOSITION ^;3. — Soient L {resp. M) une représentation continue
dun sous-groupe fermé g\ {resp. g.^) du groupe de Lie G^ (resp. G^) dans
un espace E {resp. F); la représentation U^^) U^ de Gi x G^ dans
^Lo (^)r, (^Mo est une représentation induite par la représentation différen-
tiable Z°(g) M° de g, x g., dans Ë°^^ F^ (15).

Soit Ki(i== i, 2) un compact de Gi assez petit pour qu'il existe une section
différentiable d'un voisinage de giKi fîbré par g-^ on voit, comme à la
remarque 2, que l'espace û?^° (resp. ^j^0) s'identifie à l'espace

^(^°)=^jA^°
[resp. (^K^{y°)=z ^A',®^ ̂ °] : on en déduit facilement une identification
canonique de d^0 (§)̂  d^° avec ^^°§j^0, d'où une application linéaire continue
de ̂ °^°î sur un sous-espace dense de ^^®T^^') q111 commute avec les
translations à droite et qui est biunivoque, car composée avec l'injection

canonique de ^®^^0 dans ê(J^O) ®r. ê(^0) == ^xG. (^°®r. F ' ) elle
donne l'injection canonique de a)^0®^0 dans ê^xç^/^0^)^ F0) qui est biuni-
voque : d'où la proposition.

Paragraphe 5. — Représentations irréductibles d'un groupe de Lie,
Extension d'un groupe abélien.

1. Représentation tempérée d'un groupe de Lie abélien. — Soit
G un groupe de Lie abélien. Conformément à nos conventions générales,
nous supposerons que G est engendré par un voisinage compact de e, autre-
ment dit que G est un « groupe élémentaire » de la forme B^ x TP x Z^ x <I>,
<î> groupe fini. Soit E un espace localement convexe séparé complet et U une
représentation continue de G dans E : nous allons examiner les hypothèses
qu'il convient de faire sur U pour qu'on puisse utiliser la transformation de
Fourier dans l'étude de U. On sait, ([3^], chap. VII) que la transformation
de Fourier établit un isomorphisme F de l'espace cS§ des fonctions indéfini-
ment différentiables à décroissance rapide sur le groupe dual G sur l'espace

( 1 5 ) Si E° et F° sont des Fréchets, la représentation U10 ® U^19 dans (ff10 ® d)^° est
exactement équivalente à la représentation diiïérentiable induite par la représentation
L° ® -V° dans E°~(^ F° == E° ̂ -.E°.
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:analogue ^a sur le groupe G (l6)., d'où un isomorphisme, noté encore F^ de
l'espace L{'S(}\ E) sur Z(^ôî ^) défini par

(5; i ) FT(^)=^ T ( F ^ ) pour cp€^ô.

Or pour tout açE., la représentation £/ définit une fonction continue
x—^Ux^ sur G, à valeurs dans E^ fonction qu'on peut identifier avec une
distribution à valeurs dans E^ soit Ta : Si ces Ta appartiennent à L^Sç^ E),
on peut définir FTaçL (^ô; E). On a

(5; 2) FTa^)=Ta(Fcû)== CF^WU^adoW (c?€^ô).
^G

D'où pour (p fixé un opérateur dans E que nous noterons .P(cp), à savoir
•a->FTa{^)- On a évidemment

(à; 3) P(cp)=^.

La transformation de Fourier transformant le produit ordinaire dans 2?ô en
produit de composition dans 'Soi l'application <p->-jP(<p) sera une représen-
tation continue de l'algèbre 2?ô munie du produit ordinaire dans Lb(E\ 27),
pourvu que la représentation f—>- Uf de <Pç se prolonge par continuité à ^ç.
D'une manière précise, nous poserons la définition suivante :

DÉFINITION 5; 1. — La représentation U sera dite « tempérée » si :
( RT 1 ) pour tout aç.E^ , la distribution Ta à valeurs dans E ( définie par
Ta(f)=Uj-a pour /çC^o) est continue dans (Dç muni de la topologie
induite par ̂ , et par suite se prolonge en une applicaton linéaire continue
f—>- Vf a de 'SG dans E.

(RT 2) les opérateurs Uf ainsi définis pour /€ 'SG sont continus;

(RT3) // existe un voisinage V de zéro dans 'SQ dont l'image par
^application f—> Uf est un ensemble équicontinu de L(E; E) [ce qui
entraîne que cette application est continue de 'SG dans Lb{E;E)}.

Si U est tempérée, l'application 9 ->-P((p) == Up^ est une représentation
continue de l'algèbre 2?g dans Lb{E\ E), donc en particulier est une distri-
bution tempérée à valeurs dans L^E\ E). Cette distribution est d'ordre
fini ; on peut en effet supposer que le voisinage V de (RT3) est l'image par

( 1 6 ) Rappelons la définition de Pespace SG ([34], chap. VII) : Une fonction/indéfi-
niment différentiable sur G est dite « à décroissance rapide » si pour tout polynôme P
sur 7?" x Z?, considéré de la manière évidente comme fonction sur É?, et tout opérateur
différentiel invariant D sur 6?, la fonction P{x}Df{x) est bornée sur G. Nous consi-
dérerons toujours &' comme muni de sa topologie habituelle, définie par les semi-
normes : s.up | P{x) Df{x}\ (P polynôme sur 7î»xZ?, D opérateur différentiel inva-
riant sur (?), topologie qui fait de 3? un espace de Fréchet.
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la transformation de Fourier du voisinage ^ de 0 dans ̂  défini par les
inégalités
{^^ ^plÇ<(^)A?(^)|^i,

avec i==i , ..., 7i, Ci polynôme sur ô et Di opérateur différentiel invariant
sur ô, d'ordre w,. Or ^n^Dôest un voisinage de 0 dans démuni de la topo-
logie induite par (D^(m=: sup mA : l'image de f^n^ô par P étant un

\ i^'^/i /
ensemble équicontinu donc borné dans L,b(E\E)^ P est continue de démuni
de la topologie induite par ̂ , dans Lb(E\ E)^ donc est d'ordre ̂ m.

REMARQUE 5; 1. — Les conditions (RT 1) et (RT2) peuvent s'exprimer en
disant que les distributions Ta appartiennent à Z(^ç; E) et que l'applica-
tion a->- Ta est continue de E dans Ls^So î E). Si E est un espace de Banach^
elles entraînent (RT 3) : en effet l'ensemble A des Ta pour |[ a \\ < i est alors
borné dans L^çSç'y E)^ comme image continue d'un ensemble borné. Comme
'SG est un espace de Fréchet, A est équicontinu dans Z.(^ç; E). Par suite, il
existe un voisinage V de zéro dans 'SG tel que |[ Ta(f) [| < i pour /€ V et
||a||<i : comme Ta(f)=Ufa, on a| |î/y|[^i pour /€ F et V est le
voisinage cherché.

En particulier, si la fonction \\U^\\ est à croissance lente, alors
I I ̂ ||^||^r||.||a||, d'où la continuité de a->Ta de E dans Z,(^; E) :
U est donc tempérée. En particulier, une représentation bornée dans un
espace de Banach est tempérée.

REMARQUE 5; 2. — Si U est une représentation unitaire dans un espace de
Hilbert (donc tempérée d'après la remarque 1), P est également une repré-
sentation unitaire de V^ -algèbre ^ô munie de l'involution 9-^9 définie par
passage à l'imaginaire conjuguée : on a en effet F^{œ) = J~F^) {x-1) et par
suite

P(9)=f(^(^)^^=f(Ï79)(^)^^=P(<p)\

•
2. Système d^imprimitivité associé à un sous-groupe abélien dis-

tingué. — M. MACKEY a étendu dans [27] aux représentations unitaires
des groupes localement compacts la notion de « système d'imprimitivité »,
classique dans le cas des représentations linéaires des groupes finis : Étant
donnés un espace localement compact M, un groupe G réalisé comme groupe
d'homéomorphismes de M et une représentation unitaire U de G dans un
espace de Hilbert H^ M. MACKEY appelle système d'imprimitivité de base M
pour U une mesure borélienne sur M .à valeurs dans l'ensemble des projec-
teurs de ^vérifiant P(A^A^) =zP(Ai)P(A.,) et U^P(A)U^=P{Ax)
pour A^ A^ A sous-ensembles boréliens de M et xçG. On sait que la
donnée d'une mesure borélienne à valeurs dans l'ensemble des projecteurs
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de H est équivalente à la donnée d'une application linéaire continue de <^y
dans L{H\ H) et l'on montre facilement que la donnée d'un système d'impri-
mitivité est équivalente à la donnée d'une représentation unitaire de
l'*-algèbre CM dans P^-algèbre Z(//; //) telle que pour toute oeC^y et
tout x e G, on ait

( ° î 5 ) U^P(^)U^==P(T^).

[Rappelons que Ta:cp désigne la fonction m->^(m.x)}.
Dans le cadre de notre étude de représentations dans des espaces plus

généraux, mais de groupes de Lie, nous donnerons une définition un peu
différente d'un système d'imprimitivité ; soient M une variété analytique,
G un groupe de Lie opérant sur M et U une représentation continue de G
dans E.

DÉFINITION 5; 2. — Nous appellerons « système d'imprimitivité de
base M » pour U une représentation continue P de l'algèbre O^M des fonc-
tions indéfiniment dijfférentiables à support compact sur M dans Lb{E ; E),
satisfaisant à la condition (3). Nous dirons que P est borné, s'il existe un
voisinage de 0 dans ^ dont l'image par P est équicontinue dans
L ( E ; E ) .

Nous allons voir que, comme dans le cas unitaire, l'existence dans G d'un
sous-groupje abélien distingué T permet de construire un tel système, pourvu
que la représentation U restreinte à T soit tempérée^ ce que nous suppo-
serons désormais. T étant distingué, G est réalisé comme groupe d'homéo-
morphismes de r, ou par dualité dé t. Nous poserons pour xç.G^ ^çf ,
le?:
(°;6) (U-^^C^-si),
(£, Ç) désignant la valeur du caractère Ç au point ^ de Y. D'autre part, nous
avons vu au n° 1 que U restreinte à T détermine une distribution P sur f1, à
valeurs dans L{E\ E) et P est une représentation continue de ^ donc
a fortiori de cPp. De plus, on a •

(5; 7) U^P(^)U^= r^(^(p)(.y-i^)^r(^-1^)
^T

et

(5; s) {F^){X-W= rc^^iMo^rœJY
=/aD?a.^ra^).

Or dY'(œ-l^œ) est une mesure invariante sur T : on a donc

dr(^-1 \x) =z À(^) dr('î),
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et la formule de Plancherel montre que d^(^.x) = À-1 {x) û?p.(|) : on tire
alors de (7) et (8) :

(5; 9) ^P^)U^=^U^E^)^)dr(^=P(^).

Par suite P est un système d' imprimitivité de base t pour U, borné
[condition (RT3) de la définition 1J et d'ordre fini.

Considérons la représentation différentiable U^ associée à U : nous allons
voir que P est encore un système d'imprimitivité pour U°. Il nous faut
montrer que :

1. P(^)E°cE° pour toute cpç^p;
2. P(cp) est continu dans EQ et l'application o-^P(cp) est continue de

^p dans Lb(E°',E°).

Or la représentation x->r^ de G dans ^p est différentiable ( 1 7 ) , donc
Inapplication x->P{rx^) est différentiable de G dans Lb(E\ E) pour toute
9€^f" ï)a^ sulte sl açE0^ la fonction à valeurs dans E :

^->U^P^)a=P(T^)U^a

est différentiable, c'est-à-dire P((p)ae^0 , d'où la propriété 1.
D'autre part, pour toute dérivation invariante à gauche D sur G, on a une

« formule de Leibnitz » de la forme

i=r

(5;Io) D(fë')=^W)Wê^),
z==l

les Di et les D\ étant des dérivations invariantes à gauche d'ordre inférieur
ou égal à celui de D et (10) est encore valable si g est à valeurs dans E et/ à
valeurs dans L(E-, E). D'où pour açE° et ^ ç ' S p :

(5; i i ) D(U^P(^)a)==D(P(r^)U^a)=lP(D^))D',(U^a).

Or, si cp-^o dans ^p, [A('!"a.9)]a-=e-> o dans cSp^ il existe donc (puisque P

(") En effet la représentation T de G dans ̂  est la composée de la représentation
de G dans le groupe Aut r des automorphismes de T qui à xç, G fait correspondre
l'automorphismet-^t.a? et de la représentation T de Aut r dans ̂ . Or f étant de la
forme 7?»x TPX Zî x <Ï>, la composante connexe de e de Aut r se réduit à GL{n^ 7?)
opérant sur 7?» et laissant fixes les autres variables. Il suffit donc de démontrer que la
représentation canonique a de GZ(n, J R ) dans ^n est différentiable : Or si £ est uni-
distribution de support e dans GL{n, R\ Œ^/ est pour /e ̂ fi" une combinaison linéaire
finie de produits de polynômes par des dérivées de /. Par suite ̂  est continu dans
'SR», d'où la différentiabilité de <r.
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est un système d'imprimitivité borné dans E) un voisinage Vt de 0 dans
^ tel que les P([A(T.r9]a-=c) soient équicontinus dans E pour ope F^. On
déduit alors de (n) que si a tend vers zéro dans E°, [D(U,vP(^)a)\x=e->o-

i=r

dans E uniformément pour cp€ f\ Vi : ceci implique que F application
i=ï

(cp, a)-^P(cp) a est continue de 'S^x E° dans E°, d'où immédiatement 2.
A fortiori, (cp; a) ->P(^)a est continue de ̂  x E° dans E°, donc définit

une application linéaire continue que nous noterons P de ̂ (E0) dans E^
(ï*/. § 1, n<>2) . On a

(5; 12) ^(^)=^P(%-1^), ^e^(^).

REMARQUE 5; 3. — L'application (cp, a)->P(^)a est également continue
de.^x E dans 2? [grâce à l'équicontinuité des P ( ^ ) pour cp voisin de 0].

REMARQUE 5; 4. — La démonstration que nous venons de faire revient sous
une autre forme à démontrer que la restriction à F de la représentation U^
satisfait aux conditions (RT 1 ) et (RT2) de la définition 5; 1. Malheureuse-
ment U° restreinte à F ne satisfait pas en général à (RT3) mais seulement à
la condition plus faible :

(RT 3') L'application (/, a) ->- U}a est continue de r̂ X E9 dans E°.

En particulier ( RT 3' ) ne permet pas de conclure que la distribution
o-^P(cp) à valeurs dans 7^(2?°; E°) est d'ordre fini.

3. Représentations irréductibles et systèmes d'imprimitivité tran-
sitifs. — Nous supposerons désormais que la représentation U est topolo-
giquement irréductible : nous allons montrer que, comme dans le cas uni-
taire, le système d'imprimitivité P est en quelque sorte équivalent à un
système basé sur un espace homogène de G, moyennant évidemment certaines
hypothèses sur la manière dont G opère dans f. Remarquons tout d'abord
que si ^ est un ouvert de t stable pour G, la restriction de P à ^ est un
système d'imprimitivité PQ de base î2 pour U (PQ étant éventuellement nul).

LEMME 5; 1. — Si le support de la restriction PQ de P à un ouvert Q de
t stable pour G est contenu dans une sous-variété fermée régulière V de ̂
PQ est F extension à î2 d'une distribution définie sur V.

DÉMONSTRATION. — P étant d'ordre fini, on peut parler de l'ordre trans-
versal? de PU sur V (cf. § 1, n° 3, 5°) : p est le plus petit entier tel
que P((û)=zo si cp et toutes ses dérivées transversales d'ordre ^p sont
nulles sur F. Supposons p^i et soit H le sous-espace de €QQ formé des
fonctions ^ nulles ainsi que leurs dérivées transversales d'ordre ^p — i
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sur F. Comme V et Î2 sont stables par G, H est invariant par la représenta-
tion T de G dans <î>Q. Soit F le sous-espace de E engendré par les P(^)a,
^pe 77, açE : F n'est pas nul (car P serait d'ordre ^p — i) et comme

U^PWa=P(T^)U^

F est invariant par U donc partout dense dans E. Soit alors CD e d?Q, nulle
sur V : pour 4'€^ <P'^ est nulle sur F ainsi que toutes ses dérivées trans-
versales d'ordre ^p, et par suite P((p^)==o. Or P(^) =P(cp)P(4');
P(cp) est donc nul sur 7 ,̂ donc sur E tout entier. Autrement dit, cp == o sur
F entraîne P ( ^ ) == o, doncjomo.

LEMME 5 ; 2. — Supposons que F espace quotient de t par la relation
d'équivalence définie par G soit séparé ou dénombrable : alors le support
de P est l'adhérence d'une orbite de F suivant G.

DÉMONSTRATION. — Remarquons d'abord que le support de P est nécessai-
rement une réunion d'orbites. Si t/G est séparée les orbites de t suivant G
sont des sous-variétés fermées régulières et deux orbites distinctes V et V
possèdent des voisinages ouverts i2 et ̂  disjoints et stables par G. Si oe<0Q
et ^e^>Q', cp^==o; donc P ( ^ ) P ( ^ ) est nul. Or C^Q et <^Q/sont stables parr
et par suite le sous-espace F de E engendré par les P(^)a pour cpe^Q et
açE est invariant par U^ donc dense dans E si PQ, n'est pas nulle : mais
alors P(^) est nul sur F donc sur E et PQ.= o : par suite le support de P
ne contient qu'une des deux orbites V et V.

Si maintenant t/G est dénombrable^ nous avons étudié au paragraphe 3 la
structure des orbites de t suivant G : reprenons les notations du lemme 3; 1
(avec J7==r) : Supposons que le support de P soit contenu dans M1 mais
non dans M1^ : il existe alors une orbite F, ouverte dans M1^ telle que la
restriction de P à l'ouvert associé Î2^ n'est pas nulle. D'après le lemme 1,
cette restriction est une distribution sur V. Soit W le complémentaire de V
dans M1 et posons ^ = î2^u W : ̂  est un ouvert de F stable pour G et si le
support de P n'était pas contenu dans F, le sous-espace de E engendré par
les P(^)a avec 4'^^Q nulle sur F et açEy serait invariant par U et non
nul, donc dense. Mais alors on aurait P (<?)== o pour c? nulle sur un voisinage
de W dans Î2 ce qui contredit le fait que la restriction de P à i2^ n'est pas
nulle : par suite, le support de P est contenu dans F.

On montre facilement que le lemme 2 esl valable sous des conditions un
peu plus larges : par exemple si F est « régulier » dans G au sens suivant :

DÉFINITION 5 ,3. — Nous dirons que F est régulier dans G s'il existe
dans F une suite dénombrable d'ensembles fermés F1 stables par G, tels-
que :

a. F°==î\ 7 '̂+1 c F1, F intersection des F1 est vide;



ï44 F- BRUHAT.

b. F1— F1^ est une sous-variété régulière fermée de V ouvert î2i==j F1^1;
c. V espace quotient de F1— F1^ par G est séparé.

Si F est régulier dans G, on voit que, si U est irréductible, il existe une
orbite V qui est une sous-variété fermée régulière d'un ouvert stable Î2^ pour
G et telle que PQ.^ soit l'extension à î2^ d'une distribution non nulle sur V.
Or V est alors isomorphe à l'espace homogène quotient de G par le stabili-
sateur g d'un point arbitraire de V', cet isomorphisme commutant avec les
opérations de G sur V et G[g^ et cette distribution sur V peut être consi-
dérée comme une distribution sur GIg^ d'où :

PROPOSITION 5 ; 1. — Si F est régulier dans G, à toute représentation
irréductible de G dont la restriction à T est tempérée^ est associée une orbite
V deî suivant G et un système d'imprimitivité ayant pour base F espace
homogène quotient de G par le stabilisateur g d'un point de V.

REMARQUE 5; 5. — Le système d'imprimitivité de base G/g (que nous note-
rons encore P) possède évidemment les mêmes propriétés de continuité que
le système primitif : en particulier, il existe un voisinage de 0 dans (^c/g dont
l'image par P est équicontinue, et l'application (cp ; a) ->P((^)a se prolonge
en une application linéaire P continue de C^o/g^) dans E° [ou de C^oig^E)
dans E].

COROLLAIRE (L. SCHWARTZ, non publié). — Une représentation irréductible
tempérée d^un groupe de Lie abélien engendré par un voisinage compact
de V élément neutre^ dans un espace vectoriel localement convexe séparé
complet est de dimension i.

En effet si G == F, G laisse fixes les points de t\ et le système d'imprimiti-
vité P est donc l'extension à f d'une distribution définie sur la variété
réduite à un point ^, donc est de la forme .P( îp)=<p(%) A^ A opérateur fixe
non nul dans E. On a donc pour toutes ^ e^jS

C F ^ ( t ) U , d r ( t ) = ( f F ^ ( t ) ^ t ) d r ( t ) \ A ,

d'où Ut==-^(t)A^ d'où A=I^ Ut=^{f)I et U étant irréductible, dïmE=ï.

^. Détermination des représentations irréductibles. — A un opé-
rateur A çL (E ' , E)^ on peut faire correspondre la forme bilinéaire
(^ b')-^^Aa, b ' y sur E x E ' ou la restriction de cette forme à E x È
(pour la définition de Ë et U^ voir § 2, n° 2) : on obtient ainsi une forme
hypocontinue relativement à la famille d3 des bornés de E et à la famille ê
des équicontinus de E et à un ensemble équicontinu d'opérateurs correspond
un ensemble équi-d3-ê-hypocontinu de formes bilinéaires : on définit donc
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ainsi une application linéaire u de L(E, E) dans le dual de l'espace
F=E(^(&^ôE^ application qui transforme un équicontinu de L(E\ E) en
un équicontinu de F ' ' . Remarquons d'autre part que la représentation
x -> Ux 0 Ux est continue dans F^ les familles d3 et ê satisfaisant aux condi-
tions de la proposition 2; 2.

Le système d'imprimitivité P composé avec u définit donc une application
linéaire de (^o/g dans F ' ^ et cette application transforme un certain voisinage
de 0 en un ensemble équicontinu dans F ' : la proposition 1; 1 assure l'exis-
tence d'une jF-distribution P sur Gfg telle que

(5; i3) P^a®a!)=:^P(^)a,a'^ pour cp€^^, aç.E, a'ç.Ë

et l'on a d'après (3) pour xç. G :

(o;i4) P(r^a®at)=<,U^P^)U^a,afy

=<^PWU^a, Û^a'^=P^U-^a®U^a!\

d'où par continuité pour ^çC^ç/g^E) :

(5; i5) P^)=-P(U^®Û^^).

Autrement dit P est quasi invariante sur Gfg^ de multiplicateur
A (m, x) =Ux(^)Ux : malheureusement cette fonction n'a aucune raison
d'être différentiable, ce qui nous empêche d'appliquer le théorème 3; 1;
pour pouvoir le faire, nous allons passer aux représentations différentiables
U° et U° (18). Nous munirons l'espace E° (g) JE0 de la topologie tensorielle
correspondant aux applications bilinéaires hypocontinues relativement à la
famille des bornés de E° et à la famille ^ des ensembles S de Ë° tels que
pour toute dérivation D invariante à gauche sur 6?, l'ensemble Û^S soit
équicontinu comme ensemble de formes linéaires sur E. Soit F° le complété
deE°Q)E° pour cette topologie (19) : l'application canonique de EQ (g) Ë9

dans EÇ)E se prolonge en une application linéaire continue de F° dans F
et par suite P définit par transposition une ^-distribution P° sur Gjg^
satisfaisant à

(5;i6) P^T^)=P^U^®Û0^) pour ^€^(^°)

et cette fois nous sommes exactement dans les conditions d'application du
théorème 3; 1, la représentation U^^U^ de G dans F° étant différentiable

( 1 8 ) On désigne par U° (resp. -Ê'0) la représentation ( U)° [resp. l'espace (Ï)°] et non
(U°^ [resp.(.É'°r].

( 1 9 ) F0 n'est pas a priori le sous-espace difîerentiable de F.
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d'après la proposition 2, 5. Par suite, il existe un élément q dans F\ tel que

(5; 17) <^0^)y=p^)y pour j;̂ ,

(5, 18) P°W== f ̂ (^p^)-1^®^)^^).
^^

Mais l'élément q de ^0/ est une forme bilinéaire sur E9 XÉ°, donc définit
une application linéaire Q de E° dans (É0)', la tô-^-hvpocontinuité entraî-
nant la continuité de Ç de E° dans (^°)«. Remarquons que la dualité cano-
nique entre E° et É° (comme sous-espace de E et E ' ) est séparante, car E°
est dense dans E et ^° est dense dans Ê, lui-même faiblement dense dans
E' : par suite E° s'envoie canoniquement dans (2?°)isi, cette application étant
biunivoque, et continue puisque les ensembles de ^ sont équicontinus dans
E ' . Autrement dit, E° peut être considéré comme un sous-espace faiblement
dense de (É0)'^ muni d'une topologie plus fine. Posons U^^Û^ : Les Û^
conservent la famille ^, U^ est un opérateur continu dans (-^0)^, obtenu par
prolongement par continuité faible de U^ et U^ décrit un équicontinu quand
x décrit un compact de G. A l'élément <^.<g)^.)^ de F6^ correspond
l'application linéaire continue U^ ÇU^ de E° dans (2?°)'. On a donc :

(5; i^bis) ÉyÇ^==p(Ç)Ç pour ^G,

p(a?)-1 U^1 QU^ est en réalité défini sur Gig et Pon a pour (pe^ç/^, aç.E^
e i a ' ç É 0 :

(^î i9) <JP(?)^^>=f<^0a/,p(^)- i<^(g)^)^>(p(^)^

==y<<a/,p(^)-l^Ç^a>(p(à)^(à).

D'où l'égalité suivante, qui a priori n'a de sens que dans le complété Ë de
(7?°)« : pour <p€<0ç/g et aç.E° :

(5; 20) P(<p)a==r (p^^-^Ç^a)^)^^).
^G'/g

Or les deux membres de (20) se prolongent en des applications linéaires
continues de CDç^(E°) dans Ë : pour le premier membre, cela a été vu à la
fin du n°2^et pour le second membre, cela résulte de Péquicontinuité des
U^. et des Ux quand x décrit un compact : par suite on a pour ^çCDc/gÇ^0) ;

(0 ;2 I ) PW==f P,^)-1^1^^)^^).
^G/s
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Remarquons qu'à priori (21) n'a de sens que dans Ë, mais qu'en réalité
P(^) appartient à E°.

Nous n'avons encore utilisé que la quasi-invariance de la distribution P° :
il nous reste à traduire le fait que P est une représentation de l'algèbre (D :
on a pour 91 et 9.2 ç^), P (9,91):=:? (9^? (91) et par suite pour tout açE° :

(^; 22) fp(^)-l^lÇ^^?l(à)?2(^)^

=fpW-^U^ÇU°P^,)a^)d^

Considérons alors des fonctions 9.2 positives, de support contenu dans un
compact fixe et telles que la mesure v =^. 92 (-c) d^{x) converge vers la
mesure de Dirac £S ( 2 0 ) : On sait ([3], p. 86) que dans ces conditions
^(y)-^/^) pour toute fonction continue vectorielle / sur G/g. On déduit
donc de (22) par continuité (2 1) :

(o ;23) o,(è)Ça=ÇP(^)a,

d'où pour '^çCDc/gÇE0) :

(5; 24) OPW=Ç^(è).

Nous avons maintenant tout ce qu'il nous faut pour construire une repré-
sentation L de g telle que U soit plus ou moins induite par L. Soit N le
noyau de Q : C'est un sous-espace fermé de E°^ invariant par les opérateurs

U^ pour Ce ̂ -d'après (17^), donc aussi par les opérateurs p^)"^^. Soit
M l'espace quotient EQ|N et soit '^-^L{ la représentation différentiable de g

_j_
dans M (22) quotient de la représentation V°= p(Ç) ï U{ de g dans E°. Nous
noterons TT la projection canonique de E° sur M. Considérons l'espace (D^°
dans lequel s'effectue la représentation différentiable induite par V° : si
©ç^?^0, 7^(9)e<^z 'o et l'on obtient ainsi une application linéaire f? continue
de (^v* dans (^Lo qui commute avec les translations à droite. Soit ffti le
noyau de cette application ^r : c'est le sous-espace de (Q^° formé des fonctions
à valeurs dans N.

D'autre part, si 9e^°, la fonction ^-19 (x) est constante sur les classes
à droite suivant g^ donc s'identifie avec un élément 9' de C^oig^E0) : on obtient

(2 0 ) De telles fonctions <p2 existent car le support de p. est G I g tout entier.
(21) Remarquons que, comme distribution à valeurs dans L{E°, Î\P estune/onc-

tion [à savoir p( a?)-1 Ux1 ÇU^c-i] mais que (28) montre que P considéré comme distri-
bution à valeurs dans L(E°, E°) n9 est pas une fonction.

( 2 2 ) M n'est pas en général complet.
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donc une application linéaire continue de (^r '° dans E°, soit (\ en posant

(5; 25) v(^) =P^') = ^ (p(^)-1 ̂  OUi) (U^ Q(^)) ̂ (.r)

=^p(^)-l^. lÇo(^)^(^),

^ commute avec les représentations de G dans o^° et E° : en effet

(o;26) ^(^cp)=:fp(^)-l^lÇ9(^J)^(à)

=Jp(^-l)-l^,^Ço(^)^(^y-l)

^^.yp^j-^-^^Ç^^^^^^^^.^o)^^^

^'(^^ 0) est donc un sous-espace invariant de E°^ non nul, car il contient les
P(^)a pour ^ed?ç/g. et açE°, donc partout dense dans E° et dans 2T.

Soit ffi^ le noyau de v : d'après (25) ^liC^o- Mais a)''0 est un module sur
l'algèbre C^c/g-, le produit /o d'un élément <p de û?^0 par l'élément/de (^G^
étant la fonction x->f(x) ̂ (.r). On a (f^y=.f^1, et par suite :

(5; 27) ^/P^A/^)^^/)^)^^/)^?).

Donc îpe^l, entraîne ^(/©) == o pour toute /, autrement dit la distribution
p(ot—1)^1 Ç<p(-c) clp.(œ) sur G/^ à valeurs dans Ë est nulle, ce qui entraîne
que la fonction continue p^""1)^1^^.^) est nulle, donc Qo(œ)=o,
9 € ̂ i : les noyaux de 'n et ^ coïncident et il existe une application linéaire
biunivoque u de ^(^P^0) sur ^(d?^°), et il est clair que u « commute » avec
les représentations U et U^ restreintes à v(^'°) et %(dL)^°). Nous pouvons
alors énoncer le théorème :

THÉORÈME 5; 1. — Soit G un groupe de Lie extension d'un sous-groupe
abélien fermé distingué T régulier dans G.

i ° A toute représentation continue irréductible U dans un espace vecto-
riel localement convexe séparé complet E^ dont la restriction à r est
tempérée^ est associée une orbite de f suivant G et une représentation diffé-
rentiable irréductible L° du stabilisateur g d^un point arbitraire y de cette
orbite^ dans un espace localement convexe séparé M, telle que L{ = ^(^) /
pour ^ € F. Il existe dans E un sous-espace invariant dense F^ et dans (^LQ

un sous-espace invariant partout dense F^ tels que les restrictions de U à F^
et de U^ à F^ soient algébriquement équivalentes.

2° Supposons de plus que E soit un espace de Fréchet : Alors M est un
espace de Fréchet et H existe une application linéaire continue biunivoque
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u de ^Lo sur un sous-espace invariant dense de E telle que u.U^ = U^u
(autrement dit^ U est induite par Z°).

3° Si E est un espace de Banach^ L° est la représentation différentiable
associée à une représentation continue irréductible L de g dans un espace
de Banach.

4° Si U est une représentation unitaire dans un espace de Hilbert^ L° est
la représentation différentiable associée à une représentation unitaire L de
g dans un espace de Hilbert et U est unitairement équivalente à la repré-
sentation unitaire induite par Z.

DÉMONSTRATION. — i° Les seules choses qui restent à démontrer sont qae
Z° est irréductible et que L^=-^(^)I pour ^eF. Soit M^ un sous-espace
invariant non nul de M et soit //le sous-espace de c0'° formé des fonctions
prenant leurs valeurs dans Tr-^J/i) : H est un invariant par translation à
droite, contient <9Z/i et est distinct de ffti. Par suite v(ff) est un sous-espace
invariant non nul de /^°, donc dense dans E° et n : ( v ( I I ) ) est dense dans M :
Or (24) montre que 7r(^(^))==7r(4'(é)) pour ̂ e^c/^0), d'où 7i:(v(ff))=zMt :
J/i est dense dans M^ donc L° est irréductible.

D'autre part, si l'on désigne à nouveau par P le système d'imprimitivité
original, de base Ï\ on a pour ÇeF et cp ç \§p :

(5; 28) USP(^)= fF^(rî)U^d^('n)=P^f)
JT

avec ^ ( s ) z^F-^FQC^rî))^^^ s ^ ^ ( s ) . D'autre part, par construction
même, les propriétés de la restriction de P à l'ouvert Î2^ de la proposition 1
sont exactement les mêmes que celles du système de base G/gy le point ^
choisi sur l'orbite venant en e : On a donc pour îpe^û, d'après (21) :
ÇP(^)a= ?(%)Ç^î ou encore P(cp)a est congru à cp(%)a module N. On a
donc les égalités suivantes modulo N '.

(5; 29) U^Wa=UiP^)a=:P(^)a=^^)a=^)^^)a,

d'où U^a=='^(^)a modulo N. Comme p ^ ( ^ ) = = i pour ^er [car F étant
distingué dans G et^-, on a ôr(E)==ô^(l;)==ô^(|;)] ; ceci entraîne Z^==^(Ç)/
pour \ e r.

2° Si E est un espace de Fréchet, E° l'est aussi, donc aussi M qui en est un
quotient. D'autre part, on sait que dans ces conditions, l'application cano-
nique de COc(E0) dans CQo(M) est un homomorphisme sur {cf. [2l], p. 43) :
Or on vérifie facilement que n composée avec l'homomorphisme canonique
de dPç^0) sur cO^0 coïncide avec le composé de l'homomorphisme cano-
nique de d0G(Jtf) sur cO1'0 avec cet homomorphisme : Paj* suite % est aussi
un homomorphisme sur, (^L9 s'identifie au quotient ^7^1? quotient qui
s'envoie continûment et biunivoquement dans E°.
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3° Si maintenant E est un espace de Banach, É est aussi un Banach, donc
également l'espace F == E (g)d3, & Èy qui d'ailleurs coïncide avec E (Qr. É.
Comme P est d'ordre fini w, P est continue sur ̂ /s Ô^- O11 M. L. SCHWARTZ
a montré ([35], [37]), qu'une forme linéaire continue sur 6!)rn• (§)̂  F
(F Banach arbitraire) était continue sur (!!)m'Jrn+l Ç) F pour la topologie
induite par ^)w+ra+l(^T) (n dimension de la variété GIg) : par suite P est une
CE (g) 7?)-distribution d'ordre ^r==m-}-n-{-î sur Gfg et vérifie ( i5) pour
9 € ̂ (jE Ç^) È). Mais la même difficulté que plus haut se présente : Le multi-
plicateur Ux(^)U.v n'est pas en général r fois différentiable, ce qui nous
amène à introduire l'espace E'^ (resp. E ' ^ ) sous-espace des éléments aç.E
(resp. a1 çE\ tels que la fonction œ—^Uxd (resp. U^a') soit r fois différen-
tiable. Nous munirons E^ (resp. E^) de la topologie de la convergence
dans ^(resp. É ) de a (resp. a ' ) et de chacune de ses « dérivées à l'origine »
jusqu'à l'ordre r, topologie qui fait de E ' r ) (resp. Ë^) un espace de Banach,
stable pour ^/(resp. U) et pour les opérateurs ^(9). Posons F^nzE^^E^.

L'application x—^Ux (resp. Ûx) est r fois différentiable de G dans
Lh{E^', E) [resp. Lb{Ë^\ È)~\ [mais non de G dans Lb{E^', E^)] donc
l'application x-^Ux^^x est r fois différentiable de G dans L ( F 1 ^ ' , F).

Par suite si ^Ç(DG(F'^\ la fonction ^{x)= f U^^Û^ ^(^)^(i;) est r
J y

fois différentiable comme fonction sur G/g- à valeurs dans F (mais non dans
F^) et l'on vérifie immédiatement que ^—>PÇ^) est une ./^-distribution
sur G, invariante par les translations à droite. Nous pouvons donc appliquer
la proposition 3; 1 : On obtient une forme linéaire continue q sur F^ et par
suite un opérateur continu Ç de E^ dans (jE^)'. Il est immédiat que Ç est
le prolongement par continuité à E^ de l'opérateur Q déterminé plus haut
[de E° dans (.Z^VJ. Soit YYle noyau de Ç : la représentation L cherchée est
la représentation de g dans l'espace de Banach M =z E^fM^ quotient par A de
la représentation p^(;)~1 U^ de g dans E^.

Il ne reste plus qu'à démontrer que Z° coïncide avec la représentation
différentiable (L)° de g associée à Z, ce qui entraînera que L est irréductible
(proposition 2; 6). Il suffit de montrer que M contient le sous-espace diffé-
rentiable (J!^)°; la réciproque étant triviale. Nous nous appuierons sur le
lemme suivant :

LEMME 5; 3. — Soit V une représentation continue d^un groupe de Lie g
dans un espace de Fréchet F^ soit N un sous-espace fermé invariant de F
et soit TT la projection canonique de F sur FIN : le sous-espace différentiable
(F/N)0 de la représentation L quotient de V par N est l'image T:(F°) de
F° dans FIN.
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DÉMONSTRATION. — II est clair que (F/N)°3n(F0), Réciproquement soit
aç(F/N)° : .Fêtant un espace de Fréchet, il existe une fonction ^içêg(F)

telle que 7r(^(Ç))==Zça pour î,ç.g. Soit kç.(^^ telle que Ck^)d^=i, et
^8

posons ^(rî) = f F-1 ̂  (Çyï) kÇ^) d^ pour r}^g:^ôg{F) (cf. démonstration
^8

de la proposition 4; 1) et pour tout Àe^-, on a ^(Àyî)== ^%(Yî) , ce qui
entraîne que %(e )€ F°. Or

^(^(^^^(^^(^^(^^^^^^(^^(^^^^^(O^^^,

donc aêTC^). c. Q. F. D.
Le lemme 3 montre que (^)° est le quotient du sous-espace différentiable

{-É71^)^ de ^Tr) [pour la représentation V^=^^)~'ÏU de ^-J. Par suite si
ae(J^)°, il existe un élément (ped^^0 tel que 7r(cp(6)) = a. Or l'application
P est continue de (Pç/^J^) dans ^r) [c/. démonstration de la continuité de
P de (Q{E°) dans ^To au n° 2] et par suite l'application ^ -> P(^) rr:^^) de
^0 dans ^To se prolonge en une application continue ^ de CD^)0 dans ^'^ qui
« commute » avec les représentations U^0 et U de G, ce qui entraîne que
^(^^)cE°. Or, on a d'après (2^),

^(P))^^?^)^^^))^^^))^,

ce qui montre que açiiÇE0) =M^ donc que Çjfî^cM. c. Q..F. D.

4° Supposons enfin que U soit une représentation unitaire dans un espace
de Hilbert : c'est le cas traité par M. MACKEY et le 4° du théorème 5; 1 n'est
autre que le théorème 14; 1 de [29]. Cependant nous allons le démontrer à
partir desrésultats précédents. Soit (a, b) le produit scalaire sesquilinéaire
sur E. L'anti-isomorphisme canonique de E sur son dual E' transforme U en
la représentation contragrédiente Ù. Par suite E° et É° sont eux aussi anti-
isomorphes et il existe une forme sesquilinéaire canonique, notée également
<a, b') sur ^x^0)', prolongeant le produit scalaire sur E°. On a
{ 6 .̂0, b1) =: (a, U^1 b') et par suite pour a et b dans E° et 9 € (^o/g '"

(5;3o) (a,P(9)^)==r ^W-^^U^QU^b^Wd^xY
^G/ff

Or nous avons vu (remarque 5; 2) que fêtant unitaire, la représentation P
est également unitaire : cp^o entraîne donc (a, P(cp)a)^o, ce qui exige
que la fonction continue x-> (a, Uy1 QU^a) soit positive : la forme sesqui-
linéaire (a, Çb) est donc une forme hermitienne positive sur E°^ dont le
« noyau » est exactement N : par passage au quotient, on obtient donc une
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structure préhilbertienne sur M=E°/N et la représentation L° est alor&
préunitaire, car d'après (17) :

(5;3i) (p(0~T^oa,p(O^Ç^^)=(a,pa)- lî/i lÇ^O^)=(^Ç^)

et par suite se prolonge en une représentation unitaire L dans l'espace de
Hilbert ^complété de ^fpour la norme |[ 7r(a) ||2 == (a, Ça).

Enfin U est unitairement équivalente à U1' : Soit y € ̂ ° :

(5; 32) j |p((p) [p=== r p^)-^^), ̂ Ç^))^^)
^GVé-

d'après (25). Mais d'après (24), Ç <?(<?) = Ç^(cp) et par suite :

(5; 33) Ç?(^) == Ç(T^cp) (é?) = <MT..,CP) = <W>(9).
D'où

(5; 34) IM^IP^fpW-W^?), <WX9))^i

=^p(^)||7r(^(cp))||^.

Mais 7r (^P(9))=:7r(P(T^îp))=7r( (p(^)) : d'où

( ^ î 3 5 ) ll^?)!!2^^ P^)-1!!^?^))!!2^^),A/^

ce qui exprime que l'application u de dD1'0 dans E° est isométrique, d'où
trivialement l'équivalence unitaire cherchée. L est irréductible, puisque U^
l'est. On montre d'ailleurs facilement que Z° est la représentation différen-
tiable associée à L soit comme au 3°, soit en construisant l'espace différen-
tiable de U1' (espace des fonctions différentiables à valeurs dans M° dont le&
dérivées invariantes à gauche sont de carré sommable sur Gfg).

Réciproquement, soit L une représentation continue irréductible de g dans
un espace E^ telle queZ^==:^(^)/ pour Ç ç T :

PROPOSITION 5 ; 2. — La représentation induite U1' dans (OL et la représen-
tation différentiable U^ induite par la représentation différentiable associée
à Z, sont irréductibles.

[Le théorème à; 1 donne donc en quelque sorte une condition nécessaire
et suffisante pour qu'une représentation U de G soit irréductible (23)].

Remarquons que la représentation U^ dans d^0 étant la représentation
différentiable associée à Î/1', il suffit de démontrer que U1' est irréductible.

(2 3 ) En réalité, il n'est pas évident que toute représentation « induite par L » soit
irréductible : elle le sera certainement si Fon peut identifier l'espace où elle s'effectue
avec un sous-espace de L((DG; E).



REPRÉSENTATIONS INDUITES DES GROUPES DE LIE. l53

Tout d'abord, on a pour ÇçF et/ee2' :

(5; 36) ^/(y)^/^)^/^^-^)^^^^-1)/^) ==(•;, %.j)/(j),

donc U1' restreinte à r est bornée, donc tempérée, on peut former les opéra-
râleurs P(^) pour (pe2?p. On a

(5; 37) PWf(y)= ÇF^W^yr^y-i)f(y)d^W=^(^y)f(y).
Jv

Mais l'application y—^^-y envoie Gfg sur l'orbite V de r passant par ^ et
une fonction ^ € ^G/g s'identifie avec la trace sur cette orbite d'une fonction
^'e^û : (37) montre que P ( ^ ) ne dépend que de ^>, d'où une application
linéaire continue de c^o/g dans Z((31'; (oz'), ^—>-P(^') ^rP^^) et il est clair
queP^)/^)^^)/^).

Soit alors H un sous-espace fermé invariant non nul de (^L : H est invariant
par les P(cp), donc si /€^, ^(œ)f(x)^H pour cpe^c/^ D'autre part
f—^f(e) est une application linéaire continue de €1' dans -Z ,̂ non nulle (car H
étant invariant par translation à droite, on aurait ff== { o}) et qui « commute »

L 1
avec U^ et p(Ç) 2 /^ pour î,ç.gi car

(5; 38) W)(e)==f^)==p('^L^f(e)).

Par suite l'ensemble des /(^') pour .r fixé dans G et / dans /^ est dense
dans E.

La proposition 2 résulte alors d'un résultat plus général sur les sections
d'un espace fibre à fibre vectorielle topologique : un tel espace fibre X^ de
base un espace localement compact 2?, de fibre un espace localement convexe
séparé F est défini de la manière habituelle par des cartes locales : soit p la
projection de JT sur B. On se donne un recouvrement ouvert ( Ui \ de B et
pour chaque indice i une application continue hi de p~^{Ui) dans F telle que
kiz=z(p^ hi) soit un homéomorphisme de p~^{Ui) sur UfXF et que pour
bç. UiC\Uj et açF^ on ait kiok~^{b^ a) =-Aij(b).a^ les Aij étant les appli-
cations continues de UiCtUj dans Ls(F\ F)^ telles que l'image d'un compact
de UiC\ Uj par Aij soit équicontinue. Une section continue f de X est alors
définie par les fonctions continues cpi == hiof sur U^ à valeurs dans F et telles
que ^i(b) =Aij(b).^j{b) pour ^e UiC\Uj.

Soit *S'(^0 (resp. ^(^T)) l'espace vectoriel des sections continues
(resp. à support compact) de JT, muni de la topologie suivante : f->o dans
S ( y S ^ ) si pour tout indice î, ^f=:hiof->o dans F uniformément sur tout
compact de Ui. L'espace Sc(^) sera muni de la topologie limite inductive
des topologies induites par S(^1T) sur les sous-espaces Ss(A ' ) des sections
à support dans le compact K de B. Les espaces S ( A ' ) et Sc(^) sont des
modules topologiques sur Cs- Si M est un sous-module de S ( ^ ¥ ) ou
de Sc(^f)^ on appelle sous-espace ponctuel de M en &€/?, l'ensemble des
valeurs au point b des sections de M.
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PROPOSITION 5; 3. — Tout sous-module fermé de S{X) [resp. de Sc(X)\
est caractérisé par ses sous-espaces ponctuels^ qui sont fermés.

Dans notre cas, on a B = Gfg^ F== espace des fonctions sur g^ à valeurs
j_

dans E et satisfaisant à f(^) = p(Ç) 2 Zyç/(e) , espace isomorphe à E par
.f->f(e). Pour tout point b^G]g^ soit Ub un voisinage ouvert de b assez
petit pour qu'il existe une section continue x —> kb(&) de G fibre par g
au-dessus de Ub' L'espace fibre X est défini par le recouvrement { Ub \ et les

j_
.applications x—^Ab,v ( ^ ) --::' ?(^(^) À6/(^)-1)2 -Z^(.r) ^/(a')-1 de UbC\Ub'
dans L(F; F). L'espace (^ s'idenufie alors au module ^(^t) ^ H et (f^ ont
mêmes sous-espaces ponctuels donc sont identiques d'après la proposition 3,
ce qui achève la démonstration de la proposition 2.

Reste à démontrer la proposition 3 : on se ramène facilement par des
partitions de l'unité au cas des sections à support compact d'un espace fibre
•trivial X^BxF : on a alors S,(^)=CB(F).

Soient donc M et M' deux sous-modules de CB(F)^ ayant mêmes sous-
espaces ponctuels et soit /€-^, de support compact K. Soit ^ un voisinage
ouvert relativement compact de K et soit V un voisinage convexe de 0 dans
F. Quel que soit ^?€Î2, il existe une fonction fx^M' et un voisinage Q^y; de
x tel que/;c(j) —/(j)e V pour tout^ye^a.. On peut supposer que Î^C^.
Soit î2i, . . ., Qip un recouvrement fini de K extrait du recouvrement {^lx\i
fi la fonction fx associée à Î2; et soit ao, ai, . . ., (Xp une partition continue de

l'unité subordonnée au recouvrement ouvert | K, î^i, . . . , £ïp de B. On a
i=P

/(^)=^a,(^)/(^),d'où

i=p i=p
^<5;39) /(^)-^a,(^)/,(^)=^aK^)(/(^)-/-(^))er.

î=l <==1

Par suite, / est limite uniforme de fonctions .Sa^.^y^.z^eJîf, de support
contenu dans lî, d'où/e^T et par suite MC.M\ d'où le résultat.

Cas d^ un produit semi-direct. — Supposons que G soit le produit semi-
direct de F et d'un sous-groupe fermé 6ri : alors g est le produit semi-direct
de F et du sous-groupe fermé g\ ==. G y C\g. Soit Z1 la restriction de L° à g^ :
il est immédiat que L1 est irréductible et que pour Ç=^, Çi€^i, <€F, on
-a L^i= %(^) Z^ ; réciproquement, cette formule détermine une représenta-
tion irréductible de g à partir d'une représentation irréductible de g\. Par
suite, la détermination des représentations irréductibles de G dans un espace
vectoriel E (resp. dans un espace de Fréchet, resp. dans un espace de
Banach) dont la restriction à F est tempérée, est ramenée à la détermination
<les représentations irréductibles dans un espace vectoriel (resp. un espace de
Fréchet, resp. un espace de Banach) de Gi et de certains de ses sous-groupes.
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5. Exemples. — I. Soit G le « groupe linéaire de la droite », c'est-
à-dire le groupe des transformations x —>• ax -+- b sur R (b réel, a réel>>o) :
F est le sous-groupe des translations x -> x 4- b et (?i le sous-groupe des
homothéties x -> ax\ t1 est le groupe additif des réels et il y a trois orbites :
le demi-axe positif, le demi-axe négatif et l'origine, les stabilisateurs gi dans
Gi étant { e } pour les deux premières et Gi tout entier pour la troisième. Par
suite G n'admet comme représentations irréductibles tempérées sur F que les
représentations de Gi et des représentations de dimension infinie qui sont
plus ou moins équivalentes à l'une des deux représentations unitaires irré-
ductibles de G induites par les représentations Z»—>-exp (± ib).

II. G = groupe des déplacements du plan : Ici T == sous-groupe des
translations, Gi == sous-groupe des rotations autour de l'origine. Les orbites
de t = 7? sont les cercles de centre l'origine, et le stabilisateur d'un point X
de f est j e }, si % T± o, G^ si ^ = o ; Gi étant compact, on peut dire qu'en
un certain sens G n'a pas d'autres représentations irréductibles tempérées
sur F (et en particulier de représentations bornées) que les représentations
unitaires.

III. G = groupe de Lorentz inhomogène : Ici encore T == groupe des
translations dans 7?4, G^ === groupe de Lorentz homogène. On peut prendre
comme forme bilinéàire sur /?4 x /?4 réalisant la dualité entre F et F la forme
exp^(^,j), avec cp(.r, y ) == (—^171—^272—^3^3-+- ^4^*) '• alors G
opère sur f ==. 7?4 par les transformations de Lorentz et F se décompose en
six sous-ensembles, chacun d'eux étant fibre par G, à savoir [40] :

Ft
Ft
Fi
F°.
UQ
r 0

F-

ensemble des y avec <p(y, y ) > o et y,, >* o ;
» » » ?(J)Y)>O e ty4<o;
» » )) ? (jî y) ̂  o et j4 > o ;
» » » ?(j»j)==oetj4<o;
» » » cp(j,y)==o et y ==o ( F ^ = = { o } ) ,

y(^j)<°-» » »

Par suite F est régulier dans G et la détermination des représentations
irréductibles de G se ramène à celle des représentations irréductibles des
stabilisateurs dans Gi des différents points de T à savoir [^0] le groupe des
rotations dans /?3 pour y^F^ ou Fty le groupe de Lorentz homogène à
trois variables pour y e F~ le groupe des déplacements du plan pour y ç F^
ou jF^, et enfin le groupe de Lorentz homogène à quatre variables poury==o.

Paragraphe 6. — Nombres d'entrelacement.

1. Opérateurs et formes d'entrelacement. — Soit U (resp. V) une
représentatiou unitaire d'un groupe G dans un espace de Hilbert E (resp. F) ;
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la notion à'opérateur d'entrelacementde U avec F est classique (cf. [28]) .
une application linéaire continue T de E dans ^ est appelée « opérateur
d'entrelacement » si TU^= V^ T pour tout x de 6'. Alors 77* est un opéra-
teur d'entrelacement de V avec U. Soit /( £7, F) la dimension de l'espace
vectoriel de ces opérateurs : on a /( U, V) =z I( F, U) et il est classique
(lemme de Schur) que U est irréductible si et seulement si I(U, U) = i et
que deux représentations unitaires irréductibles U et V sont inéquivalentes
si et seulement si /( £/, V) = o.

Dans le cas de représentations non unitaires, les choses ne sont plus aussi
simples : on peut encore définir la notion d'opérateur d'entrelacement comme
plus haut, mais la considération de ces opérateurs ne donnera plus de ren-
seignements sur l'irréductibilité, mais seulement sur la possibilité de décom-
poser les représentations en somme directe, I ( U , U)==i entraînant que U
est « indécomposable ». D'autre part, si T est un opérateur d'entrelacement,
de U avec F, ^T est un opérateur d'entrelacement de l^avec U : on a en eflel
^F^^'Fetsia'e^, ̂ ^Ta') est égal à ^'V-^a, donc est con-
tinue de G dans E : par suite ^T applique JF dans Ë. On en déduit (F étant
faiblement dense dans F1) I{U, F)^/( F, U\ d'où si E et F sont réflexifs,
I(U, F) ==/( F, U\ Par contre, I{U, F) et /( F, U) ne sont pas en géné-
ral égaux (2 i) : Pour rétablir la symétrie entre U et F, nous allons introduire
une notion légèrement différente, quoique équivalente dans le cas unitaire :

DÉFINITION 6; 1. — Soit U (resp. F) une représentation continue d'un
groupe G, dans un espace localement convexe séparé complet tonnelé E
{resp. F) (25). Une forme bilinéaire séparément continue B sur Ex F sera
dite forme d'entrelacement de U avec V si elle satisfait pour tout x de G
à la condition

(6; i) £(U^a, V^b)=£(a, b) (açE, bçF).

Nous appellerons nombre d'entrelacement de U avec V et nous noterons
i(U, F) la dimension de l'espace vectoriel des formes d entrelacement de U
avec F.

Il est clair que i{ F, U)=i{ U, F).
Une forme d'entrelacement B définit canoniquement une application

linéaire T continue de E dans F ' (fort puisque E et F sont tonnelés) : on a
< b, Fa> •== B{a, b), d'où TY^^F^ T : par suite T applique E dans F :

( u ) Prenons par exemple pour G un groupe de Lie abélien non compact, pour U la
représentation régulière de G dans L et pour Fia représentation .r-^%(a*), y caractère
de G : il est immédiat par transformation de Fourier que /( î/, V) = i et I{V U) = o.

(2 5 ) Dans le cas général, il faudrait supposer B hypocontinue relativement aux bornés
de E et F^ ce qui est une conséquence de la continuité séparée quand E et F sont
tonnelés ([5]).
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une forme d'entrelacement définit canoniquement un opérateur d'entrelace-
ment de U avec P et réciproquement. Donc i{U, V) = iÇU, ̂ ) : Or si V
est unitaire^ on a ^r = V et par suite /(^/, V) ==/(î7, F).

PROPOSITION 6:1. — Soient U et V deux représentations unitaires de G :
une condition nécessaire et suffisante pour que U soit irréductible est que
i( U, U) = i. Si U est irréductible^ /( U, V) est le nombre de fois que
V contient U comme composante directe discrète.

Les formes d'entrelacement ont l'avantage sur les opérateurs d'entrelace-
ment de posséder des propriétés de « transitivité » : Soit U1 (resp. V1) une
représentation de G dans un espace E1 (resp. F1) et u (resp. v) un opérateur
d'entrelacement de U1 avec î/(resp. de Vi avec V) tel que u(E1) [resp. v(E1)]
soit dense dans 2^ (resp. F). Si £ est une forme d'entrelacement pour U et F,
la forme 2?i(a, b)=£(u(a), v(b)) est d'entrelacement pour U1 et F1, et
2?i == o entraîne 2? == o. On en déduit

(6 :2 ) ((^, F)^i(^, P),

l'inégalité correspondante étant en général inexacte pour les L. En particu-
lier on a/(^ r , V)^i(U\ V^) (2 6).

Enfin, remarquons que pour que U soit prolongeable en une représentation
unitaire, il'est nécessaire (mais non suffisant) que i(U^ U)^o.

2. Nombre d'entrelacement de deux représentations induites. —
Soitri (resp. F,) un sous-groupe fermé du groupe de Lie G et soit L (resp. M)
une représentation continue de I\ (resp. r,) dans un espace de Fréchet E
(resp. F). Soit ^(resp. UM) une représentation induite par Z(resp. M) :
nous allons dans ce numéro déterminer une majoration du nombre d'entre-
lacement i(UL^ U^). D'après (2) et la définition même d'une représentation
induite (déf. ^; 2), il suffit de majorer le nombre d'entrelacement ^(î/z'o, U^)
des représentations différentiables induites parZ0 etM°. Rappelons (prop. 4 ; 1)
qu'il existe un homomorphisme canonique 7:1 de (D(,(JE°) sur ^'C27); il est
défini par (28)

(6; 3) T:, (/)«)= f piar^iA^)^
^r/

et vérifie pour tout y ç. G :

(6; 4) ^i(Ty/)=^i(/).

( : :6) Dans ce cas, on a également 7( U, V)^I{U°, V°).
C1'1) Ce qui montre que û)L° est tonnelé comme quotient de l'espace (SoÇE^) qui est

un espace ( SSF ).
( ; 8 ) Voir paragraphe 1, n° 1 pour les notations pi-, op, dy, etc. On posera pour sim-

plifier Pécriture pr .-= p», etc. pour i = i, 2.
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On a de même un homomorphisme canonique 7:2 de G^cÇF0) sur d?^0. Par
suite, à une forme d'entrelacement B de U^ et î/^°, correspond une forme
bilinéaire séparément continue B sur COcÇ-E0) x CQo(F°)^ définie par

(6; 5) ^(/^)=^i(/),^)).

Or, on a pour û)< € I\ ( i :== i, 2 ) :

(6; 6) 7Ti(/(c^))(j)= fpi(0~^^/(^^)^Ï

=̂f^W^U-^J{ï.y) d^r'Q
=pi(^)?ôl(co^l)^pl(0'"T^tl^o^/(£J) ^iS

:=(ô^(c^(coO)~^(ZV)(j)
^_i_

et de même ^(^(ûûs^)) == 0^(^)2) ^(ûûs)) 2 ^(^S),^)- On tire alors de (4)
e t ( 6 ) :

(6; 7) ^(/(co,^),^(co^))=(o^(^co,)ôl(G)Oô,(a),))~T^(Z^,J, ̂ f^)

pour ^ç G, UiçTi.
D'autre part, C^G^E0) [resp. (DG(F°)] est la limite inductive stricte d'une

suite de sous-espaces tO^.Z^0) [resp. (QK(F°)] {K compact de G) et E° étant
un Fréchet, CQ^{E°)== ̂ (g)^^0 est aussi un Fréchet, (.'QG(^°)®^G(F°) est
donc ([2l], chap. I, prop. 11) la limite inductive stricte de la suite des
^(^^^^(^^^(^ê^0)®^®^0)^^®^)®^0®^^^
on sait que (^K®^K== ^K-XK. {cf. [2l], ]33], [37] : ce résultat est d'ailleurs
l'essentiel du « théorème des noyaux » de M. L. SCHWARTZ). Par suite,
(^G^^C^G^F0) est la limite inductive des (^K^K^^®?0) c'est-à-dire
par définition même ^^(./^(g)^0) :

(6; 8) ^GW^^F^^^GxGÇE^F^

Or par définition même du produit tensoriel topologique (g), la forme
bilinéaire séparément continue B s^identifie à un élément du dual de
^M^0)®^^0), c'est-à-dire d'après (8) à une E^ redistribution, soit T,
sur G x G : on a pour/e^ç(^°) et^-ed^/^0) :

(6; 9) f fW®^y)dT{x,y)^B^g).
^GXG

D'où d'après (7)

(6; 10) f(^i^s)(^^(^ys)dT(^,y)

=(ôo(^(o0ôl(û),)ô,(co,))~777(^^/<g)^,^).
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En résumé, nous avons associé à toute forme d'entrelacement non nulle de
U1-0 et U^9 une E° (g) ̂ -distribution Tnon nulle sur G x G, invariante pour G
opérant sur G x G par les translations à droite (x, y ) -> (xs, y s) et quasi
invariante pour I\ x I\ opérant sur G x G par les translations à gauche
{^i }')->(^i ^î ^y) '' nous pouvons résumer ces propriétés par la formule
qui traduit (10) :

(6;ii) ^^(co^^^j^^^^coOôi^^ô^co,))"^^

II est classique que l'application (x, y ) -> {xy-\ y ) est un isomophisme
(comme variété) de G x G sur lui-même. Cet isomorphisme transforme T
en une distribution invariante par les opérations {x, y)->{x, ys) nous
sommes alors exactement dans les conditions d'application de la proposition
3; 3 (avec A == i etF = [ e j). Il existe donc sur G une E^ (g) ̂ -distribution T
telle que

(6; 12 ) F f(^y)dT(x,y)=fdG(y) f/(^,j) dî(x),
^GxG JG JG

équations que nous pouvons écrire symboliquement :

(6; i3) dT(x,y)=dG{y)df(xy-^.
On a par suite,

(6, i4) dT^x, co71J)==â?ç(co71J)^7r(co71^J-l&J,)
= ̂ (ûJT1) do(y) dî{^xy-^,),

tandis que (n) donne

(6; i5) dT^x, ̂ y)

^(^(^^^^^^^^(^^"^(^^^^^^(^j)

^(^(^coOô^coOô^^))"^^)^^®^)^^-!).

En composant (i4) et (i5), il vient

(6; i6) (A) : ^(<)Tl^^)=(^(cûlC071)â,(coOÔ2^))~T<(^®^.)^^

Réciproquement, soit T une E° (g) F°-distribution sur G satisfaisant à la
condition (A) : (i3) définit une 'distribution T sur G x G qui vérifie (ii).
Le corollaire de la proposition 3; 3 montre alors que T{f(^)g) == o si/par
exemple appartient à ^(o), autrement dit que la forme bilinéaire
^CA ^) = 77(/®^•) sur (D(E°) x CD(F°) <( passe au quotient » par les sous-
espaces ^(o), donc définit une forme bilinéaire B sur (^Lo x ̂ °. L'inva-
riance de T par les translations à droite par (s, s) montre immédiatement
que £ est d'entrelacement (non nulle si T n'était pas nulle). Enfin la corres-
pondance entre B et T est évidemment linéaire.
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THÉORÈME 6; 1. — i. Le nombre d'entrelacement ^(6/zo, U^) est égal à

la dimension de V espace vectoriel des E°(^) redistributions T sur G satisfai-
sant à la condition ( A ) ;

2. Le nombre d'entrelacement ^(^S U1^) est inférieur ou égal à la
dimension de l } espace vectoriel des JE0 (̂ ) F^-distributions T sur G satisfai-

sant à la condition (A) et telles que Inapplication f—>- T^i^f soit continue
de F espace CoÇ-E) dans F espace {CG^F))' des F-mesures sur G.

DÉMONSTRATION. — L'énoncé i résulte de ce qui précède. D'autre part,
la JE^^F0- distribution F s'identifie canoniquement à une ^-distribution
à valeurs dans F 0 ' , à savoir l'application linéaire qui à fçcQ(E°) faitcorres-
pondre la forme linéaire a-> T{f(Q a) sur F°. Ceci permet de définir
le produit de compo- sition f ! ' ̂ çf \ on a [cf. formule (1; 12)] ( 2 9 ) :

(6; 17) T^f(y)= Çf{x^y)^{x^)dT\œ)= ff{œy)df{œ),
^G v G

T'i^f est une fonction indéfiniment différentiable à valeurs dans F 0 ' ^ et l'on
a d'après (8) et (i3) :

(6; 18) B{f,g)= f<^(j), ̂ /(J)>^(J) [/e^o^ç^o)].
^G

Si £ est une forme d'entrelacement pour U1' et î/^, B est séparément conti-
nue sur (^L x ̂ . Or nous avons vu que les applications 7:1 sont aussi des
homomorphismes de €o{E) sur ̂  et de Co^F) sur eM : par suite B est sépa-
rément continue sur C^(E°)x <©(.F°)pour les topologies induites respective-
ment par e{E) et C(F) :. la relation (18) montre que cela signifie
que/-^ T*/est continue de C(E) dans (e(F)Y.

REMARQUE 6; 1. — Si 6^ et U31 sont les représentations induites dans (^L et
(OAf, i(^/L1 UM) est exactement égal à la dimension de l'espace vectoriel
de la seconde partie du théorème.

REMARQUE 6; 2. — Prenons pour L (resp.Af) la représentation triviale du
sous-groupe j e } dans E (resp. F) : Le théorème 1 signifie alors qu'une appli-
cation linéaire continue de (^c(-E) dans C^o^F})' muni de la topologie faible,

(2 9 ) On pourrait facilement faire rentrer ce produit de composition dans la théorie
générale du paragraphe 1, n° 4 : /€Z(û); E°\ TeL (û); (£'° ® F 6 ) ' ) , donc
TiçfeL(d); E0'® (E0 ® F 6 ) ' ) . Mais (E°è F0)'= L(E°; ( F 9 ) ' ) et par suite il existe
une application linéaire continue canonique u de E9 (g) {JE0 (g) F 6 ) ' dans^T^0/ correspon-
dant à l'application bilinéaire (a, A)-»-Aa de E°x L(E°; ( F ° ) ' ^ dans ( F ^ ) ' . Le produit
de composition utilisé dans toute la suite de ce paragraphe est le produit ^ défini à la

note ( 4 ) du paragraphe 1.
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qui commute avec les translations à droite, est le produit de composition à
gauche avec une I^ÇQ .^-distribution [cf. [34], (p. 18) pour le cas scalaire et
0=^}.

3. Représentations induites par une représentation d'un sous-groupe
distingué. — Nous prendrons dans ce numéro Ti = F, == T et suppo-
serons que r est distingué dans G '• On a alors ô r (Ç)==<^G(0 pourÇçT
[38], p. 45) et Fon peut par suite supposer que pp==i . La condition (A)
s'écrit
(6; i9) dT{^x^)=SGWY(L^M^)dT(x).

Soit XQ un point de G : il existe un voisinage ouvert W de XQ dans G/T tel
que G fibre par les translations a droite par F ait une section indéfiniment
différentiable, soit x->- k{x^ au-dessus de W. L'application (i-, E;)->^(^)S
est un isomorphisme de W X T sur l'image réciproque Î2=/:( W)T de W
dans G, isomorphisme qui « commute » avec les translations à droite par les
éléments de T. Enfin, la restriction de T à Î2 est quasi invariante pour F
opérant sur Î2 par ces translations, de multiplicateur A(x^ \)=iÇ)M^
qui est différentiable au sens du paragraphe 3, puisque la représentation M°
est différentiable. On déduit alors de la proposition 3; 3 Fexistence d'une
Z^^jP-distribution 7V sur W telle que, pour toute /ç^Q^^^F0)^ on
ait

(6; 20) T(f) == f dT^x) f(i®^)/(Â:(^)E)û?r(^.
^ ^r

Soit coer : On a d'après (20) :

(6; 2i) Ç f^x)df(x)= f dT^(x) f^®M^f^k(x)^)dr(K)
Jû ^fyr ^r

== CdT^(x) (I (g) ̂ Ur)-W(.r))

^(^^^/^(^î^^r^îà^coÂ-C^)^.

Mais â^(Â:(A)-l(<)^(^))===ÔG(^(à)-lû)Â:(à))=:ÔG(G>)). D^où

(6; 22) ^f(^ix)df(x)==ÔGW f dT^x)(t®M^-^^)
^Û ^W

f(î®^°)/(WS)^-JT
D'autre part, on a d'après (19) :

(6; 23) ff^-lx)dT(x)=SG^) CdT^(x)
Jû Jjyr<i(g)^)(z&-i®i)/(À:(à)o^.

^T
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Mais Zio0i et i ̂ )M( commutent, d'où

(6; 24) ff^-ix)dT(x)=8GW fdT^(x)(L^^i)
^û J j y

f(i<g)^)/(W^.
Jr

En comparant (22) et (24), on obtient

(6; 25) \l®M^-^k^)dT^{x)=t{L^®ï)dT^{x)

ou encore

(6; 26) ^(I-^^)®Ar^)-^,^))^77^(à)=o (àe^.coer).

Réciproquement, à une ^f° (g) /^-distribution 7V sur ^, vérifiant (26),
on pourra par (20) faire correspondre une distribution T sur 12, vérifiant
(19) dans î2 : dans certains cas, on pourra prolonger T en une distribution
sur G vérifiant (19), par exemple si 77^ est à support compact dans W en
la prolongeant par 0 dans le complémentaire de l'image réciproque du sup-
port de TV. Supposons en particulier que le nombre d'entrelacement des
représentations w->L^ et co ->- M\ (.ro)~1 (o/c(.r<>) à.e T ne soit pas nul et soit b la
forme linéaire sur J^0^ F° canoniquement associée à une forme d'entrelace-
ment non nulle : il est immédiat que la distribution T définie par

(6; 27) T^(^)=zb(^(x,)) pour ^ç(D^E°^F0)

satisfait à (29) et est à support compact réduit au point x^ D'où (en notant,
pour toute représentation N de r, par x-1 NX la représentation co ->- A^-i^.y) :

PROPOSITION 6; 2. — Soit i(L°, M0^ x) le nombre d'entrelacement des
représentations LQ et x-^M^x de r(30). La relation /(U^0, UMO)=o
entraine i(L°^ M°, x) =zo pour tout x de G.

COROLLAIRE. — Soit L (resp. M) une représentation unitaire de F et soit
UL(resp. UM) la représentation unitaire de G induite par L {resp. M) ;
;( Î/1', U1^) == o entraine î(Z, M, x) =z o pour tout x de G.

DÉMONSTRATION. — Si î(Z, M, x) -^. o, on a a fortiori i(Z°, Af°, x) ̂ z£ o,
et par suite, il existe une forme d'entrelacement B non nulle de ^/z> et UM^ la
distribution T^ correspondante étant donnée par (27) : on a alors, si b
désigne une forme d'entrelacement non nulle de L et de k(x)~1 Mk(x):

(6; 28) 2?(7T,(/), TT,(^))= ÇdG(y) f b(f(k(œ)î^y), M^(y))dr(^
JG ^T

( 3 0 ) II est clair que i(L, M; ̂ x) == i{L, M-, x) pour ç € F.
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En introduisant la mesure dy.(y) invariante sur G/T^ on obtient

(6; 29) 2?(7Ti(/),7r,(^))=r d^y)
^G/r

f drW fb(f(k^)ty),M^-^(y))dr{Q.
JY Jr

Or b étant une forme d'entrelacement pour L^ et ^(.z)-1^^)) on tire de
(29) en posant dyÇkÇà;) Ç/c(^)-1) =z cdp('i)^ c constante positive :

(6;3o) 2?(^(/),7r^))

=fd^ fdrï fb{L^-ik^/W^y), M^g^y)) d^

=c/^/^/^(zr/a^(^)J)ï^ll^(yî•y))^

=c C b( fL^f^{k{x)y)dr^ f M^ g^y)drW\d^(y)
JG/T \ ̂ T Jr 1

=c f b(n,(f)(kWy),n,(g)(y))d^y),
^G/r

Comme b est séparément continue, donc continue sur E x F, il existe une
constante c' telle que [ b(a^ a.^) \ ̂  c' i| a-i ] ] || a^ \\ ( || |[ désignant la norme
dans les espaces de Hilbert E et F). Donc (3o) donne :

(6;3i) [^(7^,(/),7^,(^))|^ccYJl||7r,(/)(Â:(^)J)|p^(J)y

(yil^^)!!2^^))7-

Mais F étant distingué, d^^Sy) est proportionnelle à d [ ^ ( y ) : On déduit
donc de (3i ) l'existence d'une constante k telle que

(6-;32) \S(^{f),^(g))\^k\\n,(f)\\.\\n,^)\\,

]| I I désignant cette fois la norme dans les espaces de Hilbert ̂  et ^iM.
La relation (32) entraîne que B'se prolonge en une forme d'entrelacement

pour ULe\.UM^ donc que ^(î/11, ^Af) ̂  o. c. Q. F. D.
Il est évident que c'est une réciproque de cette proposition qui serait inté-

ressante : nous allons l'établir dans le cas où L et M sont des représentations
de dimension finie irréductibles de r. On a dans ce cas Z°==Z, M°=M et
E° (^ F° == E (g) F est un espace vectoriel de dimension finie. D'après le
lemme de Schur, î(Z,. M) x) = i est égal à i si les représentations L et
x~~^Mx sont équivalentes^ sinon i(L, AT, œ) == o. D'autre 'part, i(Z, M^ œ) -==. o
signifie que le sous-espace de -fi1 (g) F engendré par les vecteurs de la forme
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(i —L^M^-^) a pour coeF et açE(^)FestE(^Fto\it entier (31). Il existe
donc un nombre fini p de vecteurs ai de E 0 F et /? points co^ de r tels que
les vecteurs (i — 2^0 M^^^x) ̂ i forment une base de E Ç) F : les vec-
teurs ( i—^(x)f®^-i(o^) ^n qui sont des fonctions indéfiniment différen-
tiables de y, formeront également une base de E ^) F pour tout y suffisam-
ment voisin de x. Par suite, si <(Z, M, x)=zo, il existe, en reprenant les
notations de l'alinéa précédent, un voisinage W C W de ^o tel que toute
fonction cpe^^, ( E ( ^ ) F ) admette une décomposition de la forme

p
(6; 33) 9(J)=^9KJ)(I-^®^(r)-T<o^(y))a, (6,-e^).

z==l

Si 77//^ est la distribution sur W associée à une forme d'entrelacement, on a
donc d'après (33) et (26) :

P
(6; 34) 7V(?)=^ f9'(^)(I-z^®^G•)-l^<•(y))a^77^(J)=o•

i~=-\

Autrement dit, T^ est nulle au voisinage de ^o, XQ n'appartient pas au
support de T^r : On en conclut que le support de T est contenu dans l'en-
semble S des points x de G tels que f (Z , M, x) -^ o) ; d'où en particulier la :

PROPOSITION 6; 3. — Soient L et M deux représentations irréductibles de
dimension finie de T. Alors i( U^y U^) == o si et seulement si i(L^ M^ x) =-o
pour tout x de G^ c est-à-dire si les représentations L et x~1 MX sont
inéquivalentes.

Plus généralement, supposons que il ( S ) se compose d'un nombre fini de
points Xi [si Tr(^) est infini, il est clair [cf. (27)] que iÇU^, U^) est
infini]. î1 se décompose alors en somme de distributions ayant leur support
dans les différentes classes (isolées) TX}. Soit ni la dimension de l'espace
vectoriel des E (g) ̂ -distributions sur G satisfaisant à (A') et de support
contenu dans Txi : On a ^(î/rLO, ^/wo) == 2/î/. Nous avons vu [cf. (27)] que
T^^I : nous allons montrer que, en réalité, on a TÎ;=:I.

Soit b la forme linéaire sur E 0 F canoniquement associée à une forme
d'entrelacement de L et de x^Mxi : b est (à un scalaire multiplicatif près )
la seule forme linéaire sur E^F vérifiant

(6; 35) <(i-/^(g) M^^)b=o.

Soit W un voisinage de Xi suffisamment petit pour que i(Z, M, a?) == o pour
x € W et x-^-Xi et pour qu'il existe une section .différentiable x-^k(œ)

(31) Dans le cas général, i(2-<>, Af>; x) = o signifie que le sous-espace engendré par les
vecteurs de cette forme est dense dans E° ® F°.
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de G fibre par F au-dessous de W, avec Â-(^) ==^. Il nous faut démontrer
que toute E (g) /^-distribution T sur W de support x^ et vérifiant (26) est
proportionnelle à la distribution définie par (27). Or une telle distribution
est une combinaison linéaire finie à coefficients dans (E(^)Fy de dérivées de
la mesure de Dirac e^. Soit D^ . . ., Dp une base d'un supplémentaire de
l'algèbre de Lie de F dans l'algèbre de Lie de G identifiée à l'algèbre des
champs de vecteurs invariants à gauche sur G, telle que les vecteurs Dj forment
au pointa une base de l'espace tangent en ^à la variété k{ W). Soit Dj l'image
canonique de D, dans G/F. Il existe un entier m et pour tout système
<7=(<7i, . . . , qp) de p entiers ^o avec | q\^m un élément a^ç(E(^) F)1

tels qu'on ait, pour ̂ çc^^(E(^F) (avec comme toujours DT == D71... D^) :

(6; 36) TW= ̂  <Z)ycp(^),a,>
\q\î=ni

et d'après (26) on a

(6; 37) ^ <[A/j(I-Z,o(g)^(^-lœ<-(.^.))?(^)}].r=:.^•^ ^7>=0

' <1 \ ̂  m

11 nous suffît de démontrer que les Oq sont nuls pour | q \ > o (c'est-à-dire
que m ==: o), car dans ce cas, ây est nécessairement proportionnel à b d'après
(35). Supposons donc m > o. Dans (37) prenons pour Q une fonction telle
que Z^cp (J?,) == o pour q différent d'un indice Ço donné avec | q^ \ == m : On a

(6; 38) ^i-^®^^)-1^^)) 2>yo(p(^), ay,>=o

et comme 2^°cp(;yf) est arbitraire, û^ est proportionnel à b^ autrement dit,
on a a^= \b pour | q \ == w, \ scalaire.

Soit maintenant r un indice tel que | r \ •==. m — i et que A/ .7 7^ o pour un /
au moins (i^y^/?), en désignant par /^'l'indice (^'i, ...,ry-i, /'y-t-i, ^/+i, • • • - >
/•^,et soit 9 une fonction telle que D^^^Xi) = o pour q-^r. On tire de (37) :

p
(6; 39) -^//<[Ày(^œ(g)^(.r)-l^(.r))].^•=.ri^/'?(^). ^ >-4-. . .

+ < (l — L^®M^ o>.^) J^'Cp^), 0/.> = 0.

D'où en posant .1'== ̂ À,./2)/, J^==2^/2)y :

(6; 40) .̂I — -^ro® Xr7i(0^) ̂  = ̂ û)® (^^(^-^oÂ-Cr)).^.^) ̂ .

Soit y4,. (resp. 2?) l'application linéaire de E dans F7 correspondant cano-
niquement à ^/r (resp. ^) : (4o) s'écrit encore :

(6; 4l) A,.-- ̂ .r-1 o).r,^/-^<o— (-^^(.r)-1^-^))..-^;^ KL^=- 0.
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Or L^ est inversible et B également comme opérateur d'entrelacement des
représentations irréductibles L et x^Mxi : D'où

(6; 42) [^W^-^^-^k^^^^.^^^-^^-i^^^^^
^ArB-^M^^-tM^^ArB-1.

Le dernier membre de (4a) est le crochet des deux opérateurs (dans F ' )
W^IQ)^ et ArB~^ : par suite l'opérateur [^'Jf^)-1^^^)]^^^ est de trace
nulle :

(6; 43) [^"Tr /^•(^)-lcoÀ-(.r)].r==.^•,=[^Tr '-Mk^w-^k^^} ].r=^== o

ou encore, comme X est tangent à /:( T^) au point Xi et que k{^{x))^x
pour ^çZ:( IV) :

( 6 ; 44 ) [ ̂  Tr W^-x o,4^^ == o,

(44) est valable pour tout coçr : mais comme, pour toutj '6 G,

[ X Tr Wr- ̂  ].r=^ == [ ̂  Tr ̂ - .W-* .r ].r̂ x,

et que yûûy~'er , on a pour tout wçT et tout xç.G^ .TTr ^J/^.-iroy == o.
d'où en particulier :

Tr ^cxi)(-^Y)r.>cxp«A) ̂  Tr W^ pour tout nombre réel t.

Par suite, les représentations ylfetexp(— t^)Mexp(tyT) ayant même carac-
tère sont équivalentes pour tout ^, ce qui contredit l'hypothèse que T : ( S ) est
fini (non vide).

Finalement nous avons donc démontré la :

PROPOSITION 6; 3 bis. — Soient L et M deux représentations irréductibles
de dimension finie de V et soit S V ensemble des points x de G tels que
i(L, M, x) = o : le nombre d'entrelacement i( U^', U^) est égal au nombre
{fini ou infini) de points de ir(S).

COROLLAIRE. — Supposons de plus L et M unitaires et soient L^ et L™ les
représentations unitaires de G induites par L et M : le nombre d'entrela-
cement ^(^S U^1) est égal au nombre de points de T:(S).

Le corollaire résulte immédiatement de la démonstration du corollaire à la
proposition 2. On en déduit le :

THÉORÈME 6; 2 (32). — Soit L une représentation unitaire irréductible de

( 3 2 ) Ce théorème généralise des théorèmes dus à M. G. W. MACKEY dans le cas où, G
étant un groupe localement compact séparable quelconque, F est abélien ([27])
(<*/• §5) ou ^/rl discret ([28]). M. MACKEY m'a signalé qu^il avait également démontré
ce théorème sans supposer Zi; de dimension finie ni G de Lie ( mais seulement locale-
ment compact séparable), mais, par contre, en supposant que le groupe r n'a pas de
représentations factorielles de type II ou III.
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dimension finie du sous-groupe distingué fermé F. La représentation uni-
taire induite U1' est irréductible si et seulement si les représentations L et
x~^Lx sont inéquivalentes pour tout x de G non dans F. Deux telles repré-
sentations U1' et U^^sont inéquivalentes si et seulement si les représentations
L et x~^Mx de F sont inéquivalentes pour tout x de G.

h-. Le cas d'une infinité dénombrable de doubles classes. —
Reprenons les notations du n° 2. Nous supposerons désormais qu'il n'y a
qu'un nombre fini ou plus généralement une infinité au plus dénombrable
de doubles classes modulo Fi et T-t dans G. Si l'on considère le groupe
JTi x Fs comme réalisé comme groupe d'homéomorphismes de la variété G
en posant x. (û>)i, w'z)=- co^uCûûa, il n'y a donc dans G qu'une infinité dénom-
brable d'orbites et nous pouvons appliquer le lemme 3; 1 du chapitre 1 :
G est une réunion d'orbites ouvertes Pf et d'une sous-variété fermée
M1 (dimJ^1 << dim G) elle-même réunion d'orbites P^ ouvertes dans M1 et
d'une sous-variété M2 (avec dim M2 <i dim M1 ), etc. De plus, à chaque orbite P
est associée un ouvert î2p réunion d'orbites dans lequel P est une sous-variété
fermée sans singularités : Si P est ouverte dans M1 nous prendrons

^==pur^.
Posons pour simplifier les notations ff=:E°^F0. Soit J l'espace des

//-distributions sur G vérifiant la condition (A) et soit Qp l'espace des
//-distributions sur ^îp^ vérifiant (A) dans î2p et de support contenu dans P.
A toute Tç. J on peut associer sa restriction aux doubles classes ouvertes P^ :
ce sont des éléments de Jpo et si deux éléments 7i et Tq de J ont même restric-
tion à chaque J??, Ti — T^ a son support contenu dans M1 : d'où

(6; 45) dim^^IdimJ^+dimJi,

en désignant par Ji l'espace des //-distributions sur G^ de support contenu
dans M1 et satisfaisant à (A). De même, on peut associer à toute distribution
de Ji ses restrictions aux ouverts î2^i., ce sont des éléments de Jpi. et si deux
distributions de Ji ont même restriction à chaque ûpi, leur différence appar-
tient à l'espace des //-distributions sur G, de support contenu dans M'2 et
satisfaisant à (A), etc. : d'où finalement (comme M1 est vide pour i assez
grand) :

PROPOSITION 6; 4. — Le nombre d'entrelacement iÇU^y U^) est inférieur
ou égal à la somme des dimensions des espaces 3p associés aux différentes
doubles classes P == Ti x T^.

Soit alors P une double classe et x un point arbitraire de P^Fi^T.^.
Une translation à droite par jr~1 transforme une distribution 7o 6 Qp en une
//-distribution T sur Q.=^lpx J , de support contenu dans V^-Px-^ et
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vérifiant pour Ce ri, -nç^T^^-1 et ^ç(D^(ff) :

(6; 46) Tcf(^zrî)dT(z)=C ^(^z^n) dT,(z)
JQ jQp

=: f ^(î^iz(x-irîa!)a!-ï)dTo(z)
t^ûp

= (^(^rr^) ôi(S) ô^-1-^))1' X

où JT== ^ ^^-i®^î-i-yi-t.r9 (zœ-^dToÇz) ou encore
*/ûp

(6; 47) (A7) ^^^^-^^(ôç^-1)^^)^^^-1^^^
x^^®^-^-^^).

Autrement dit, ^espace Sp est isomorphe à V espace 3^ des H-distribu-
tions sur ^:==^p;r-1, de support contenu dans V=T^xT^œ~1 et satis-
faisant à la condition (A').

Soit W un voisinage ouvert de e dans i2, suffisamment petit pour que dans W
existent ( p 4- q) champs de vecteurs analytiques commutant entre
eux D\^ ..., D'p^ Z>i, ..., Dq formant en tout point de W une base de l'espace
vectoriel tangent à G, les D\, ..., D'y formant en tout point de V (\ W une base
de l'espace vectoriel tangent à V (33). Nous introduirons comme d'habitude
les dérivations Z^= D1^ ..., D^ et Dln=D'^, ..., D'^P pour l==(l^ ..., ^)
et /î== (/îi, . . ., TÎ^), li et nj entiers ^o. Pour Ç, TÎ et ^ assez voisins de e
dans I\, ^ra^?"1 et W respectivement, Ç""1^^ appartient encore à W et
l'application z •^Ç"1^^ définit une transformation linéaire sur les dériva-
tions D^D1 au voisinage de e : nous poserons (pour £, TÎ et z assez voisins
de e) :

(6;48) DV%-^)]== ^ ^ A,^g-^yî;£,rî)(^Z)-/)(Ç-^rî),
j w |^| /1 1 / i j ^ l / l — l / n l

les Vfn,n étant des fonctions analytiques de <s, Ç, YÎ.
D'autre part les Di formant en tout point de V C\ W une « base des déri-

vations transversales »,une distribution Tç Hx s'écrit dans W d'une manière
et d'une seule, sous la forme

(6; 49) ^S (-I)1"D'^
\l\^r

les Ti étant des extensions à W de ^-distributions sur V r\ W et r étant
l'ordre transversal de T dans W (3<1).

(3 3 ) Si la double classe P est ouverte, on a <y == o et il faut faire r == o dans toute la
suite.

( 3 4 ) Cet ordre transversal est évidemment d'après (A') le même en tous les points
de V.
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Soit alor^ (fç(ffffr(ff) : pour £ et n assez voisins de e, la fonction
^l(s)=®(^-iz•fj) appartient encore à (®y(/7). On a, d'après (49) et (48) :

(6;5o) T(^)= f ^(!^ls•n)dT(3)=\ f D^^z^dT^z)
Jur 1/1^-^

= 2 2 2 f^n,n(S^lsn•,î,,r))(D"lD"l^(c,-ls•n•)dTl(z)
\t\^.n \m\^.r \n\^\t\-\m\ w'

=V f (Z)'"Cp)(Ç-^7l)J V V ^'"OL^-1-^;^)^))]-
"̂"̂  ^ fy \ "̂̂  "̂̂  1

\m\^r Y.\m\^.\l\^r\m\^\l\-\m\ J

Mais T satisfaisant à (A'), on a également

(6; 5i) 7 7 ( ^ )=A(£ ,Yî ) f {L^M^-^)^(z)dT(z),
J w

en posant

(6; 52) A(£,yï)=(o^(ÇYî-l)â,(£)^(^- lyî^))?

En utilisant la décomposition (4<))î puis en remplaçante par '^ zr\ au second
membre, on obtient

(6; 53) T^^Aa^) ^ JT,,
| m | ̂  r

où .r,»= f (/.çL,®^-^-...) (D'"y) (Ç-'^TI)^^^^^^).
<^»-

En comparant (5o) et (53), on obtient [grâce à l'unicité des décompositions
de la forme (49)] :

(6; 54) A(E, ïi)^-,®^-^) dT^^sn)

= ^ ^ d[D"'(^^zr,;y,,-n)Tt)[(z).
j w j ^ l / 1 ^ / - \.n\^\l\—\m\

Si l'on prend dans (54) \m\=z r^ on obtient

(6; 55) dT,n(z)=M^ Yî)-1^0®]^-^) ^ ^,o(^; E, 'n)dTi(^zrr1).
|/!-=r

Posons r.z.==rin (^r.2cy-1) et soit Tx le sous-groupe de ri x {xT^x-^)
formé des éléments (dû, c»)) avec ûi)er.y : Inapplication (E, rî)—^'^-1'^
applique ri x (,rl\.r-1) sur T^ et l'on obtient ainsi en réalité une application
analytique et biunivoque de l'espace homogène des classes à droite module f^i
soit M^ sur V : Nous avons vu (lemme 3; 1) que cette application est même
un isomorphisme de la variété analytique M^ sur V. On peut donc
considérer les distributions Tm comme définies sur M^c et en particulier



I?0 F. BRUHAT.

les ( y, ) distributions 7^ pour | m \ = r comme une H(g) C^-distri-
bution sur un voisinage de e dans M^ [en désignant par Cr l'espace vectoriel

complexe à ( q ^ l ) dimensions]. La condition (55) s'interprète alors

comme une condition de quasi-invariance de cette ff(^) C^-distribution sur M^
pour Pi x (^r,^-1) opérant à droite sur M^ De plus, nous sommes exacte-
ment dans les conditions d'application du théorème 3; 1 (ou plutôt de la
remarque 3; 3 suivant ce théorème) : Le groupe G de ce théorème est ici le
groupe f ix (.2-r,.r-1), le sous-groupe T est î\., l'espace E est ff^Cr et
le ^-multiplicateur est la fonction A{z\ Ç, Y}) définie sur un voisinage
de (e; e, e) dans F x ï\ x (.zT,;r-1), c'est-à-dire dans M^x. T^ x (.rF,^-1)
par

(6; 56) A(z^ S, Yî)==A-^, ̂ H^M^^A-r^^-1, Ç, r,),

Ar étant l'opérateur de matrice A^==À,^oî rapport à la base canonique
de Cr : A est bien indéfiniment différentiable au sens voulu au voisinage
de ( e , e, e).

Il est clair que d ^ ( ' i ) d^x-^f\ x) est une mesure de Haarsurri x (^r,^-1);
posons à^(w) ==ôp^(ûû) ==ôp (&), ûû). Le théorème 3; 1 associe à toute
^(g) ̂ -distribution non nulle vérifiant (55) un élément u de (ff^Cr)' non
nul tel qu'on ait pour tout coer.y :

(6; 57) (Uco)/^^)^-1^))^:^^^; co, G))^

ou encore d'après (5a) et (56) :

(6; 58) ^=(âl(co)^,(^-^^))?ô^(co)-l<(Z2)(g)AÇ-l^)(g)A,(^; o),co)^.

Mais, à la forme linéaire u sur H(^)Cr est canoniquement associée une forme
bilinéaire îc sur 7f x Cr'. (58) exprime exactement que cette forme U est une
forme d'entrelacement pour les représentations w->L^(g)M^^ et pour

la représentation w-> (ôi((«)) ^(.c-1^))11 ̂ ((x))-1^^; ûû, &)) de r.,..
Si l'on pose :

(6; 59) ^r(co)==(âl(co)^(^-l&)^))~h^(co)A; l(^; co, co),

les raisonnements qui précèdent montrent que la correspondance qui à T
fait correspondre la forme bilinéaire U est une application linéaire de
l'espace J;, sous-espace de <Xp formé des distributions d'ordre transversal ̂  /',
dans l'espace des formes d'entrelacement des représentations ̂ ->L^M^-i^
et w->Ar(w) de Ty: et que le noyau de cette application est exactement
l'espace J;-1. Si nous notons i(L°, M°, x, r) le nombre d'entrelacement des
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deux représentations en question de 1̂ , nous avons

(6; 60) dim^/J;;-1)^^0, M°\ x, r)

et par suite :
oo

(6; 61) dimJ^V i(L°, M0', x, r).

r==0

D^autre part, il est immédiat que î(^°, M°\ x^ r) ne dépend que de la
double classe P à laquelle appartient «r, remplacer x par '^x-r\ revenant a
remplacer les représentations considérées par des représentations équiva-
lentes : nous pouvons donc noter i(Z°, J^°; P, /') ce nombre. La relation (61)
jointe à la proposition 6; ^ nous permet alors d'énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 6; 3. — Le nombre d'entrelacement i^U^^ U^) est inférieur
ou égal à la somme des nombres i(L°^ M°\ P, r) pour P décrivant l'en-
semble (dénombrable) des doubles classes modulo Fi ; I\ et r décrivant
V ensemble des entiers positifs ou nuls ( : îo).

COROLLAIRE I. — Supposons que L et M soient unitaires : si pour toute
double classe P et tout entier r, i(L°^ M°\ P, r)==o, alors les représen-
tations unitaires induites U1' et U^ nont pas de sous-représentations équiva-
lentes.

En effet, d'après le théorème 3, les hypothèses entraînent ((ô^0, U^) •==. o,
donc i( U1'., U^^) •==. o, ce qui exprime précisément que U1' et U^1 n'ont pas de
sous-représentations équivalentes.

COROLLAIRE II. — Si pour tout x de G et tout r^o, il n'existe pas de
composante irréductible de A^(w) qui soit un quotient de la représen-
tation w->L^^M^^deT^dans E^F0, alors i(UL\ U^°)=:o.

En effet, l'élément u vérifiant (55) peut aussi être considéré comme une

application linéaire continue u de H=E9ÇQF9 dans Cr vérifiant pour
tout &) € F :

(6; 62) uo(L^M^^)=Ar(w)ou.

(3 &) Si P est ouverte^ on n^a à considérer que le nombre i(L9^ M9', P, o) [ou prendre
si l'on veut t(Z,9, Af°; P, r )=o pour /->o]. En particulier, si Fi et 1^ sont

ouverts dans G, on a i( U^, ^^^V^Z.0, M9, P, o). En réalité, on a menu;
p

iÇU1^^ UM}^-^ t(Z,, M', P, o), les jE'0® ^-distributions du cas général se réduisant à

des fonctions à valeurs dans L ( E ' , F) : ce dernier résultat est duT à M. MACKEY ([281)
qui a également démontré les autres résultats de ce numéro dans le cas où Fi et 1\> sont
ouvertes dans G,
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Soient alors/le plus petit sous-espace invariant fermé de Cr contenant u(ff),
J un sous-espace invariant maximal de / : la représentation de F.y dans //</,
quotient par J de la restriction de Ar(^) à /, est une composante irréduc-
tible de A /-(c*)), soit A\.(w) et en composant u et la projection canonique
de / sur 7/J, on obtient une application linéaire continue ù de H dans 7/J,
non nulle et telle que

(6; 63) ^o(^(g)^_,^)=^;.(^)o«,

JI;.(GJ) étant irréductible, ù est nécessairement surjective, d'où le corollaire.

COROLLAIRE III. — Si L et M sont de dimension i et si pour tout x de G
et pour tout /'^o, la représentation w—^L^M^.i^x de Tx n'est pas
contenue dans la représentation Ar(w), alors l(î/£o, U^) = o.

C'est une conséquence immédiate de (62).

On peut déduire de ce qui précède une généralisation du théorème de
réciprocité de Frobenius : Prenons T^==: G : il n'y a qu'une seule double
classe modr : G^ correspondant à x = e et qui .est évidemment ouverte et
fermée. L'espace J des 77-distributions satisfaisant à la condition (A) se
réduit alors à 0°, et l'on a dimJ == dimJ,°:= ;(Z°, Af°; e, o). On déduit alors
du théorème 1 :

THÉORÈME 6; 4 (« Réciprocité de Frobenius »). — Soit G un groupe de
Lie^ F un sous-groupe fermé, L {resp. M) une représentation irréductible
différentiable de T (resp. G). Le nombre d'entrelacement de M et de la
représentation différentielle U^ induite par L est égal au nombre d^entre-

—1
lacement de la représentation !;->??(£) ï 1^ de T et de la restriction
de M à F.

Si maintenant on considère une représentation unitaire irréductible L
(resp. M} de T (resp. G), on obtient :

COROLLAIRE. — Le nombre de fois que la représentation unitaire induite
par L contient M comme composante directe discrète est inférieur
ou égal au nombre d^ entrelacement de la représentation différen-

f table ^-^pp(Ç) 2 L^ de T et de la restriction à T de la représentation
dilférentiable M^ ( : !G).

( • • •^MM. MACKEY ([29], [30]) et MAUTNER ([31]) ont démontré d'autres générali-
snlions du théorème de Frobenius, la plus générale étant celle de M. MACKEY dans [(30)]:
mais le théorème de M. MACKEY ne donne de renseignements que sur les rapports entre
1rs décompositions en somme continue de « presque toutes » les représentations induites
<' t les décompositions en somme continue de « presque toutes » les restrictions à des
représentations irréductibles de Ç, ces « presque » étant relatifs au rôle joué par L et
M dans la décomposition de la représentation régulière de r fresp. G}. Il est donc en
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II est probable que les conditions du théorème 3 et en tous cas celles du
corollaire /ne sont pas nécessaires. Cependant on peut démontrer la « réci-
proque » suivante :

PROPOSITION 6; 5. — Soit L (resp. M) une représentation unitaire de Fi
(resp. Ts) et soit ̂  l'ensemble des doubles classes P telles que pour un xç.P
(et par suite pour tout xçP) il existe dans T^Tx et dans Tv/Çx-^^x) des
mesures invariantes finies. Soient U^ et U1^ les représentations unitaires

induites par L et M respectivement : On a ̂ (^s U'^) ̂  ̂  ?(Z, M\ P. o).
/*€<&

COROLLAIRE. — 5ï, dans les hypothèses du corollaire au théorème ^, il
existe dans G/T une mesure invariante finie, alors U1' contient M au moins
autant de fois que M restreinte à T contient L.

DÉMONSTRATION. — II suffit de montrer que si xçP et P€<I>, toute forme
d'entrelacement des représentations L^ et ^r-îco.i de Tx est obtenue comme
plus haut à partir d'une forme d'entrelacement de U1' et de U^1. Nous suppo-
serons tout d'abord seulement qu'il existe dans r^/Çx-^V^x) une mesure
invariante finie, soit y^. On a alors Ox(^) == ^ ^ ( x ^ w x ) et l'on vérifie faci-
lement que ôi (i;)""1 est une fonction p sur fi x (xT^x~1) relativement à Tx-
Soit dp-x la mesure quasi invariante associée sur M,v : on vérifie également
que ( 3 7 ) :

(6; 64^ dp.^ yî)^^-1^,^-1^)^).

Considérons une1 forme d'entrelacement B de ^ avec U^1 telle que la distri-
bution associée ait son support dans l'adhérence de P=T^xT^ et ait
son ordre transversal nul (dans ^ip) et soit T l'élément correspondant de J^..
Nous avons vu que T est déterminée (si B^o) par la donnée d^une forme

d'entrelacement u -^- o de L°^(^)M^-iwx avec Âo(w), remarquons que Ao(u)
est de dimension 1, donc que u peut être considérée comme une forme

linéaire sur E°ÇQF° donc définit canoniquement une forme bilinéaire
sur JE0 x F0, soit S. De plus, s'il existe sur Ti/Tx une mesure invariante,

général impossible à partir du théorème de M. MACKEY de déterminer les rapports
entre une représentation induite et une représentation irréductible. De plus M. MACKEY
suppose essentiellement que les représentations régulières de G et de F sont de type I,
ou que celle de F est somme directe discrète d'une inunité dénombrable de représen-
tations factorielles de type 1 (par exemple r compact, ce qui est le cas étudié par
M. MAUTNER).

( " ) Nous notons dans tout ce qui suit une mesure quasi invariante sur un espace
homogène comme si c'était une mesure sur le groupe : si / est constante sur les classes

à droite, nous écrirons //(y) ̂ (y) P0111" //(y^HTCy) [en P°sant7(y)=/(y)]*
Rappelons d'autre part que nous supposons toujours les mesures quasi invariantes
normalisées par la condition pp ( e ) = i.
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alors ôa.(co) ==ôi(co) et, par suite, Ao(w) = i : alors U est une forme d'entre-
lacement de ZS> avec M^-i^. De toute façon, T est donnée par (c/. théo-
rème 3 ; 1, b ) :

(6; 65) 77(/)-^</,^(S-1^;S,^)^>Ô,(S)^(E,^),
^M»

d'où d'après (56) et (64) :

(6; 66) T(f)-= f ^,(Yî)Jr
^r.jx-^r^x

OÙ^= f<^(g)^/, ^>ÔG(S-1^)TÔ\(Ç)~ Ï^(^)^^(E).^r»
Si P est fermée^ T est une distribution sur G tout entier et B est néces-

sairement donnée, d'après (5) et (i3), pour /€^G(^°) et^€<Dç(J^°), par

(6567) £(^f,^)= f d a ( y ) f d^)X
J G ^Ti/x-^V^x

où ̂ ^f ̂ W^^y^ ̂ ^•(j)]^^^-1^^^^)^^^))"^.,^

et la fonction ^[L^f^-^ny), M^g(y)} est continue à support compact
sur G x Mx, ce qui nous permet d'utiliser le théorème de Lebesgue-Fubini.
On a

(6; 68) B ^ C d G ( y ) f ^^(rï)~^d^)

où -r^^fJ'p^O^Z^Ç-^^)^,^-. ̂ ©, M^g(y)\

donc
£=f^G(y)fîi[7:,f(^y), ̂ (J)]?^^"7^^).

En introduisant la mesure (J4 quasi invariante sur G/F^ on obtient

( 6 5 6 9 ) £= f d^,{y') Çd,{^X
^G/r, ^r,

où^= f ^[7^l/(^^).^^(ÇJ)]p2(^)~?p2(Ç7)-l^(yî)•
^Ï\/X-^T^X

ou encore en appliquant Fubini et en remplaçant Y} par y^Ç-1 [rappelons
que Va est invariante, donc que ^(YîÇ-1) == dvz(rî)] :

(6; 70) ^=J'^2(y)f^p2(ïîf?p2(J)-l^(^)

où^==%^/(^J),^ytp,(Ç)-^çO_^(^)^(ç)^
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donc

£=zfd^2(y) J^i-A^-y)' ̂ (-ny)] p2(rïy)-1 d^(n).

Mais p, est aussi une fonction p sur G relativement à .z—Ta:^; soit ^2 la
mesure quasi invariante associée : on a d^^(Yîy) ==. d^{y) ̂ 2(^)5 d'où

(6; 7i) £(n,f, n^)= f %[7T,/(^), ̂ (z)]^(z)-^d^(z).
^Glx-^V^x

Ces calculs ont été faits sous l'hypothèse P fermée. Mais nous allons
montrer que dans tous. les cas, sous les hypothèses de la proposition 5,
(71) définit une forme d'entrelacement, non nulle si U est une forme d'entre-
lacement non nulle des représentations L^ et M,c-i(o<, de r.,. : La fonction à
intégrer dans (71) étant continue, il suffit évidemmentdé démontrer que
l'intégrale supérieure de sa valeur absolue est finie et tend vers zéro
quand TCif et ^g tendent vers zéro dans ^L et ^M respectivement, car
alors B est continue sur ^L x ^M\ on vérifie aisément que c'est une forme
d'entrelacement, et qu'elle soit non nulle résulte de ce que la restriction à Î2p
de la distribution associée est précisément la distribution T définie par (65),
qui, étant le produit de dp-x^ mesure positive non nulle, par une fonction
continue ne s'annulant pas, à valeurs dans (E°^)F0)^ n'est pas nulle.

Or, par hypothèse, |%(a , b) \ ̂ k [| a [|.|| b ||, || || désignant la norme
dans E ou F et k une constante. D'où pour ^ ç CQ^ et ^ € cO^0 :

(6; 72) \B^^)\^k\C\\^(œz)\\î^{z)-^dl,(z}^

x[/>^(^112P2(^)- l^(^)] i'.
Or pour n eF,

II ̂ (-ny) y-= II ̂ ,WM^(y) H^ p,(rî) || ̂ (j) ||2.
D'où

(6; 73) f^W^P.W^d^W

= Çf^w^ ̂ \\ ̂ (j) ii2^^)-1 ̂ (j)).
De même, soit Vi une mesure invariante finie sur Ti/Tx et ^i la mesure quasi
invariante sur G/Y^ associée à la fonction pi, qui est évidemment une fonc-
tion p sur G relativement à 1̂  : on a comme plus haut d^ (Ej) = dp.i (j) dvi (E).
D'autre part, il est clair que d^Çx—^zx) est une mesure quasi invariante
sur Ç/Fr, associée à la fonction ç^x-^zœ) : on a donc

^)=^ffi^^-1^),
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(6; 74) y||?(^)||2p2(^)-l^(^)=J'|19(^)||2pl(^)-l^i(^).

On a comme plus haut || ̂ {î,yx) IP^ pi(S) 11 90^) I I 2 pour Ç€l\, d'où

( 6 î 7 ^ ) /llcp^)!!2?^)-1^^)

= (/^(S)) (/II ?W II'MJ)-1 ̂ i(7))-

D'où finalement, en notant encore || || les normes dans ̂  et S€M \

(6; 76) |^(cp,^)|^/:^(r,)^,(r,f|[9i|.[|^||
et ri et 1/2 étant finies, ^ est continue sur ^x ^M, d'où la proposition.
Quant au corollaire, il en résulte immédiatement.

Les calculs précédents permettent également de démontrer le résultat
suivant, dû à M. G. W. MACKEY ([29], théorème 8; 2) :

PROPOSITION 6; 6. — Dans les hypothèses du théorème 4, supposons de
plus que M soit de dimension finie. U1' contient M exactement autant de
fois que M restreinte à T contient L s'il existe dans G/T une mesure inva-
riante finie; si une telle memre n^'existe pas, U1' ne contient pas de compo-
sante directe discrète de dimension finie.

En effet, l'unique double classe module F : G étant à la fois ouverte ^t
fermée, toute forme d'entrelacement de U1' avec UM est donnée [cf. (68) en
intervertissant les rôles de I\ et Fa] pour fçC^o^0) et b € ̂ °:== F, par

(6; 77) 2?(7r,/, b)=fu(f(y), Myb)do(y),
^G

u étant continue sur E° x F et vérifiant

(6; 78) U{L^a,M^b)=çWu(a,b) pour wçT.

Prenons f(y) = a (y) a, avec açE° et a e d^ : On a

(6; 79) B(r^b)='u(a,M^bY

Mais F étant de dimension finie, tout élément de F est de la forme ïM^bi
et (79) montre que % est séparément continue sur E° x F^ E° étant muni de
la topologie induite par E^ ce qui entraîne que û se prolonge en une forme
bilinéaire continue sur E x F : il existe donc une constante k telle
que | S (a, b) \^ k \\ a ||.|| b ||. Mais d'après (78), on a aussi

|^(a,é)|^p(û))--TÀ:||^<,a||.1|^&||==p(û))~iÂ:||a||.l|61|
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d'où % == o si p ( û ù ) n'est pas constant : autrement dit, nous avons déjà
démontré que ^(^z', M) •==: o s'il n'existe pas de mesure invariante sur G/T et
que s'il existe une mesure invariante, <(^71', M) ̂ i(L^ M\ e^ o), ce qui, joint
au corollaire à la proposition 5, démontre la proposition 6 dans le cas où il
existe une mesure invariante finie.

Il ne reste donc plus qu'à montrer que i(UL^M)==:o s'il existe une
mesure ^ invariante non finie. Or û définit une application linéaire continue
de F dans E^ soit Z7, telle que (pour cpe^O^0) [cf. (71)]

(6; 8o) 2?(cp, b)= f <cp(j), UM^d^Çy),
^c/r

ce qui entraîne que || UMyb \\ est de carré sommable sur G/T. Or si } bi {
( î = = i , ..., n) est une base orthonormale de F^ on a Z|| UM^ A-]|^:|| U\\ : Donc
I I U\\ doitêtre de carré sommable pour a?^, d'où || ̂ 7||==:o, B=o eti(UL^M)-=o^
ce qui termine la démonstration.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de ce numéro.

THÉORÈME 6; 5. — Soit L une représentation unitaire irréductible d^un
sous-groupe fermé F d^un groupe de Lie G tel qu'il n^y ait qitune infinité
dénombrable de doubles classes modulo T : T. Si pour tout x de G non
dans F et tout entier r ̂  o, il n1 existe pas de composante irréductible de la
représentation w->Ar((^) de 1^.==? f\xTx~^ qui soit un quotient de la
représentation c») —^L^^L^i^^ de Fx dans E°^E°^ alors la représen-
tation unitaire induite U1' est irréductible.

DÉMONSTRATION. — Les hypothèses faites entraînent que pour tout x non
dans F, i(L°^ Z°; x^ r )==o, donc [cf. démonstration du théorème 3, for-
mule (60)] que toute jK°(^ ̂ "-distribution T associée à une forme d'entrela-
cement de î/^avec C/^a son support dans r. De plus l'application f -> T ' ^ f
est continue de € ( E ) dans (e(E)Y, donc a fortiori de e(E°) dans (e(E°)y :
Nous verrons tout à l'heure (lemme 6; 1 ci-dessous) que ceci entraîne que T
est l'extension à G d'une distribution sur F, c'est-à-dire un élément de 3^.

D'autre part, on a ici I\ •==. T^ •==. Tx =z T : II existe donc des mesures inva-
riantes finies dans Ti/Tjc et Y^x-^Yx^ et la double classe T est fermée : nous
avons vu au cours de la démonstration de la proposition 5 que dans ces
conditions B était donnée par (71), c'est-à-dire par

(6; 8i) £(f, g)=f %(/(j), ̂ (j))pr(j)-1 ̂ (J) (/, ̂ e^°),
^G/T

'u étant une forme d'entrelacement de L° avec L°.
Soit alors y->k(y) une section indéfiniment differentiable de G fibre

par F au-dessus d'un voisinage W de è dans G/T. Soient a€<D^, a, bçE0.
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Posons

/(^(7))==P(E)i^^a(J) et ^W))=^L^bai(y),

prolongeons / et g par zéro en dehors de Tk( W) : /et g appartiennent
à (P1'0 et l'on a

(6; 82) 2?(/, g) = f %(/(Â:Cy)), ^(y)))pp(A:(y)) d^(y)
Jjy

=î}(a,b) f|a(j)ppp(Â-(y))^(j).
t/^

Par suite, si B est continue sur ^x X^, % est continue sur E x 2?,
donc est une forme d'entrelacement de Z avec L : comme L est unitaire
irréductible, ceci détermine S à une constante multiplicative près : par
suite ((î/^, UL)=î, U1- est irréductible.

En résumé, le théorème 5 sera complètement démontré quand nous aurons
démontré le :

LEMME 6; 1. — Soit g un sous-groupe fermé de G, E et F deux espaces
de Fréchet, T une E Ç) F-distribution sur G, de support contenu dans g\
Si l'application f-^T'iff de (^o(E) dans ( ^ G ( E ' ) se prolonge en une
application linéaire continue de CG^E) dans ((^(jF)/, alors T est l'exten-
sion à G d'une E ̂  F-distribution définie sur g,

La convergence dans (CcÇF))' étant locale et le produit de composition
commutant avec les translations à droite, il suffit de démontrer le lemme au
voisinage de e. Soit JT.i, . . . , Xp, Y^ . . ., Y(, une base de l'algèbre jde Lie
de G, les JKi, .. ., Yq formant une base de l'algèbre de Lie de g. L'appli-
cation exponentielle étant un isomorphisme local, il existe un voisinage
ouvert relativement compact î2 de e dans G et une sous-variété fermée V
de i2 tels que :

/^ \
a. L'application (^i, . . ., t p ) -> exp ( ^ tiXi ) est un isomorphisme d'un

v=i /
voisinage ouvert w de 0 dans RP sur V\

b. L'application (Ç, t)-^^t est un isomorphisme de (Î2n^) X V sur Î2.

Posons pour m=(m^ . . . , w^), w^ entiers ^o, D^^-X^, . . . , X^P\
T s'écrit dans î2, d'une manière et d'une seule, sous la forme (cf. p. 7) :

(6; 83) T= ̂  T^D-,
| m \ ̂ r

les Tm étant des extensions à û de 2^0 ̂ -distributions Tm sur Q.C\g et r
étant l'ordre transversal de T dans Î2 : nous supposerons de plus que î2 a été
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choisi assez petit pour que r soit exactement l'ordre transversal de T au
voisinage de e et que r ^- o : Nous allons en déduire une contradiction.

Soit ̂ / un voisinage symétrique de e dans G tel que ̂ /2 C ̂  Soit/€ (X)Qr (JE) :
pour zç^ï^ la fonction x->f(xz) est à support compact dans Î2 et, par
suite :

(6; 84) T'^f(z)==j'f(^s)dT(^)=: ̂  (T,^D'-)'i,f(z)
I W l-^/'

= ̂  D-*T;,*/(.s).
[wl^r

Soient alors (»)' un voisinage ouvert de 0 dans/?^ et W un voisinage ouvert
de e dans g tels que Wexp (oY) C ̂ / et prenons/de la forme/g exp <)==çp (<) 4' (E)
avec 9 € <A\.)/, 4' € <^r (^) : on a pour z == YÎ exp ^ e î2' :

(6; 85) T;, */(.-) == ( f(xz)dT^x)
^G

= f?(<) ^ (î-n)ciT^ = 9(<) (^ * ̂ ) (vî),
J ^ 8

if désignant le produit de composition sur^ et T'-> T' l'application / définie
ff
sur^. Soit n un élément de F : <(a, T' ̂  /)> est une fonction indéfiniment
différentiable scalaire et l'on a

(6; 86) < a, T */(.-)>==< a, 1 D'-' * T;, */>
==^^'*(9(^)<a, r;,*^(yî)».

Les hypothèses faites sur T entraînent que l'application f-> <^ a, T' ̂  /^ se
prolonge en une application linéaire continue de CQ, (E) dans l'espace Mo des
mesures scalaires sur G. Si nous fixons ^ dans Cj^(E) et si nous posons
^ (^ )=<<7, r ' *^ (Yî )> , l'application linéaire 9 -^S^* (?(^ ^(^))
doit être continue de C^ dans Yl/ç. Or pour tout m^ on a pour/ :

(6; 8;) 2^*/= ^ ^^(^^)^ ̂  ^p/(^^)+•'^
j /z 1 = j m ]

les termes non écrits ne faisant intervenir que des dérivations partielles par
rapport à / d'ordre inférieur à [ m |. D'où

(6; 88) ' ^ ^'*(?(QU^))
; n\^'-

( \ ^.== 2 2 ^^'(^ ^) ̂ (^) ) ̂ ,.. àt^^4" " ̂
|/il=/- l /n[=/- / l /

les termes non écrits ne faisant intervenir que des dérivées de cp d'ordre <^ /'.
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Mais la mesure de Haar sur Î2 est équivalente à la mesure dt^ dt.^... dtpdgÇi)
et par suite, pour toute fonction a€^/^, Inapplication

Q~>( ̂  (f 2 am^^ ^)^(^)a(yî)<?( rî)^^?(Q+•••^^l•-•^
\ |72|=:/-\ ^ [ 7 7 î | = / - / /

se prolonge en une application linéaire continue de <3^ dans M^. Posons

( 6 5 8 9 ) On(t)=: V ^,,,,,,(^7î)À,,,(Y})a(Yî)^(Yî) pOUr | Jï \ = f\
v 0' ,\ ni \ ==/'

Nous venons de montrer que les hypothèses faites sur T entraînent que pour
toute ^ ç € ^ ' la distribution (38) :

(6; 90) ^ a^)^o(^+•••
\n\=r

est une mesure sur fi/' : les ( ( / n ( t ) étant des fonctions continues, ceci exige
que an(t) = o pour tout n avec | n \ = r (rappelons qu'on a supposé /• > o).

donc f V ^/ / / ,«( / î ï( ) ^m(^) a ( Y î ) dy{n)==o pour toute a € û?// ,
tYo

& l / / ( [ ^= - - / -

donc ^. a/n^,(t, r^) ̂ ,ii W ̂  o- Mais pour tout (^, Yj) € Î2', on a dét ^,/^(/. y/) ̂  o.
; 1 1 1 \ -=-!•

car les dérivations D'11 pour \m\== r forment une base des dérivations
transversales d ordre /• module celles d'ordre inférieur à /'. Par suite on
a 7.,n('n) ==-0 pour tout rie H', c'est-à-dire T',^ ^ç ^(c) == o pour | m \ = r

SB
et ^ço^^(JE)^ donc T,n est nulle dans H pour \f}i\z=r: autrement dit T
est d'ordre <</• au voisinage de c, ce qui est la contradiction cherchée,
T ayant été supposée d'ordre exactement r. Par suite T est au voisinage de e
donc partout l'extension à G d'une distribution définie sur ^ ' .

REMARQUE 6; 3. — On peut démontrer le lemme suivant où // désigne la
dimension du groupe G :

LEMME 6; 2. — Soient E et F deux espaces de Frécliet^ T une E ÇQ F-
distribution sur G telle que Inapplication f-> T' i^ f soit continue de € ( E )
dans (C(F))' : T est d''ordre fini., inférieur ou égal à 2 n -h i.

Soit en effet aç.E\ b ç . F ' . posons pour c? e cP^, 7^(o) == T(oa 0 b) ;
Ta,b est une distribution scalaire et on a pour o, ^e<D :

(6; 9i) (T^*^)^)^^*^)]^).
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Par suite, l'application ^ ->- T'^^ ̂  ̂  est continue de CG dans Cç : pour 9 € <%
toutes les dérivées de T'^^ ̂  9 jusqu'à l'ordre n sont donc des mesures, ce
qui entraîne (<•/. [34-], chap. VI, théorème XVIII) que 7^ ̂  ̂  9 est une
fonction localement bornée pour toute 9€d)" : on en déduit {cf. [ 34- ],
chap. VI, théorème XX, remarque 1) que Ta,b est d'ordre ^n. Pour tout
compact K àe G, T est donc séparément continue sur ̂  x E x F, donc
continue sur ^^(^(g) ̂ ), donc continue sur CQ^^ÇE^F) d'après les
résultats de M. L. SCHWARTZ rappelés au paragraphe 5, n° 4-.

On peut donc préciser le corollaire 1 au théorème 3 : soient 6^ et U91 deux
représentations induites par L et M respectivement (au sens de la défi-
nition 4-; 2). On a

în+l

(6; 97) i{U^ V»)^^ ̂  i(L\ M»; P, r).
P /-=0

De même, on peut remplacer dans l'énoncé du théorème 5 « pour tout
entier r ^o» par « pour tout entier r compris entre o et 2 dim G + i ».

REMARQUE 6; h'. — On pourrait combiner en un certain sens les méthodes
et résultats des n°' 3 et ^ pour obtenir un critère d'irréductibilité dans des
cas un peu plus larges, par exemple celui où il existe dans G une infinité
dénombrable de sous-variétés P possédant les propriétés topologiques des
doubles classes du n° ï, et telles que les translations œ-^'ç-^x •n définissent
sur chaque P une structure d'espace fibre admettant -Ti x r2 comme groupe
structural au sens du chapitre I, proposition 3; 3.

REMARQUE 6; 5. — La représentation Ar{^) se déduit simplement de la
réprésentation Ai(co) : On peut en effet écrire DP-==-D^ ... D^ avec
i ̂ î'i^ ... ir^q et de même D111^ D^ . .. D^ avec i^y'i^ . .. jr^=q-

On vérifie alors facilement que ^o==V^^) ... Â^) la somme étant
<7

étendue à toutes les permutations (T distinctes des entiers/i, ... ,y,.. Autrement
dit (ce qui était d'ailleurs prévisible a priori) l'opérateur Ar{e\ &), co) est la

restriction au sous-espace des tenseurs symétriques de 0 C^ du produit
/•

tensoriel (g)Ai(e; dû, co).
Si en particulier Ty est résoluble^ les composantes irréductibles de A,-(co)

sont de dimension i et sont de la forme

(6; 93) +-^(^(^)ô,(^co.r))^,((o)-iJ]^(co)^,
/;

les ^(co) étant les valeurs propres deAi(^ ; co, co) et les Sk des entiers positifs.

REMARQUE 6; 6. — Comme nous l'avons signalé au paragraphe 4-, il peut
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arriver que, pour une représentation continue non unitaire L de F, la
représentation U^ se prolonge en une représentation unitaire^ soit U1' : ceci
implique iÇU^^ 6/z'o) 7^ o et le théorème 3 donne une condition nécessaire
de possibilité d'un tel prolongement. Supposons donc qu'il existe une forme B
d'entrelacement de U^ avec U^ définissant un vrai produit scalaire sur (^Lt>

(autrement dit, B est une forme hermitienne définie positive sur (^L9). Le
théorème 3 montre que U1' sera certainement irréductible toutes les fois que

la somme ^. ^. i(L°y Z°; P, r) sera égale à i. On pourra dans certains
P r

cas améliorer cette condition : Si par exemple B est continue sur C1', il suffira
pour être sûr de l'irréductibilité de ^/z', de savoir que

2 n +1

/(/.,r;e,o)+^ ̂  i(Lo, TO;P, r)=i.
71^ r=0

CHAPITRE III.

Paragraphe 7. — Représentations induites des groupes semi-simples.

1. Rappels sur la structure des algèbres de Lie semi-simples. —
Soit 0 une algèbre de Lie semi-simple sur le corps Cdes nombres complexes,
I) une sous-algèbre de Cartan de % (39). La forme de Killing B(x^ y ) induit
sur I) une forme quadratique non dégénérée qui permet d'identifier l) et son
dual : si cp est une forme linéaire sur I), nous noterons hç l'élément de I) tel
que (2?hy, h) = 9 (h) pour tout hç!). Soit A le système des racines non nulles
de 9 suivant I) : on sait que les combinaisons linéaires à coefficients réels des ha
pour açA forment un espace vectoriel l)r de dimension réelle égale à la
dimension complexe de I), c'est-à-dire au rang / de 9, et sur lequel B induit
une métrique euclidienne. Nous désignerons désormais par hi, ..., h/une
base (sur JR) de I) : c'est aussi une base (sur C) de I) et a(hf) est réel pour
toute racine a. On peut alors ordonner totalement les formes linéaires sur I)
qui sont réelles sur I) par l'ordre lexicographique relatif à cette base : nous
désignerons par ^ le système des racines strictement positives pour cet ordre
et par II le système des racines positives simples (c'est-à-dire qui ne sont pas
somme de deux racines de ^S). On sait que II se compose de /racines linéaire-
ment indépendantes ai, ..., a/, que toute racine a s'écrit comme combinaison
linéaire à coefficients entiers tous de même signes des a; et qu'il existe une
base de ^ formée des vecteurs h/et de vecteurs 6a (a€A) vérifiant les égalités

( 3 Ï ) Pour les définitions et résultats de ce numéro, voir [39], [26] et [23].
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suivantes :

(7; i) [h,ea]= a(h)ea pour bel),
(7; 2) [ea, e-a]=—ha,
(7; 3) [ea,ep]= ^pCa+p pour (3^— a,

les 7Va,p étant des nombres réels tels que TVa^^^-a,-^ étant entendu que
si a 4-(3 n'est pas racine (©a+p n'est alors pas défini) on convient d'écrire
encore (3) avec 7Va.p==o. Par contre, si a 4- (3 est racine, alors N^^^-o.
Une telle base de 9 sera appelée « base de Weyl » de 3.

H. WEYL a montré [ 39 ] que l'ensemble des éléments x de g de la forme
/

(7; 4) X==^^/hy+^(Maea4-^ae-a) (^-€^, U^ ç. C, l^= — 1 )
7=1 aeS

est une sous-algèbre (réelle) gu de j, sur laquelle la forme de Killing induit
une forme définie négative : %u est donc une forme réelle compacte àe î, que
nous appellerons forme compacte associée à la base de Weyl considérée.

Soit maintenant 90 une algèbre de Lie semi-simple réelle^ 9 sa complexifiée
6 le semi-automorphisme involutif de 9 défini par $o- Si tt est un sous-espace
complexe de g, nous noterons do le sous-espace (réel) ango de go- II existe
( cf.. [ 26 ] ) une base de Weyl de g telle que :

i° 6 laisse globalement invariante îa forme compacte gu associée à cette
base de Weyl et y induit un automorphisme involutif 9y. Alors %u se décom-
pose en somme directe de deux sous-espaces $; et $;, où ^=^c\^ est
l'ensemble des points fixes de 6y, et ^l'ensemble des xç^ tels que 6 X==—x.
Enfin îo=îî+iîï.

2° ÔM s'étend canoniquement en un automorphisme involutif § de j. Les
applications 6 et 6 laissent h invariante. On a^

/ 7 .5 ) (y(h7)=:::—h/ pour i^y^rn,
( 6(h/)== hy pour j^>m.

3° si I)-1- (resp. I)-) désigne la sous-algèbre de 9 engendrée par les h,
p o u r y > w (resp. i^/^w), Ipn^ est une sous-algèbre abélienne
maximale de i^; de plus l)îetl)^ sont respectivement sous-tendues (sur /?) par
les ihy poury> m et les h/ pour i ̂ j^m.

4° 8 (resp. 6) permet dissocier à toute racine a de % suivant I) une
racine 6a (resp. ?a) définie par

(7; 6) 9a(h)=a(6)(h)) et 6a(h) = a(8(h)).

On vérifie facilement que 6a = — Sa et que 1- se décompose en deux parties 2'
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et ^" : î ' est rensemble des racines a cl telles que Sa < o (cAi 6a>o)
et ̂  l'ensemble des racines a e 2 telles que 6a=a (ou8a==— a). La relation
a € ̂ // est équivalente à a (hy) == o pour i ̂ j^ m ou encore à a nulle sur l)o
eti'on a alors 8ea==6e-a==ea et Se_a== 9ea==e-a; enfin 5ea(resp. 6e»)
est toujours proportionnel à er (resp. en ).

A

Soit X =^, ^yhy+^Y ^a ®a un élément de 9 et soit h€ I):
/==i açA

(7; 7) [h,x]=^a(h)^e«.
açA

On a donc [ X, h ]==o (ou même [h, x]€l ) ) si et seulement si Uy, est nul
pour toute racine a non nulle en h : comme les racines nulles sur ̂  sont
précisément les racines de 1" et leurs opposées, on voit que le centralisateur
de Ijy" est m -4- I)-, m étant le sous-espace de 9 engendré par I)4' et les 6a et e-a
pour a € S". On vérifie aisément que m est une sous-algèbre ; en outre m + I)-
est également le normalisateur de ̂  dans $. Soit

/

I"L= ̂  ^-hy-4-^ (^ea4-M-ae-a),

y = / n + i a;€S"
/

(7; 8) 6m==— ^ ^hy4- ̂  (^ae-a+^-aea).
•'r^m+l a^S"

Par suite, 6m == ni si et seulement si les ^y sont imaginaires purs et si Uy==.~Uy, :
mo==mn0o est donc contenu dans go^^/, c'est à la fois le centralisateur et le
normalisateur de 1)̂  dans î o n g u î donc mo est une sous-algèbre de l'algèbre
compacte 9^, donc est réductive et est somme directe de son centre et d'une
algèbre semi-simple compacte. D'autre part, (8) montre que m est invariante
par 6, donc est le sous-espace complexe engendré par mo.

Soit d'autre part n le sous-espace de 9 engendré par les 6a pour ae^.
Si a etpei' etsi a+j3€l, on a 9 (a4- (3)==6a+6j3>o donc a+^eF.
Si maintenant aç^ et (Bç^, les formes linéaires a ± (3 sont positives
puisque |3 est nulle et a non nulle sur les m premiers hy et si a ± (3 €-2,
0(a ± (3) == 6aqz (3 est elle aussi positive, donc a±(3€^ : on en déduit
immédiatement que tt est une sous-algèbre niipotente de g, que I) 4- n est
une sous-algèbre résoluble et que [w-+-l), n ]==n . Soit t to==nnîo : comme
6a e ̂ / pour a e 2', n est invariante par 6 et est donc le sous-espace complexe
engendré par tio*

Posons enfin CQ == Wo + l)o' + HO : il est clair que Co est une sous-algèbre
de «go- On a [ jCo, Ho] :=: [ b u » "o] = tto et jc==w+l)-4-n est le sous-espace
complexe engendré parro.
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2. Groupes de Lie semi-simples réels. X»e sous-groupe r. — Soit G
an groupe de Lie semi-simple connexe, d'algèbre de Lie go- Iwasawa à
démontré les résultats suivants [ 26 ] : soit 7^ (resp. N) le sous-groupe
analytique engendré par 1)̂  (resp. tio) dans G; H (resp. N) est un sous-groupe
fermé simplement connexe abélien ( resp. niipotent ) et l'application
exponentielle est un homéomorphisme de \\Q sur H et de tio sur N. Le
groupe N est invariant dans HN ^ sous-groupe fermé simplement connexe
résoluble, de groupe dérivé N. Soit Z le centre de G\ G*== GfZ s'identifie
au groupe adjoint de go; le sous-groupe analytique K* de G* engendré
par go n ^u est un sous-groupe compact maximal de G. Soit K l'image réci-
proque de K* dans G : l'application (A:, A, n) -> khn est un homéomorphisme
de K x II x N sur G.

Soit M le centralisateur et jd le normalisateur de H dans K : ce sont deux
sous-groupes fermés de K contenant Z et M est invariant dans M. De plus M
et ]d ont tous deux iito comme algèbre de Lie, donc ont même composante
connexe de e : par suite W= ÀÎ/M est discret. D'autre part puisque ZcMc M y
MfZ s'identifie à un sous-groupe fermé de AT* donc est compact : a fortiori W
est compact donc fini: nous appellerons ce groupe fini W le « groupe de
Weyl restreint » de G.

Si x est un élément de G, nous noterons comme d'habitude ad.r (ou adç^
dans le cas où plusieurs groupes interviendraient), l'automorphisme de go
(ou de l'algèbre complexifiée g) correspondant à l'automorphisme inté-
rieur y->xyx~^ de G. Si xç.Ê^ on a œHx-^H et par suite ad j? conserve ̂
(et réciproquement). Comme adcT laisse invariante la forme de Killing,
adj" restreinte à 1)̂  est alors une rotation pour la métrique euclidienne
définie par B sur 1)̂ . Si cette rotation est l'identité, l'automorphisme y-^xyx-^
laisse invariants tous les points de H et xç. M : on a donc obtenu une repré-
sentation fidèle de W dans le groupe des rotations de l'espace euclidien 1) .̂
D'autre part, on a une représentation canonique de W dans le groupe des
aulomorphismes de M module les automorphismes intérieurs : on ne peut
donc pas en général faire opérer W sur M^ mais on peut par exemple faire
opérer W sur les classes d'équivalence de représentations de M : si L est une
représentation de M (ou de Mff), nous noterons ^Z une représentation
appartenant à la classe transformée de la classe de L par l'élément s de W.

Il est clair que MQHAT est le sous-groupe analytique de G correspondant à
la sous-algèbre CQ= Wo+ l)o'4- iio : on a en particulier ^TV.̂ -1 C A" pour .z-CYV0,
puisque [mo, U o j C t t o - Soit d'autre part x un élément de M '. ̂  et ad^.l)^
sont deux sous-algèbres de Cartan de mo, algèbre de Lie du groupe compact
image de M° dans G*. Il existe donc un élément m € M° tel que : ad (mx) \^=- ̂  :
dans toute classe de J^ module M° il y a un élément x tel que ad x
conserve à la fois 1)̂  et 1) ,̂ donc aussi l)o, I) et I)/.. Donc ad x induit sur I) une
rotation pour la forme de Killing et la transposée (que nous noterons ^ad^c)
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de cette rotation permute entre elles les racines : en effet, on a pour h ç!)
et a ç A :

(7; 9) [ad^-^h, ad^-^.eaj^^l^ad.^.ea
^('ad.r.a) (adcr-^h) ad^-^Oa,

donc |3=:'ad^.a est bien une racine et ad.ar^.ea est un multiple non nul
de 63. De plus, ad^? conservant l)'u, ^ad^c permute entre elles les racines non
nulles sur 1)̂ , c'est-à-dire les racines appartenant à l r \ J ( — ' ^ f ) : d'où
ad.r. tïo C n H-ti7, ou n' désigne la sous-algèbre engendrée par les e-a
pour aç^.

Si maintenant x appartient de plus à M^ ad x est l'identité sur l)o et ^ad^r. a
est positive pour aç^S', donc appartient à ^ : on a ad.z-.tto Ciïo et par
suite xNx-^cN : comme nous avons vu plus haut que l'on avait également
yNy~~^ c N pour tout y e M°, on en déduit que M est contenu dans le norma-
lisateur de N et par suite que T == MIIN est un sous-groupe de G d'algèbre
de Lie ro. L'image canonique -T* de T dans G* est un sous-groupe fermé
comme produit du sous-groupe compact MjZ par le sous-groupe analytique
engendré par 1)^-1-no? qui comme nous l'avons dit plus haut, est un sous-
groupe fermé simplement connexe, d'ailleurs isomorphe à HN. Comme T
contient Z^ T est l'image réciproque de T* et par suite T est un sous-groupe
fermé de G.

Nous allons dans ce chapitre essentiellement étudier les représentations
de G induites par une représentation irréductible de dimension finie de r :
nous verrons que ces représentations sont « presque toutes » irréductibles.
Soit U une représentation unitaire irréductible de T dans un espace
vectoriel E de dimension finie. Dans tout ce qui suit, m, À, n représentent
des éléments arbitraires de M ̂  H^ N respectivement. Comme HN est un
groupe résoluble connexe, il existe d'après le théorème de Lie (cf. [19]) un
vecteur a non nul dans E et une représentation ^ de dimension i de HN
tels que Z/^a==^(A/i) a. Comme N est le sous-groupe des commutateurs
de HN^ on a nécessairement ^(/z) == i et % est un caractère unitaire de H.
D'autre part, on a
(7; 10) LhnLna==LmLhLm-inma==')c(h)L,na.

Le sous-espace vectoriel sous-tendu par les L,n a, est donc invariant par Z,
donc coïncide avec 2^ tout entier et L^n se réduit au scalaire ̂ (h) : autrement
dit, une représentation unitaire irréductible de dimension finie de T s'obtient
en partant d'une représentation unitaire irréductible de dimension finie (4 0)

( 4 t ) ^//M° étant fini et M° étant un revêtement connexe d'un groupe compact, toute
représentation irréductible de Afest de dimension finie.

Remarquons que des raisonnements analogues permettent plus généralement de déter-
miner les représentations irréductibles de dimension finie d'un groupe de Lie G con-
nexe ^supposons G simplement connexe. Il existe alors dans G deux sous-groupes
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de M^ soit m-^L^ et d'un caractère unitaire ^ de H et en posant

(^ I I ) L^=^{h)L^

Pour pouvoir appliquer aux représentations de G induites par ces repré-
sentations de F les résultats du chapitre II, il nous faut montrer qu'il n'y a
qu'une infinité dénombrable de doubles classes module I\T; d'une manière
précise, nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 7; 1. —'Toute double classe modulo T:F rencontre M suçant
une classe modulo M. Par suite, il n'y a qu'unnombre fini de telles doubles
classes; elles correspondent biunivoquement aux éléments du groupe de
Weyl restreint W de G ( u ) .

La démonstration repose sur plusieurs lemmes préliminaires. Posons
pourj-eG, r.z.=:ronad^.ro.

LEMME 7; 1. — Pour tout x de G, on a Co== r.^+ Uo.

DÉMONSTRATION. -- On a évidemment^-h HO C CQ ; il suffît donc de démontrer
que dim(^+ tio) == dimro. Comme x est de la forme u/in avec uç.K.hç.H
et nç.N et que ad(/m). ro==ro, on peut supposer que x appartient à K.
Posons pour a, b€0 :
(7; 12) Ç(a,b)=-^(a, ?b),

Ç restreinte à ^o est une forme bilinéaire réelle symétrique : on a en effet
pourai, a2€0;etbi , b.eg;; :
(7; i3) Ç(ai+îbi, a, 4-^)=--^ (ai, a^—i^âi, b,)

-4- iB(b^ SL,) - ̂ (b,, b,) =:- B{^ a,) - B(h^ î),)

car ^ et gy sont orthogonaux (sous-espaces propres correspondant à la
valeur propre -+-1 et — î de 6u). De plus, Ç(a, a) est une forme quadra-
tique définie positive sur ^o puisque £ est définie négative sur $y. Enfin ad a?
pour x çK conserve $o et 0y, donc commute avec 9 ce qui montre que Ç est
invariante par ad x.

fermés simplement connexes /? et 6', JR distingué résoluble, S semi-simple, tels que G
soit le produit semi-direct de 7? et S. Soit L une représentation irréductible de dimen-
sion finie de G : il existe un vecteur a -^ o et un caractère ^ de R tels que Lrd= %(r)a ;
L étant de dimension finie, % n'a qu'un nombre fini de transformés par les automor-
phismes r-^xrx-1 de R{xeG\ donc, puisque G est connexe, est invariant par ces
automorphismes et L est de la forme Z,r= % ( r ) Z^.(re/?, se 5), Z/ étant une repré-
sentation irréductible de dimension finie de S.

(41) La démonstration qui suit m'a été communiquée par M. HABISH-CHANDBA. Ma
démonstration originelle [6] reposait sur une vérification explicite de ce théorème dans
le cas des quatre grandes classes de groupes simples complexe et n'était valable que
pour les groupes semi-simples réels dont l'algèbre de Lie complexifiée est un produit
d'algèbres simples classiques.
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Pour toute racine (3 ̂  o, ad 6p transforme un élément de 9 appartenant à
la racine a en un élément (éventuellement nul) appartenant à la racine a -i- ;3
[ c/. (2 ) et (3)] : par suite 2?(a, 63) = Tr(ada.ad ep) .== o si a rapporté à la
base de Weyl de 0 ne contient pas de termes en e—p : d'où pour acre
et a€^' :

(7; i4) Ç(a, ?e?)=~^(a, ea)=o.

L'orthogonal c1 de ro dans ^o pour Q contient donc 6tio* Or

(7; i5) dim ri =;= dim go—dimro== dim»o==dim§'iio,

d'où
rl=:?iïo et ( ro-h ad-r.ro )l== 0(tïonad.2*.no)-

Or iio est exactement le sous-espace de ro formé des a tels que ada soit
niipotent donc UQ r\ ad x. tio '==• ^x C\ no et

(7; 16) dim ( Cy 4- ad x. CQ ) == 2 dim ro—dimjCa.== dimgo—dim(r;cni ïo)-

D'où finalement

( 7 ; 17) dim ( Cjc 4- tio ) = dim r.z. + dim Uo — dim ( Cx r\ tto ) == dim Ho
4- adimro—dim^o^^ dim^o, c. Q. F. D.

LEMME 7; 2. — Pour qu}un siçco appartienne à 1)^ -h- no? il faut et il suffit
que les valeurs propres de ad a dans 0 soient réelles.

DÉMONSTRATION. — Soit a==v 4- w, V€nio, W€l)o^-+- tio. Comme 1)̂  est une
sous-algèbre de Cartan de mo, algèbre de Lie d'un groupe compact YV/Z, il
existe un m dans M tel que ad /TZ.V€I)^, donc ad m. Si == h + n, ll€l)o, neno
Les valeurs propres de ada sont donc o et a(ll) pour açA. Or les racines
prennent des valeurs réelles sur ̂  et imaginaires pures sur ̂  : par suite ada
a des valeurs propres réelles si et seulement si hçl)^ donc si et seulement
si a == ad m~1. (h H- n) appartient à l)'o-+- Ho-

Rappelons enfin le lemme suivant (cf. [6] p. 551 et [25J, lemme8) : nous
dirons qu'un h. € l}o ^t « régulier dans 1)̂ " » si a (h,) 7^0 pour toute
racine a € ̂ /

LEMME 7; 3. — Soit h € l)o'î régulier dans if^ : quel que soit neiioi il existe
un nçN tel que ad ̂ . h = h 4- n.

Nous pouvons maintenant passer à la démonstration du théorème 7; 1 :
soit h un élément régulier dans l)o'; le lemme 1 montre qu'il existe un nçiïo.
tel que h+n ç Cxi donc d'après le lemme 3 il existe un n^ € N tel que ad niîl ç Cy:
donc tel que a == ad .ar-1 n^.'h.çco. Mais les valeurs propres de ada sont
réelles car ce sont les mêmes que celles de ad h. : a est donc de la forme
h'+n', h^l)^, n^eiio? et les valeurs propres de ad h' sont les mêmes que
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celles de ad h, d'où a(h') 7^ o pour a€^. Il existe donc d'après le lemme 3
un n.î dans A" tel que ta!-=: ad ^.a== ad^.r-1/^).!!; Qià.Çn^1 xn';1) trans-
forme le centralisateur de h' en celui de h, c'est-à-dire conserve J )o -hmo.
Comme ï)~y est l'ensemble des b € l]o4- nto tels que ad b ait ses valeurs propres
réelles, ad(/i71 xn^ ) conserve l)y et par suite y = n~~^ xn7^ appartient au
normalisateur de //.c'est-à-dire à M. Donc toute double classe module N
(et a fortiori toute double classe module T ) rencontre M.

Il ne nous reste plus qu'à démontrer que si deux éléments Zi et ^ de ]\Ï
appartiennent à la même double classe F x F, ils sont congrus module M ( la
réciproque étant évidente) : on peut supposer que ad ^ conserve l)^ eti)^, car
il y a un tel élément dans toute classe de M modulo M° (cf. supra) et nous
avons vu que dans ces conditions, ad^i . i ioCu-h n/. Soient alors /i et ^ deux
éléments de T tels que ^i== 0^2 et soit ll€^ : o11 a

(7; 18) ad(^i).h=:ad^i.h-mi,
(7; 19) ad(^2).h=ad^2.(h 4-n:>):=ad52-h-{-113-1-113,

avec ni, n.2, n:,en et 113 çi^. Comme ( i l -+-n ' )nl )u"== { o { , on déduit
de /i3i==;^.^ ad^i .h==ads .2 .h : donc ad 3i371 laisse l)o' invariante point
par point, donc ^i ;71 €J/, c. Q. F. D.

3. Les représentations A,- (&.)). — Le théorème 7; I montre que nous
pouvons appliquer aux représentations de G induites par une représentation
de F le théorème .'); 6 du chapitre II : il nous faut donc déterminer maintenant
les nombres /(/, L ; .r, r) et par conséquent étudier les représentations A ,.(&))
introduites au paragraphe 6 des différents sous-groupes r.y== T n xïx~~^ de r :
il suffit bien entendu de faire cette étude pour x parcourant un système de
représentants des doubles classes module F; F. Or nous venons de voir qu'on
peut choisir dans chaque double classe un élément xç.M et tel que ad.-c
conserve à la fois ^ et 1)̂  : dans toute la suite de ce numéro, x désigne un
élément fixe de G satisfaisant à ces conditions.

Etudions tout d'abord le groupe I\. : l'automorphisme intérieur y —^ xyx~^
conserve à la fois// et M\ donc \'y=iMHNx avec Nx -= r.-r n N. Or iio est
l'ensemble des açro tels que ad a soit niipotent : comme A^^rexpito? il
est clair que Nr\xTx-^ CxNx-^ d'où Nx= Nf^xNx-^^z exp n.i. avec
ity=: nonad^- .no== r^nno- D'autre part nous avons vu plus haut que la
transposée ^àx de ad.r restreinte à I) permute entre elles les racines appar-
tenant à l/ u (— l/). Posons Z^.== 2/ n ^ad x~^ (^/) et soit I-;. le complémentaire
de ̂  dans ^/ : ^ad^"1 (^ /) est la réunion de 2 .̂ et de racines négatives qui
sont nécessairement les opposées des racines de I<ï., puisque l/ [ donc aussi
^ad x~^ (^' )] ne contient pas de couple de racines opposées. Comme n est
engendré par les 6a pour ae-S', ad.r.n est engendré par les 6a avec
aç^ad x^^L') et nnadc r .n est le sous-espace vectoriel de 9 engendré par
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les ©a avec a€^.. Enfin, comme n est le sous-espace complexe engendré
par ito, nnad. r .n est le sous-espace complexe engendré par

n^, == no nad^.Uo== nnad^ .nn go-

La représentation Ar(w) se compose de deux facteurs : l'un |_ qui est

d'ailleurs la représentation Ao(w) ==: (ôr(ûi)) ôr^-^.z')) 2 ôr^(<^)J ne dépend
que des fonctions ô sur F et Fy, l'autre est un produit tensoriel symétrique de
la représentation A^l A j . Nous allons tout d'abord démontrer que Ao(w)=ï^
nous utiliserons le

LEMME 7 ; h-. — Soit S un groupe de Lie connexe : on a ô^(j)=:dét (ad^j).

DÉMONSTRATION. — Soit Î2 un voisinage de 0 dans l'algèbre de Lie » de S
tel que l'application exponentielle soit un homéomorphisme de Î2 sur un
voisinage de e dans *S'. Soit do. la mesure de Lebesgue sur l'espace vectoriel
réel 8 : on sait que pour aei2, on a d^(exp a) == o(a) a?a, 9 étant une
fonction analytique ne s'annulant pas dans H(cf. par exemple [1]). Doù
pour r fixe et a == exp a suffisamment voisin de e \

(7; 20) à s ( } ' ) dsCi-==- dsÇy'ay-^) == <^(exp ady.a) == o(adj.a) ^(adj .a).

D'où ô^(j') 9 (a) == 9(adj ' .a) dét(ad^j') et en prenant a == o :

( 7 ; 2 i ) ô^.(j)==dét(ad^j).

COROLLAIRE. — Soit S nu groupe de Lie connexe^ A et B deux sous-
groupes fermés tels que S==AJB^ A H B==z { e j ; on a, <% un facteur constant
près {cf. [ 23 ], lemme 27) : ds(ab) == dét (ad^a)/dét (ad^) ̂  a ̂ 56.

En effet, B est une section de S fibre par A : la fonction p correspondante

est Q(ab) == \ et le corollaire est une conséquence immédiate du lemme ̂

et de la formule (1; 3).
Appliquons le lemme ^ à la détermination de la fonction or : tout d'abord

ôi -(ni) ==i pour mçM, car m->0r(7n') est en réalité une représentation du
groupe compact M/Z dans le groupe des réels positifs. De plus, Or(n} == i
sur le groupe des commutateurs de HA\ c'est-à-dire sur N. Il ne reste donc
qu'à calculer Or(n) pour h == exp h, hçl)^ : on a

(7; 22) ôr(A)==détadr(exph)=dét exp (adcoll) == exp(Tr(adcoll)),

jf == m -+- ï}~~ 4- n étant le sous-espace complexifié de ro, Tr (adcoh.) == Tr(adch).
Or les valeurs propres de ad h. dans c sont o un certain nombre de fois et a (h)
pour a € 2-' : d'où

(7; 23) Tr(adcoh)==^ a(h) et §r(h) =JJexpa (h).
aeS' açS'
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Pour simplifier les notations, nous poserons pour a racine de 9 suivant h
et À==exph, hçljo :
(75 24) Â(a)==expa(h) .

On a donc h(— a)==A(a)-1 . On tire alors de (28) :

C7; 25) ôr(w^)=]^[ Â(a) .
a<=2y

Des raisonnements analogues permettent de déterminer ôi^ : soit mç:M,
hç.H^ n €-A^.; on a pour les mêmes raisons que plus haut :

C^ 26) àr^(m)=:8^(n)==î

et si À=exph, hçl)o, on a ô'rJÂ) = exp Tr (adr.h). Les valeurs propres
de ad h dans le sous-espace m + 1)-4- (nn ad .r.n) complexifîé de r^ sont o un
certain nombre de fois et a (h) pour açl^, d'où finalement

(7; 27) ^(mhn)=:Y^h(oi)

aeS^
D'autre part on a

^{x-^mhnx^-zzL^^x-^mxx-^hxx-^nx)^ TT (x-^ hx) (a).
aeiy

Or si 7^== exp h, .y-1^ = exp (ad ̂  -l .h) et (.2?-1^) (a) == /^ad^.a).
D'où

(7; 28) ô^(^- lm/m^)=^-JÀ(^ad^- l.a)= TT A(a).

aeS7 aetada?-i(S')
Or on a

^^^U^ et ^^-^^^^^^(—I;.).
D'où

(7; 29-) ^(m/^ôr^^m/i/i.a?)^: TT h((x)^i== §^^(mhn)\

aeS^
D'où finalement le résultat cherché :

PROPOSITION 7; 1. — Quel que soit xç. G et wçT^ on a Ao(w)==i.

Passons maintenant à l'étude de A^(ûû) : nous nous contenterons de déter-
miner les composantes irréductibles de Ar(w) restreinte à ff. Remarquons
tout d'abord que Ai(ûû) n'est pas autre chose [puisque Ao (&))== i] que le
quotient de la représentation co-^s^ -Z>*£(o-i de 1̂  dans l'espace des
dérivations d'ordre i au point e par le sous-espace des dérivations tangentes
à T^Tar-1 : en identifiant les dérivations en e avec l'algèbre de Lie comple-
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xifiée $, on voit que Ai(co) est le quotient de la représentation adjointe de I\.
dans 9 par le sous-espace stable ro-+-ad.r.ro. Or roH-ad.2-.ro contient I),
les ea et ea pour a e I", les 6a pour a € 1-' et les e-a pour a e ̂ . : un supplé-
mentaire de jCo+ad^ .Co est donc sous-entendu par les e-a pour aç^'..
Or e-a est vecteur propre de la représentation adjointe de Tfdans $, de valeur
propre À(a)-1 : par suite, les composantes irréductibles de Ai(w) restreinte
à H sont les représentations h -> A(a)-1 pour a € ̂ ..

On a alors immédiatement les composantes irréductibles de Ar(^) restreinte

à H {cf. remarque 6; 6) : ce sont les représentations h-> | | h (a)-"»,
«es^

/la entiers positifs, ïriy,= r.
Or les racines a cl/ restreintes à lisent strictement positives pour l'ordre

lexicographique défini par hi, ..., h,^ (car elles sont positives comme appar-
tenant à 2 et a=:o sur ̂  entraîne açZ"). Par suite, quels que soient les
entiers positifs non tous nuls n^ ^S/ia a est une forme linéaire réelle positive
et non nulle sur t)^ : comme 77== exp l)^, on en déduit la :

PROPOSITION 7; 2. — Les composantes irréductibles de Ar(w) restreinte

à H sont de la forme A-^rT/i(a)-^, Uy entiers ^o, de somme r. Ce
a€27

sont des représentations de H dans le groupe multiplicatif des nombres
positifs^ distinctes de la représentation unité pour r"> o (42).

^. Irréductibilité et équivalence des représentations 6 .̂ — Soient Z1

et Z2 deux représentations unitaires irréductibles de dimension finie de F :
rappelons que L1 restreinte à M est encore irréductible et que L1 restreinte
à H est de la forme h -> L\=.^{h) /, ̂  caractère unitaire du groupe abélien H
(/désignant l'opérateur identique). Soit ̂  la représentation unitaire de G
induite par U : pour déterminer iÇU^, ^Lî), il nous faut étudier les
nombres i(L\ Z2; x^ r) pour x parcourant un système de représentants des
doubles classes module F et r entier ̂ o. Nous avons vu qu'on obtenait un tel
système de représentants en choisissant pour chaque élément s du groupe de
Weyl W == M/M un élément Xs dans la classe module M image réciproque
de s dans M. On peut de plus supposer que ad ̂ .1) ==:!). Pour r;>o, les
composantes irréductibles de Ar(w) restreinte à H sont réelles 7^ i : or la
représentation co -> L^(^) L^(^^ étant unitaire, n'a pas (une fois restreinte
à H) de composantes irréductibles réelles 7^1. Par suite, on a ?(Z1, Z2; ̂ , r)=o
pour r ^> o.

Pour r==o, on a .4o(û))=:i; donc i(L\ Z2; Xs, o) est le nombre d'entre-

( 4 2 ) Comme HN est un groupe résoluble connexe du groupe dérivé N.c cette proposi-
tion donne en réalité les composantes irréductibles de Ar{w) restreinte à HNx.
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lacement des représentations w->L^ et co-^Zj^i^ de F^. Or Fa:, contient
J ĵy et Z1 et Zj^-itri^r^ZIo sont des représentations irréductibles de MH.
Comme L\= Zj^i^== i pour nçN^ le lemme de Schur montre que
/(Z1, Z2 ; Xs, o) = i si les représentations Z1 et ^Z2 de Ml/sont équivalentes
et que sinon, zf(Z1, Z2; ̂ , o)==o. En appliquant le théorème 6; a, on voit
que le nombre d'entrelacement i(U^\ U^°) est inférieur ou égal au
nombre d'éléments s de W tels que les représentations Z1 et <Z2 soient
équivalentes.

THÉORÈME 7; 2. — a. Soit L une représentation unitaire irréductible de
dimension finie de T = MHN. Si, pour tout élément s ̂  e du groupe de
Weyl restreint W de G, les représentations L et ' L de MH ne sont pas
équivalentes, alors la représentation unitaire induite U1' est irréductible.

b. Soient Z1 et Z2 deux représentations irréductibles de dimension finie
de F .' les représentations unitaires induites U^ et U^ sont équivalentes si
et seulement si il existe un s ç. W tel que les représentations Z1 et ^Z2 de MH
soient équivalentes.

Il est clair que la majoration précédente de iÇU^, ~U^) démontre les
assertions du théorème 7; 2, sauf l'équivalence unitaire de U1' et U^ [en
désignant par <Z la représentation mhn-^^Çh)^^ de F]. Remarquons tout
d'abord que U1' (si elle n'est pas irréductible) se décompose en somme
directe d'un nombre fini de composantes irréductibles [puisque iÇU1', U1)
est fini et même borné par l'ordre de W\ Désignons comme plus haut par Z
le centre (discret) de G et par K le sous-groupe image réciproque dans G
du sous-groupe compact maximal K* de G*== G/Z et soit M" l'image de M
dans K*. On sait qu'une représentation irréductible de dimension finie de K
de caractère À ( 4 3 ) n'intervient qu'un nombre fini de fois dans la restriction
à K d'une représentation unitaire irréductible de G ( [19], [23] ) donc aussi
dans la restriction à K de ^/z : On peut donc utiliser les résultats de la
théorie des fonctions sphériques ([19], [2^]) : on appelle « fonction sphérique »
d'espèce À de la représentation U1' la fonction x->- ̂ {x) = Tr(E(^) U^),
E(l) étant le projecteur orthogonal sur le sous-espace (de dimension finie)
des éléments qui se transforment par U1' restreinte à K suivant la représen-
tation de caractère À. Pour démontrer l'équivalence unitaire de U1' et de 6 ,̂
il suffit de démontrer que pour tout caractère À de K, on a ̂ = ̂ SL : en effet
soient UL=='2^niUi et î/^rrr ^Ln j U ' i les décompositions en sommes directes
(finies) de représentations unitaires irréductibles de U L et î/^ et soient ^( et
cp^/ les fonctions sphériques d'espèce \ de U1 et U ' J . Si pour tout À, on a cp^== cp^,

' ( 4 3 ) Dans ce qui suit nous désignons par « caractère » d'une représentation L la
fonction X(a?) = (dimZ^-1 TrL».
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on a ïrii^==1n'^^. Or des fonctions sphériques non nulles de représentations
inéquivalentes sont linéairement indépendantes ([24])et deux représentations
unitaires irréductibles sont équivalentes si elles ont en commun une fonction
sphérique non nulle ([19], [24]) : en choisissant un À tel que îp^^o, on
voit qu'il existe nécessairement un indice y tel que U1^ U^' et rii= n'^ d'où
l'équivalence unitaire de U1' et U'1'.

Il nous faut donc démontrer que (p^==cp^ pour tout À. Remarquons tout
d'abord que pour zç Z, U^ se réduit au scalaire %(^) , % désignant le carac-
tère de Z. Par suite, la représentation de K de caractère À ne peut intervenir
dans U1' que si À(,s) = y ^ ( z ) pour zç. Z : Pour une telle représentation, on a
(cf. [24], p. 240) :

(7; 3o) ^ (À)=(d imÀ) 2 f 'k{k)U^dk\
J K*

en désignant par dk* la mesure de Haar sur le groupe compact K* norma-

lisée par f û?/r*==i.
J K *

Dans [19], M. GODEME^ a calculé (dans le cas ou le centre de G est fini)
les fonctions sphériques d'une représentation induite par une représentation
de dimension i d'un sous-groupe T tel que G=KT : nous nous trouvons à
peu près dans le même cas, sauf que la représentation de T (qui est ici T)
n'est plus de dimension i et que K n'est plus compact, mais extension de Z
par le groupe compact K*. Cependant les calculs de M. GODEMENT se généra-

lisent facilement à notre cas voir aussi dans [25] le calcul du caractère

f->^(f) ==Tr(6^) de la représentation U1' (théorème 1), d'où l'on déduit

facilement la fonction sphérique 9^(/) == (dimÂ)'2 r À ( k ) ̂  (s^-i^y) dk* [.
J K * \

On obtient

(7; .3i) ^{x) = (dimZ) Ç ^kxk-1) dk\
J K *

la fonction ̂  étant définie pour Ce F et kçK par

(7; 32) ^(W == (dimÀ)2 f %(Çm-1) À(mA:) dm\
J M*

dm* désignant la mesure de Haar sur M*, normalisée par j dmk= i. Remar-

quons que la quantité sous le signe f au second membre de (82) ne dépend

que de m* puisque À ( ^ ) ==%(^) pour ^çZ; d'autre part (82) ne dépend que
de ÇA:, puisque T r\K=M,

Soit alors s un élément de W et Xs un élément de M d'image s dans W\
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on a :

(7; 33) ^(Ç/r)=(dimÂ)9 f ^{œ^m-^œ-^mk) dm-
^M*

=(dimÀ)2 f %(^,^71m- l)À(/n^Â•^ l)^/n*
^M*

=^(^4^71).
D'où finalement

(7; 34) q^(^)=(dimZ) f^œ.kœk-^x-.^d^
JK*

=:(dimZ) C^{kœk-^dk-=^œ')

car dk* est évidemment invariante pour A opérant à gauche sur A*.

REMARQUE 7; 1. — II semble très probable que la représentation U1' est
toujours irréductible même si SL == L pour un s ̂  e : c'est en tout cas ce qui
se passe dans tous les cas particuliers étudiés jusqu'à présent | groupes
complexes classiques [16], groupe unimodulaire réel ([1] et [13])].
M. HARISH-CHANDRA a donné récemment [25] une démonstration de l'irréduc-
tibilité de « presque toutes » les représentations U1' quand G est un groupe
semi-simple complexe^ par des méthodes très différentes des nôtres : dans ce
cas, le groupe .M est un tore et L (qui est de dimension i) se réduit au pro-
duit d'un caractère de M par un caractère % de H. Cependant
M. HARISH-CHANDRA n'obtient l'irréductibilité de ces représentations induites
que dans le cas où % considéré comme forme linéaire sur /^ [par
h->-^(exph)] ne se trouve pas sur un ensemble de mesure nulle, réunion
des ensembles de zéros d'une infinité dénombrable de fonctions poljnomiales
sur le dual de h^. Malheureusement ces fonctions polynomiales ne sont pas
obtenues explicitement, ce qui empêche la comparaison avec nos résultats.

REMARQUE 7; 2. — Dans le cas où M* est connexe (d'où M==M°Z),
l'équivalence unitaire de U1^ et U^ résulte de la détermination du caractère
de la représentation U1' donnée dans ce cas par M. HARISH-CHANDRA ([25],
théorème 2 et lemme 12).

5. Lies représentations de la série complémentaire. — Comme nous
Pavons signalé au chapitre H, il peut exister des représentations unitaires
de G induites par une représentation non unitaire d'un sous-groupe :
nous appellerons (suivant une terminologie introduite par MM. GELFAND et
NAIMAR& dans le cas des groupes complexes classiques) représentations de la
« série complémentaire » les représentations unitaires (s'il en existe) de G
induites par une représentation irréductible L de dimension finie non uni-
taire du sous-groupe F. Supposons donc qu41 existe une forme d^entrelace-
ment B de U^ avec elle-même telle que 2?(/, g) soit une forme hermitienne
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définie positive (ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que U^ se
prolonge en une représentation unitaire) et soit T la E (g) ̂ -distribution
sur G associée à B. Nous désignerons par cp -> cp0' l'antiautomorphisme invo-
lutifde ^(g)/? [ou de ̂ (^ (g) 7?)] défini par

(a (^) b)0 == b (^) a pour a, bç.E

et par S->S°' l'antiautomorphisme « transposé » de ( E ^ E ) 1 [011
de ^(^(g)^)7] : ^(9):== ̂ (^7. On vérifie facilement que, p o u r / e t
g ç ( D ( E ) ( 4 4 ) on a (/* g)'= (^*7)<T• si 7r désigne rhomomorphisme
canonique de CO(E) sur d^0, on a d'après (6; 18) :

(7; 36) £(^f^g)=^fi,f(^)=Tf(fi,^)__

^((^/n^T^*/)

et B{ï:g^ TT/) = T\g'^ f) : par suite £ est hermitienne, si et seulement
si T'= T^. En particulier, le support de T doit être invariant par la trans-
formation x->x~^. Si ce support est l'adhérence d'une double classe Ç==r.zT,
il est nécessaire que x~ -1 € Ç. Si l'on choisit pour x un élément de jfî tel
que ad.a?./î == A, ceci entraîne que eZ? et ^-1 sont congrus modulo M : on
a x^=yç.Met la classe s de .r dans W est d'ordre 2.

Nous sommes donc amenés à faire les hypothèses suivantes : soit s un élé-
ment d'ordre 2 de W et x un représentant de s dans A/, choisi comme
toujours de manière que 9id.T.h=h : on a alors x^- =y ç M. SoitZ une repré-
sentation irréductible de dimension finie de F, de la forme À(£)Z^ , À étant un
homomorphisme non trivial de T dans le groupe des nombres réels positifs
et L1 une représentation unitaire de T (4 a) . Nous supposerons que le nombre
d'entrelacement î(Z/, L ; x^ o) est non nul, ce qui entraîne :

( À^-1^)^:^)-1 )
(7; 37) v -A-UA pour c()er-

\ ^x—^-Wx——^î ^(rî l ;

A étant un opérateur inversible dans E, On a alors

(7; 38) Zî.-x^.==Z^^=:yl^Z^^-2==Z^Z^Z;..

Or x^-=y entraîne y=x-^yx d'où À(j) = À^-^^) = ̂ (j)~1, puisque
jeAfcr^, d'où Â(j) ==i etZy==Z^.. (38) montre que ^l'Z^.1 commute avec
les opérateurs Z^ donc est un scalaire. Comme Z1 est unitaire, on peut
supposer que A est un opérateur unitaire de carré Ly. Posons

(7; 39) u(a, b) ==<(a, A-^b^ pour a, bçE.

( 4 4 ) Rappelons que s i /et gç. (©(£'), /*"^€^ (£' <8)~£') (poî/- § 1, n0 4).
( 4 5 ) Ceci est d'ailleurs la forme générale d'une représentation irréductible de dimen-

sion finie de F si M est connexe.
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On a pour w € I\. :

(7; 4o) u(L^a, Z.y-l^^)==:À(ûû)7(^-lût)^)<Z^a, A-^L^^b^
=<a, A-iby=u(a, b).

Par suite u est une forme d'entrelacement non nulle de L^ et L^-i^^ : les
conditions (87) sont donc équivalentes à î(Z, L\ x^ 0)^0. De plus on a

(7; 4i) u(b, a)==<&, ̂ -la>=<^-la, ^>

=:<^-2a, A-16>=M(ZJ. la, 6).

Comme ôi^(( iû) == (ô r (ûû ) â^(^- l(*)^))2, on voit facilement que la fonction

(^r(Ç) ôr^""1^)) '•'j resp.^ '-^—7——) est une fonction p sur T x^Tx-1

(resp. sur T) relativement à F^ (resp. 1^). Soit û?^ (resp. dv^) la mesure
quasi invariante associée : on vérifie sans difficultés que

û^r(^ ̂ ^"^^(pr^yî^'^pr^r^^YO^r^)

=(pr(^-1^) pr^))"^.^) ^r(Yî).

Soit Tia distribution sur Pouverl i^ç associée à la forme d'entrelacement u :
c'est une mesure sur Ç=r^r, donnée par [c/. théorème 3; 1, b et for-
mule (6; 66)] :

(7; 43) ^77(S- l^Yî)=K^0^)^(^(OÔ'^(ïî))^^(^ ^-^-l),

en désignant par U la forme linéaire sur E(^ E canoniquement associée à u.
On en déduit :

(7; 44) ^(Ç-^YO^^Yr1^-1;)
^^Z^Z.-.O^^o^rî)^^-^))^^^^,^-^^^),

(7; 45) ^T^(S-^yî)=:<(Z,._^(g)Z^)^(ô(Yî)ô(J-l£))T^(Y3,^-l^-*^
Or (4i) s'écrit encore ^Z^.4 (g)/)%CT== % et (42) donne

(7; 46) d^(-n, ̂ J-l^-l)=(p(^J-l^-l)p(yî))ï^^.(J-10^^(y3)

=ô(J)T(p(^-l^)p(Yî))^^(0^(^)

^^(^^^(E, ^YÎ.C-1).

En reportant dans (45), on obtient T'= T^.
Supposons alors que T soit une mesure, non plus sur î2ç, mais sur G tout
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entier, c'est-à-dire que T suit continue sur <$Q (2T(g) 2^) pour la topologie
induite par (^(^(g)^); (TT/, ' K g ) ->- T1 { / ' içg) est alors une forme d'entre-
lacement avec elle-même de la représentation induite par L dans C^ et comme
T ' •==. T^, cette forme -Z? est hermitienne. Si de plus .Z? est définie positive^
alors cette représentation se prolongera en une représentation unitaire U1'
de G induite par Z, dans l'espace de Hilbert ̂  complété de (f^ pour la

j_
norme -B(^fi T^fY '. on obtiendra ainsi une représentation de la série com-
plémentaire.

Nous allons montrer que cette représentation est en général irréductible :
il suffit évidemment de montrer que /(^/z, UL)=ï^ ou encore (cf. § 6,
n° 4, remarque 6; 7) que, si [ y i j est un système de représentants des doubles
classes modulo T'.T avec adc-c/.A == /î, iÇL^ L ; x^ r ) === o pour r >> o et / ̂  e
et que î\Z, L ; .a"/, o) == o pour t ̂  s. Nous avons vu au n° 2 que L1 restreinte
à II était un multiple d'un caractère unitaire ^ de H. Par suite L^)(^ ^.rr1^).^
restreinte à jRf est un multiple de la représentation :

(7; 4?) h^tW^^h^^W'y^h^,).

Si t==s^ on a / ( A ) =r/(j?71 A^.) et ^ (A) == %(^71 A^.) et par suite
Z/to® ̂ w^.r, restreinte à // est un multiple de la représentation unité : la
proposition 7; 2 montre donc que i(L, L\ œ^ r) = o pour r>o. Si ^ est
distinct de s et de e et si ;̂  n'est pas invariant par la rotation h—^x^^hjc^ le
caractère (47) n'est pas réel et par suite /(Z, L\ x^ r) == o pour r^o.
Enfin on a i(L^ L\ e, o)=o car si c était une forme d'entrelacement de L
avec L^ on aurait

(7; 48) ^, b)=v{L^a,L^b)='hWv{Ll,a,L^b)

et par suite :

< '̂ ll>"=•"p-^T=^>••••p!|^l^)l!=>(")•IMI•
d'où ||^||=:o, 7 n'étant pas trivial. Finalement nous obtenons le théorème
suivant :

THÉORÈME 7; 3. — Soit L une représentation de T de la forme
mhn —^ '^(mh) v(A)Z^, 7 étant un homomorphisme non trivial de T dans
le groupe multiplicatif des réels positifs^ % un caractère unitaire de H et L
une représentation unitaire irréductible de M. Soit s un élément d'ordre 2
de W tel que s).:==:^-1, ^=%, SL=L. Si la représentation U1' de G
dans (^L se prolonge en une représentation unitaire et si ^^^ pour tout
élément t de W distinct de s et de e, alors cette représentation unitaire est
irréductible.
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REMARQUE 7; 3. — Dans le cas des groupes complexes classiques,
MM. GELFAND et NAIMARK ont montré [16] qu'il existait effectivement des
représentations delà série complémentaire, que ces représentations étaient
toutes irréductibles même si L rr^Z pour certains t ç W-, qu'une représen-
tation de la série complémentaire et une représentation de la « série princi-
pale » étudiée au numéro précédent n'étaient jamais équivalentes et que deux
représentations de la série complémentaire étaient équivalentes si et seule-
ment si il existait un tç. W avec L=tL'. Si G est semi-simple réel quel-
conque mais avec M* connexe (d'où M==.M°Z)^ ces deux dernières
propriétés d'équivalence résultent de la détermination donnée par M,. HARISH-
CHANDRA du caractère de U1' [25]. Nos méthodes (quoique valables dans
tous les cas) donnent des résultats moins précis : par exemple si ^ n'est pas

de la forme A-^ll^a)""^, Hy. entiers positifs, alors U1' n'est équivalente à
aeS'

aucune représentation de la série principale.

6. Les représentations de la série dég-énée. — Le sous-groupe T consi-
déré jusqu'ici a été obtenu comme produit de HN par le centralisateur M
d'un élément régulier de 1)̂ . Si l'on remplace dans cette définition l'élément
régulier de l)"o par un élément singulier [c'est-à-dire tel que a (h.) == o pour
certaines racines a cl/], on obtient un sous-groupe PDF et l'on peut consi-
dérer les représentations unitaires de G induites par une représentation uni-
taire de dimension finie de F : on obtient ainsi ce que nousappellerons (tou-
jours suivant la terminologie de MM. GELFAND et NAIMARK) la « série
principale dégénérée » de représentation unitaire de G.

Partons d'un élément h singulier dans 1)̂  et soit A' l'ensemble des racines
de 9 suivant \\ nulles en h et soit ̂  la sous-algèbre de 1)̂  orthogonale à A'.
Nous choisirons la base de Weyl hi, . . . , h^, 6a, ... 5 e_a introduite au n° 1
de telle sorte quehi, . . . , Ta./Çï^j<. rn) forment une base de !)o eth/_n, ...,
h,» une base de l'orthogonal ^ de l)o dans l)^. Nous désignerons comme
au n° 1 par ^/ (resp. ^//) l'ensemble des racines positives non nulles (resp.
nulles) sur ̂  et par "L\ (resp. l*^) l'ensemble des racines de l/ non nulles
(resp. nulles) sur l)y. Il est immédiat que si a et (3€J^(/== i, 2) et si a -+- j3
est racine, alors a -4- (3 € 2^; si a € I/i, j3 € ^2 et a -+- (3 € I'7, alors a -h p € ̂ \.
Enfin on a 6^== l̂ ..

Soit m' le sous-espace de <g engendré par 1)̂ , l)^ et les 6a et e-a pour
aç^U^î ni7 est une sous-algèbre de $, stable par 6, donc engendré
par nior^m'n^o et 1)^4- l)'o est une sous-algèbre de Cartan de mo. On montre
comme au n° 1 que m'o -+- t)o est le centralisateur de l)y dans go- D'autre part
m' est somme directe de la sous-algèbre y (engendrée par les ha, Ça, e-a pour
aç^oU^) qui est semi-simple ( 4 G ) , et de son centre, qui est l'orthogonal

(4 e) La semi-simplicité de y résulte du lemme suivant : soit Q une algèbre de Lie
semi-simple complexe^ I) une sous-algèbre de Cartan^ A'i P ensemble des racines non



200 F. BRUHAT.

dans iîî-h^o des ha pour ae^ul^. De même m'o est somme directe de
son centre et de Vo= P F\ go-

Soit u^ le sous-espace de g engendré par les 6a pour aç1\ : n' est une
sous-algèbre stable par 6, donc engendrée par n'o. On montre comme au n° 1
que [m'o, H o ] C t i o et que [ l )y , n'o] =n'o. Remarquons que n' est aussi le sous-
espace de g engendré par les X tels qu'il existe une forme linéaire À stricte-
ment positive sur l)o (pour l'ordre lexicographique défini par la base
hi, . . . , h / ) telle-que [h, x ]=À(h)x pour touthel)y.

Posons c ' y = WL'Q + l)o + n'o : ^o est ""e sous-algèbre de !)o de complexifiée
^zrz n^-h I^-h n'. Comme c'Dr, on a C'Q 3-c'o- On vérifie aisément que CQ est le
normalisateur de n'y.

Posons ff'^exp^, 7^== expiio : //'A7 est un sous-groupe fermé réso-
luble de G. Soit M'0 le sous-groupe analytique engendré par m'o : M ' ^ H '
(resp. M ' ^ H ' N ' ) est un sous-groupe fermé de G, comme composante connexe
de e dans le centralisateur de H ' (resp. le normalisateur de N ' ) . Soit M'0 le
groupe de Lie simplement connexe d'algèbre de Lie m'o : comme ff' est sim-
plement connexe, M'0 est l'image de M'0 dans l'application canonique
de M'0 x H ' sur M ^ H ' , donc est un sous-groupe /^rme de G. Soit enfin M'K
le centralisateur de H ' dans AT et posons M'z= M^M'0 et P^J^^A' :
M' et P sont des sous-groupes de G, ayant M'^ et M^H' N ' comme compo-

nulles de Q suivant t) contenues dans un sous-espace vectoriel du dual de [} : le sous-
espace de 3 engendré par les ha et les Ça pour aeAi est une sous-algèbre semi-simple
de s. En effet, il est clair que y est une sous-algèbre de 9(0, ReAi et a -h [àçA entraîne
a+PeAi ) .

Soient Xt==h.»+^ ^ea(î = i, 2 ) deux éléments de p, avec h;=V pLaha et soit 5 la
aeAi aeAi

forme de Killing de y : il est immédiat que B(e^ e?) = o pour a, peAi et a+p 7^ o,
d'où

f?(xi, X2)=^(hi, h^+^^^a+^a^^ea, e-a).
açAi

Or on a
ad e-a ad e». e? = 7v-a,a+? ^Va,3 e? = — 7V^ Q e?

et
ad e-a ad ea( Su^h? ) = — a( S^h.3 )ha,

d'où

2?(e-a,ea)=-a(ha)-^^â,3
3eA,

et par suite, les N^ étant réels et a(h.y.) réel > o, £(e^ e-a) < o : ^(Xi, Xs) = o pour

tout Xs entraîne donc ).a= o pour tout aeAi. De plus 5(h, h) = V a(h)2 est une forme
a€A,

quadratique définie positive sur l'ensemble des combinaisons linéaires à coefficients
réels des ha, d'où l'on déduit facilement que B est non dégénérée, donc que p est semi-
simple.
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santé connexe de ^, et fermés car ils contiennent le centre Z de G et leur
image dans GjZ est fermée comme produit d'un sous-groupe fermé par un
sous-groupe compact M^Z.

Comme H ' Ç . H , on a M'~^M et M ' H ' - ^ M H . De plus c'o^Uo et par
suite P^YY, d'où finalement F 3 F. On en déduit qu'il n'y a qu'un nombre
fini de doubles classes modulo r^F, ce qui va nous permettre d'appliquer le
théorème 6; 5 aux représentations de G induites par une représentation de P.
De plus, si pour un élément x de M on a adc^.l) == I) et si ad.3? laisse l)^ inva-
riante point par point, alors œç.M' et la double classe correspondante est F.
Il existe donc un système de représentants des doubles classes module T
formé de e et d'éléments Xs tels que ad^.l) == I) et que ad^c.ç ne soit pas
l'identité sur l)o. Il est clair que, si l'on désigne par W l'image de M'
dans TF, à chaque double classe modulo W-' dans W correspond au plus un
élément de ce système de représentants ( 4 7 ) .

Soit L une représentation unitaire irréductible de V dans un espace de
dimension finie E. On démontre exactement comme au n° 2 [cf. (7; n)]
que L est de la forme mnh-^-^ (h)Lm(mçM^ AçAT, n e N ' ), %' caractère
unitaire de H ' et L représentation unitaire irréductible de M'. Considérons
un sous-espace E1 non nul de E, invariant minimal pour la restriction à M'0

de L et soit L1 la représentation unitaire irréductible de M'0 dans E1 définie
par L. Si x ç . M ' ^ nous désignerons par ^Z1 une représentation unitaire
équivalente a la représentation m —> L^—i^^. de M10 dans E1. Comme M' fM^
est fini, on montre aisément que L restreinte à M10 est la somme directe
d'un certain nombre de représentations irréductibles XL^ x décrivant un sys-
tème (fini) de représentants des classes à gauche de M' modulo le sous-
groupe M\ formé des éléments de M' qui conservent E1.

Z1 définit canoniquement une représentation unitaire irréductible du
groupe simplement connexe A/'0, groupe qui est le produit direct de groupes
simples compacts K^ de groupes simples non compacts Sj et d'un groupe
abélien A. Un groupe simple non compact n'ayant pas de représentations
unitaires de dimension finie non triviales, Z1 se réduit à un scalaire sur
l'image canonique S du produit A x II S / . Or Hr\M'=^ expl)'o est contenu
dans S : comme 1)^ est orthogonale à l)^, il suffit de vérifier qu'un élément h
de la sous-algèbre de Cartan l)^-h l)'o n'appartenant pas à ̂  engendre un sous-
groupe à un paramètre d'adhérence non compacte dans J?70, ce qui est
évident puisque h. engendre déjà dans G donc dans M'^ un sous-groupe à un
paramètre d'adhérence non compacte. L1 se réduit donc à un scalaire ^t (h)
sur H C \ M ' . Nous noterons désormais % ( ^ ) le caractère unitaire
/^/^-^(Ai)/^) de H{h^ç.Hr\M\ h ^ ç ^ H ' : rappelons que // est le
produit direct de H r \ M ' et de H ' puisque H est simplement connexe et que

(47) II semble probable que les doubles classes modulo correspondent biunivoquernent
aux doubles classes modulo W ' .
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l)o est la somme directe de I/o = l)^n m'o et de l)o). Comme Y^ == % pour x^M,
L restreinte à H est un multiple de la somme directe des caractères ^,
s décrivant un système de représentants des classes à gauche de W ==i]Sîr\M'fM
module le sous-groupe j(îr\M\MIM(48).

Pour pouvoir appliquer le théorème 6; 5 à la représentation unitaire
induite U1', il nous faut étudier les représentations Ar(w) des sous-
groupes r^ associés aux différentes doubles classes JT^P : remarquons
qwT'^r^Mff. On a

(7; 5o) c /==h4-m+ ̂  (^ea+^-aea)+ ̂  ̂ e?
aeS, peSi

et comme ad^/ conserve h et m :

(7; 5l) ad^.C'=h+m-4- ^ ( ̂ a Oa 4- ^-a e-a ) + ^ ^63

aç'ad^r^so pe^da-r^Sî)

et par suite un supplémentaire de c'-}- ad^.r' est engendré par les e-a
avec aç^\ n^ad^1. ̂ \. On en déduit comme au n° 3 que les composantes
irréductibles de la représentation A^1 Ar(w) restreinte à H sont de la

forme h -> j j^ h ( a )-^, n^ entiers ̂  o et I- n^ == r, donc sont réelles
ae^rVad.rT1^)

positives. Comme il en est de même de la représentation

A(co) == ̂ W/^rW oV^-1^^,

on voit que les composantes irréductibles de Ar(w) restreinte à H sont des
représentations de H dans le groupe multiplicatif des réels positifs (4 0 ).

Or Z(o0Z^i^^ restreinte à H est une somme de caractères unitaires de
la forme ^(A) ̂ (^71 hxi) avec s et s1 çW. On ne peut donc avoir
î(Z, Z; x^ r ) ^z£ o que s'il existe un s dans W tel que

^W^x^^^W).
Or si t^ç. W, on a ts^W et la rotation h-^x^hxis n'est pas l'identité

(48) On a souvent ^ = % pour se W et Z restreinte à H est alors un scalaire : c'est
évidemment le cas si M' est connexe (par exemple si G est un groupe classique
complexe) ou si le centre de M' est discret (on a alors %1 == i).

(49) Remarquons qu'on a pas en général ^4o(A) = i, mais

A,{h)-= JJ hW ]J hW ]J A(T)~^
aeS^n^adx-^ peS^n^dx-^î TeS^n-^adx-iSî

et qu'on ne peut plus affirmer a priori que les composantes irréductibles de Âr((û)
restreintes à H sont 7^ i pour r > o.
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sur H' et Pon aura « en général » % 7^ tsf^ pour tout sç. W et par suite :

(7; 52) i{U^ ̂ )^(Z, Z; e, o)+ ̂  ï(L, Z; ̂ , r)=i.
<^^'

Nous avons donc démontré le théorème suivant :

THÉORÈME 7; ^. — SoitL une représentation unitaire irréductible de
dimension finie de T' et soit ^ le caractère unitaire associé de H. Si pour
tout élément s de W^appartenant pas à W\ les caractères % et s^ de H
sont distincts^ alors la représentation unitaire de G induite par L est
irréductible.

La majoration (6; 92) de ((ô^, /71') donnée à la remarque 6; 3 du para-
graphe 6 n° 4 montre que U1^ se décompose toujours en un nombre fini de
représentations irréductibles. On peut donc utiliser pour l'étude de U1' la
théorie des fonctions sphériques, ce qui permet de démontrer exactement
comme au n° 4- qne la représentation unitaire induite par la représentation
Ç-^Z^-iÇa. du sous-groupe œT'x—^ est équivalente à ^(^ç^).

D'autre part, si ̂ ^^ pour s^ç. W', U1' (qui est irréductible) n'est équiva-
lente à aucune représentation de la série principale, induite par une repré-
sentation L'^j^=^(h,)L^ de T=MHN : en effet, les doubles classes
module F : P correspondent biunivoquement aux classes à gauche de W
module W et l'on montre comme d'habitude que si y^y, alors
;(Z, Z1; e^.ç, r) == o pour r^o» II suffit d'écarter le cas ^==^1, mais
comme U^ et U'^ sont équivalentes, on peut supposer que % = ' y 1 et par

90

suite^^y pours^W^On a alors iÇU1-, U^)^^ ?(/., Z 1 ; <?. r). Or on
r=-0

montre facilement par les mêmes méthodes que plus haut que les compo-
santes irréductibles de la représentation Ar(w) (correspondant à x=.e)

restreinte à H^ sont de la forme h—> \ 1 ̂ ( a ) 2 ^ ! h(^)~n?^ no, entiers posi-
ael:, peSî

tifs de somme r, ce qui montre que ce sont des représentations de H dans le
groupe des réels positifs, distinctes de la représentation unité pour r> o et
même pour r=o si ï\ n'est pas vide, c'est-à-dire si P^r ce que nous
avons implicitement supposé : d'où immédiatement ((6^, ^/^rzro ( ; î o).

(50) On peut également considérer les représentations unitaires de la « série complé-
mentaire dégénérée », induites par des représentations non unitaires mhn ~^\(mh)L^^
de r', telles que *>. == X-1 et 'L1 === L1 pour un élément s d'ordre 2 du centralisateur de
W dans W et démontrer un théorème analogue au théorème 7, 3 sur leur irréductibilité
« en général ».

On trouvera enfin dans ([6], V) une généralisation du théorème 7, 4 à des représen-
tations unitaires de G induites par certaines représentations unitaires de dimension
infinie de F {cf. aussi [l], [13] et [25 bis}).
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