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SUR LES REPRESENTATIONS INDUITES DES GROUPES DE LIE;

Pir M. Francois Brunar.

INTRODUCTION.

La théorie des représentations induites des groupes finis a été fondée par
Froeesius dans un Mémoire de 18gg, ou il démontrait son célébre « théoréme
de réciprocité » [10]. BricureLpr, BUrNsIDE, SPEISER, SHODA, ARTIN, BRAUER
ont souvent utilisé cette notion et celle intimement liée de représentation
imprimitive, pour l'étude des groupes finis. M. G. W. Mackey devait en
1950 reprendre et unifier une grande partie de ces travaux en partant de
I'étude du produit tensoriel de deux représentations induites [ 28] et donner
une condition nécessaire et suffisante d’irréductibilité pour une représenta-
tion induite (condition déja démontrée dans le cas des représentations
monomiales par K. SHopa en 1933).

11 était naturel de chercher un équivalent de la notion de représentation
induite dans la théorie des représentations des groupes localement compacts :
mais il a fallu pour cela attendre que l'attention se porte sur les représenta-
tions unitaires de dimension infinie. Cependant, dés 1939, M. A. WEIL
démontrait le théoréme de réciprocité de FrRorenius dans le cas des groupes
compacts [38], tandis que M. E. WiGNeR utilisait la notion de représentation
induite pour I'étude des représentations unitaires du groupe de Lorentz
inhomogéne [40]. Enfin, M. MACKEY a donné, en 1949, une définition générale
de la représentation unitaire d’un groupe localement compact séparable G
induite par une représentation unitaire d'un sous-groupe fermé I' [27], [29]
et a montré les rapports de cette notion avec celle de systéme d'impri-
mitivité.

La théorie des représentations induites d’'un groupe localement compact
a pris beaucoup d'importance durant ces derniéres années (nous renverrons
aux travaux de MM. GELFAND et NamMARK [14], [15], [16], Gopemext [19|,
Harisu-Cruanora [23], [26], [25], Mackey [29], [30], Mavrxen [31], d’autant
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plus que presque toutes les représentations unitaires irréductibles de dimen-
sion infinie construites effectivement jusqu’a présent sont des représentations
induites. Il semble en effet, aprés les travaux de MM. GELFAND et NAIMARK et
de M. Mackey, que toute représentation unitaire irréductible d’un groupe de
Lie résoluble « suffisamment régulier » ‘soit induite par une représentation
de dimension 1, ou tout au moins que ces représentations soient les seules
qu'on puisse espérer déterminer explicitement. D’autre part, MM. GELFAND
et NAmARK dans le cas des groupes classiques et Harisu-CHanbra dans le cas
général, ont montré que toute représentation unitaire irréductible d’un
groupe semi-simple complexe (et méme toute représentation complétement
irréductible dans un espace de Banach) est « contenue » dans une représen-
tation induite (au sens de M. MACKEY ou en un sens plus général qui rentrera
dans nos définitions) par une représentation de dimension 1 d’un sous-groupe
résoluble maximal. Enfin, dans le cas des groupes de Lie semi-simples réels,
il semble probable (voir les travaux de MM. BareMANN [ 1], GELFAND et GRAEV
[13], Harisu-CHanbpra [23]) que toute représentation unitaire irréductible
est « contenue dans une représentation induite, soit par une représentation
de dimension finie, soit par une représentation de dimension infinie d’un
type particuliérement simple de certains sous-groupes généralisant le sous-
groupe résoluble maximal du cas complexe.

On concoit donc l'intérét d’avoir un ecritere d’irréductibilité pour une
représentation induite : c’est 1'objet des théorémes 6;2 et 6;5 de -ce travail,
le premier donnant une condition nécessaire et suffisante d’irréductibilité
pour une représentation induite par une représentation unitaire de dimension
finie d’un sous-groupe distingué, le deuxiéme donnant une condition suffi-
sante d’irréductibilité pour une représentation induite par une représentation
de dimension quelconque unitaire mais dans le cas ou il n’existe qu'une infi-
nité dénombrable de doubles classes modulo le sous-groupe (cas qui est
précisément celui d'un groupe semi-simple complexe par exemple et du sous-
groupe résoluble maximal).

Un autre probléme important de la théorie des représentations induites est
'extension du théoréme de réciprocité de Frobenius; M. Mackey en a déja
obtenu plusieurs généralisations; 'une [29 ] élucide complétement la question
dans le cas ou la représentation irréductible considérée de G est de dimen-
sion finie; une autre, qui semble la plus générale et qui recoavre en parti-
culier celle donnée par M. MauTNER dans le cas ou I' est compact, donne des
renseignements sur la décomposition en somme continue de représentations
irréductibles d’une représentation induite, moyennant certaines hypothéses
sur les décompositions en somme continue de représentations factorielles des
représentations réguliéres de G et de I' [30]; enfin, une troisiéme [28 ] est
valable dans le cas ou I est ouvert. Cest cette derniére que nous généralise-
rons au paragraphe 6 au cas G de Lie, I' fermé quelconque. Les résultats
obtenus ne sont pas aussi précis qu’on aurait pu I'espérer, mais il nous parait
difficile de les améliorer dans le cas général.



REPRESENTATIONS INDUITES DES GROUPES DE LIE. 99

L’outil essentiel que nous utiliserons dans ce travail est la théorie des dis-
tributions de M. L. ScHWARTZ : c’est ce qui explique que nous ne parlerons
jamais que de groupes de Lie. Les problémes fondamentaux de la théorie des
représentations induites (irréductibilité et réciprocité de Frobenius) sont
liés a I'étude des opérateurs d’entrelacement. Or, une représentation induite
s’effectue au fond dans un espace de fonctions de carré sommable (4 valeurs
vectorielles) sur un certain espace homogéne G/I': le « théoréme des noyaux »
de M. L. Scawartz permet donc d’associer a tout opérateur d’entrelacement
une distribution (a valeurs vectorielles) sur G < G et c’est 'étude de ces
distributions qui nous conduira a nos résultats.
~ Le chapitre I est consacré (apreés quelques préliminaires) a I'étude, essen-
tielle pour la suite, des distributions vectorielles sur un espace homogéne
présentant certaines propriétés d’invariance pour les opérations du groupe.
Au paragraphe 1, nous rappelons brievement les résultats de MM. Wei,
Dievposk, MACKEY sur les mesures quasi invariantes sur un espace homo-
géne (n® 1) puis quelques définitions et théorémes de M. A. GROTHENDIECK
sur les produits tensoriels topologiques (n°® 2). Aux n° 3 et &, nous indiquons
quelques propriétés des distributions a valeurs vectorielles et plus spéciale-
ment des formes linéaires sur 'espgce des fonctions indéfiniment différen-
tiables a support compact a valeurs [dans un espace vectoriel £, formes que
nous appellerons « E-distributions », ainsi que du produit de composition
de telles distributions sur un groupe de Lie.

Il nous est apparu au cours de ce travail, que nos méthodes n’utilisaient
que fort peu, et seulement pour l'interprétation des vésultats, le fait que les
représentations envisagées étaient des représentations unitaires dans des
espaces de llilbert (ou méme des représentations continues dans des espaces
de Banach) et que, bien au contraire, elles nécessitaient le remplacement de
ces représentations unitaires par certaines représentations indéfiniment diffé-
rentiables associées dans des espaces plus généraux : nous avons donc été
amené a définir au paragraphe 2 la notion de représentation continue d’'un
groupe de Lie dans un espace vectoriel topologique localement convexe séparé
quelconque et la notion de représentation différentiable. On trouvera égale-
ment au paragraphe 2 quelques propositions sur les représentations contra-
erédientes et les produits tensoriels de représentations.

Le paragraphe 3 est relatif aux distributions quasi invariantes : soit M une
variété sur laquelle opére un groupe de Lie G ; une E-distribution 7" sur M
sera dite quasi invariante de multiplicateur A (m, 2) si la transformée de 7T’
par un élément « de G se déduit de 7" par « multiplication » par 4 (m, ).
Le théoréme 3;1, fondamental pour la suite de ce travail, donne dans le cas
ou M est un espace homogéne une condition nécessaire et suffisante (sur le
multiplicateur 4) pour qu'il existe une telle distribution non nulle, et
montre que ces distributions quasi invariantes sont en quelque sorte
« absolument continues » par rapport & une mesure quasi invariante sur M.
Nous donnons également au paragraphe 3 quelques indications sur le cas
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général ou G nest plus transitif sur M, et un lemme sur la décomposition
de M dans le cas ol il n’y a qu’une infinité dénombrable d’orbites.

L’étude générale des représentations induites fait 'objet du chapitre II :
au paragraphe %, nous donnons toutd’abord la définition de la représenta-
tion différentiable UL induite par une représentation différentiable L° puis
une définition trés générale d’une représentation induite (notée UF) par une
représentation L, unitaire ‘ou non, d'un sous-groupe fermé I' du groupe de
Lie G. Nous étudions a quelle condition UX peut étre une représentation
dans un espace de Banach ou une représentation unitaire. Notre définition a
Pavantage de comprendre comme cas particulier aussi bien les représenta-
tions unitaives induites définies par M. MACKEY que les représentations uni-
taires de la « série complémentaire » des groupes de Lie semi-simples intro-
duites par MM. GELFAND et NAIMARK, représentations qui sont induites par
des représentations non unitaires du sous-groupe I'.

MM. WiGNer, GELFaND et NaMaRK dans des cas particuliers, puis M. MACKEY
dans le cas général, ont montré que I'existence dans un groupe G d’un sous-
groupe abélien distingué I' permettait de construire pour toute représentation
unitaire de G un systéme d’imprimitivité et de déterminer dans certains cas
toutes les représentations unitaires irréductibles de G; ces démonstrations
reposent essentiellement sur le théoréme de résolution spectrale de Stone-
Ambrose-Naimark-Godement (voir par exemple [17]) et par suite sur le
role joué dans la théorie des représentations unitaires par les fonctions de
type positif et sur le théoréme de Bochner. Nous avons pu obtenir des
résultats analogues dans le cas de certaines représentations non unitaires
(par exemple des représentations bornées dans des espaces de Banach) des
groupes de Lie, en utilisant au lieu du théoréme de Bochner, les résultats
de M. L. Scawartz sur la transformation de Fourier des distributions : ceci
fait 'objet du paragraphe 5. Aprés avoir quelque peu généralisé la notion de
représentation tempérée d'un groupe de Lie abélien, notion due a
M. L. ScHWARTZ, nous construisons pour toute représentation de G dont la
restriction a I' est tempérée, une distribution P sur le groupe dual I de T,
A valeurs dans L(E;E), qui posséde des propriétés généralisant celles du
systéme d’imprimitivité du cas classique. Moyennant certaines hypothéses de
régularité sur la maniére dont G opére sur f, on peut alors déterminer les
distributions P qui correspondent a4 des représentations irréductibles, et
obtenir une généralisation du théoréme de M. MAackey : les représentations
irréductibles envisagées de G sont induites (au sens du paragraphe 4) par
certaines représentations des stabilisateurs dans G des différents points
de 1.

Nous abordons au paragraphe 6 l'étude des nombres d’entrelacement
i{(UE, UM) de deux représentations induites par les représentations L et M
de deux sous-groupes I'; et I', respectivement : nous en donnons une défini-
tion légérement différente de celle donnée classiquement dans le cas unitaire,
mais qui est mieux adaptée au passage aux représentations différentiables
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associées et a I'extension au cas non unitaire. Nous démontrons au n® 2 que
ce nombre d’entrelacement est lié a la dimension d'un certain espace de
distributions (vectorielles) sur G, quasi invariantes pour les translations &
gauche par les éléments de I, et & droite par les éléments de I',. On voit
donc s’introduire naturellement les classes d’intransitivité de G pour ces
translations, c’est-a-dire les doubles classes modulo T,:I;. Au n° 3, nous
donnons une condition nécessaire et suffisante d’irréductibilité pour une
représentation unitaire induite par une représentation unitaire de dimension
finie d’'un sous-groupe distingué. Enfin, nous établissons au n° & une majo-
ration de {(UL, UY) (donc un critére d’irréductibilité pour les représen-
tations unitaires) dans le cas ou il n’y a qu’une infinité dénombrable de
doubles classes modulo T';:T',, cas trés important dans la pratique, puisque,
comme nous l’avons signalé plus baut, c’est celui qui se présente dans
I'étude des groupes semi-simples. Cette majoration nous permet également
de démontrer une généralisation (malheureusement imparfaite) du théoréme
de réciprocité de Frobenius, qui contrairement & celle de M. Mackey dans [30],
ne fait intervenir que les deux représentations envisagées et ne nécessile
aucune hypothése sur I'ensemble des représentations de G ou de T

Le chapitre III est consacré a I'application des théorémes du paragraphe 6
a Vétude des groupes de Lie semi-simples réels ou complexes. Nous rappelons
briévement au n® 1 les principaux résultats d’E. Cartax, [I. WEYL et
K. Iwasawa sur la structure des algébres et groupes de Lie semi-simples et
nous introduisons le sous-groupe I' produit d’un sous-groupe résoluble
« supplémentaire » d’un sous-groupe compact maximal K et du centralisateur
de ce sous-groupe résoluble dans K. Pour pouvoir appliquer les théorémes
6;3 et 6;5, il nous faut démontrer qu’il n’y a qu'un nombre fini de doubles
classes modulo I':I'; cette démonstration, ainsi que celle de différents lemmes
préliminaires, fait I'objet du n® 2 : nous y montrons que les doubles classes
sont en correspondance biunivoque avec les éléments du groupe de Weyl
de G. Les n% 3 et & sont consacrés a4 la démonstration de l'irréductibilité de
« presque toutes » les représentations unitaires de G induites par une repré-
sentation unitaire de dimension finie de I'. Le n° 5 est relatif aux représenta-
tions de la « série complémentaire » et le n° 6 aux représentations de la
« série dégénérée » : nous y étendons au cas général des définitions données
par MM. GeLrann et NaivARk dans le cas des groupes complexes classiques et
y démontrons I'irréductibilité de « presque toutes » les représentations uni-
taires ainsi introduites.

Je tiens & exprimer ici ma profonde reconnaissance a M. H. CARTAN, qui a
bien voulu diriger mes recherches, 8 M. L. Scawartz et & M. R. GODEMENT,
qui m’ont constamment guidé de leurs conseils. Je suis heureux de pouvoir
les remercier de toute I'aide qu’ils m’ont apportée par leurs remarques et
leurs suggestions ainsi que par les encouragements qu’ils n’ont cessé de me
donner. Je remercie également M. A. LicnNErowicz, qui a bien voulu se
ioindre & eux pour constituer le Jury de cette These.
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CHAPITRE 1.

DiSTRIBUTIONS QUASI INVARIANTES.

Paragraphe 1. — Préliminaires.

1. Groupes de Lie; mesures quasi invariantes sur un espace
homogéne — Dans tout ce travail, G désignera un groupe de Lie (1),
d’éléments iz, y, ..., d’élément unité e. Nous supposerons toujours que G
(et d’une maniére générale lous les groupes et sous-groupes envisagés) est
engendré par un voisinage compact de e, ce qui entraine que la variété du
groupe G est dénombrable & Finfini. Nous désignerons par dg(z) (ou plus
simplement par d.x si aucune confusion n’est & craindre) une mesure de Haar
invariante a droite sur G, donnée une fois pour toutes, et par d;(y) [ou 6(y)]
la dérivée de Radon-Nikodym de dg(yx) par rapport & dg(x) () fixe
dans G); on sait que
(1;1) de(x—1) = 3¢ ()~ do( ).

Soit I' un sous-groupe fermé de G, d’éléments £, 0, ..., et soit M = G/T
Pespace homogéne des classes a droite modulo T dans G. On désignera par
x — (&) ou par  — (&) la projection canonique de G sur M. On sait qu'il
n’existe pas en général sur M de mesure de Radon qui soit invariante par les
opérations de G (cf. [38], p. 42-45). Cependant [9], [29], il existe sur M
des mesures qui sont équivalentes a leurs transformées par G : on dit qu'une
telle mesure est quast invariante par G. D’aprées M. G. W. Mackey {29,
on sail que deux mesures quasi invariantes sont équivalentes et qu’on les
obtient toutes de la maniére suivante : soit p(x) une fonction borélienne
strictement positive sur G, bornée inférieurement et supérieurement sur tout
compaclt, et vérifiant pour tout €I :

) 0
(13 2) o(Ea) = a‘ﬂ‘%"‘“

A cette p est associée une mesure p quasi invariante sur G/T', définie par
Péquation (?)

(15 3) ff(x)p(x)dg(x):fdpfrf(gm)dp(g),

(') Tous les résultats de ce numéro sont d’ailleurs valables (sauf Pexistence d’une
fonction g différentiable) pour des groupes localement compacts.
(%) (1; 3) définit bicn unc mesure sur M car :

«. Lapplication f»ff(im)di est épijective de espace des fonctions continues &
support compact sur G sur I'espace analogue sur M ([38], p. 42);

b. /f(’i,x) dZ = o pour tout z de G (*nlr:\h)(-;/‘f(.z')p(ar)dz =0 ([29], p. 105).
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on a
. N __plxy) s
(13 %) ap(@y) = £ du ().

11 est facile de construire des fonctions p indéfiniment différentiables : soit
{Q;} un recouvrement localement fini de /M par des ouverts relativement
compacts et { a;} une partition de I'unité indéfiniment différentiable subor-
donnée a ce recouvrement ([33], p. 23). Pour tout indice ¢, il existe une
fonction J3; indéfiniment différentiable positive sur G, 4 support compact

contenu dans 7' (£;), et telle que o;(x) :ﬁﬁ,(iw) dr (%) (cf. [38] ou

infra prop. b; 1). Considérons la somme Z3;: tout point z de G n'est
contenu que dans un nombre fini d’ensembles 7—1(£;) donc un nombre fini
seulement de termes ne sont pas nuls dans un voisinage de Jla classe & droite
Tz : par suite B = 23; est une fonction indéfiniment différentiable positive
sur G et pour tout x la fonction £ — B (Ex) est & support compact dans I' et

non nulle puisque fﬁ(gz‘) dr (&) = 1. Posons alors
(1:5) (@)= [ 0 ()" 36(2) 3 (2 dr ()
r

I1 est immédiat que p(x) estindéfiniment différentiable (cf. infra, prop. 1; 2)
et satisfait aux conditions de M. Mackey. Nous désignerons désormais par
or(x) une telle fonction choisie une fois pour toutes, vérifiant de plus

or(e)=1 [et par suite pr (k)= %Fzg pour tout Eel‘] et par dup () la
G -

mesure quasi invariante associée sur G/T' ().

2. Produits tensoriels topologiques. — Nous allons dans ce numéro
rappeler briévement quelques définitions et résultats de M. A. GROTENDIECK
[20], [21]. Soient E;(i=1, 2) et F trois espaces vectoriels topologiques
localement convexes séparés, B; une famille de parties de E; contenant les
ensembles réduits a un point ainsi que les sous-ensembles d’un ensemble de
la famille, stable pour les opérations de fermeture et de réunion finie. On
dit [3] qu’une application bilinéaire « de F, <X E, dans F est « hypocontinue
relativement aux familles B;» (ou plus simplement est §,-§,-hypocontinue)
si sa restriction au produit d’'un ensemble de 5, (resp. 5,) par E, (resp. k)
est continue et si, pour a (resp. b) décrivant un borné appartenant a 5,
(resp. 5,), les applications linéaires u,: b — u(a, b) [resp. uy: a—>u(a, b)]
sont équicontinues de FE, (resp. £;) dans F. D’aprés M. GROTHENDIECK, il

(*) Remarquons que toute mesure > o qui, sur toute carte locale dc G/I est ¢quiva-
lente @ la mesure de Lebesgue (par exemple cst le produit de la mesure de Lebesgue
par unc fonction indéfiniment différentiable > 0), est quasi invariante.
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existe sur le produit tensoriel algébrique E,® E, une topologie localement
convexe séparée et une seule telle que, dans I'isomorphisme canonique entre
applications bilinéaires de £, E, dans F et applications linéaires de
F\® E., dans F, se correspondent exactement :

a. les applications linéaires continues sur E, @ E, et les applications bili-
néaires 5,-8,-hypocontinues;

b. Les ensembles équicontinus d’applications linéaires et les ensembles
d’applications bilinéaires qui sont équicontinus sur le produit d’un ensemble
de 5, (resp. B,) par [, (resp. E\,) et qui sont tels que les applications
linéaires u, (resp. u,;) soient équicontinues pour a (resp. b) décrivant un
borné appartenant a 5, (resp. 5.,) (ensembles « équi-$,-5,-hypocontinus »).

Nous désignerons par /2, ®s,,6. E, le produit tensoriel £, ® £, muni de
cette topologie, et par I ®5.,52 E, son complété. Si B, est la famille des
parties finies de E; (vesp. de toutes les parties de E;), nous désignerons
encore ce complété par Elg.b'.! (resp. N ®,; EZ). Si E, et E, sont des
espaces de Fréchet (c’est-a-dire des espaces localement convexes métrisables
et complets), tous ces espaces sont identiques d’aprés le théoréme de Baire :
nous les noterons simplement El® E,.

Soient F;(i =1, 2) deux autres espaces localement convexes séparés, E;
une famille de parties de F;, «; une application linéaire continue de E; dans
F; :1l est clair que si u,-(A‘i)eﬁ[i pour tout A4;€S;, alors l'application
;@ u, est continue de £,RQs, %, £, dans Fi@e,, ¢, F,. En particulier,
@ u, est continue de EI?GSE2 (respectivement E, ®ﬁ E.z) dans F,@F._,
(resp. F, & F,).

3. Distributions vectorielles. — ‘Soit X une variété indéfiniment diffé-
rentiable, dénombrable & linfini. Nous utiliserons dans toute la suite de ce
travail les notations de M. L. Scawarrz [33 ] pour les différents espaces fonc-
tionnels, par exemple &x espace des fonctions complexes indéfiniment diffé-
rentiables, @x espace des distributions, etc.

Soit £ un espace vectoriel topologique localement convexe séparé complet.
Nous noterons &x(F£) [ou &(FE) si aucune ambiguité n’est possible sur la
variété considérée| I'espace des fonctions sur 1" indéfiniment différentiables
& valeurs dans £, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact de la fonction et de chacune de ses dérivées. Nous noterons Dx (F)
[ou @ ()] I'espace des fonctions indéfiniment différentiables a valeurs dans
E et a support compact, muni de la topologie limite inductive des topologies
induites par & () sur les sous-espaces 0g (£) des fonctions & support dans
un compact fixe arbitraire K de X. Les espaces &(F) et @ (E) sont locale-
ment convexes séparés complets. Le produit tensoriel algébrique & Q@ F
(vesp. @@ E, ® @ E) s'identifie naturellement & un sous-espace de & (L)

-
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[resp. D (L), @(E)] et M. GROTHENDIECK a montré [21] qu’on ales identifi-
cations suivantes : §(F) = 6®ﬂ Eetog ()= @k Q= E. Pour D(E), on a
les résultats suivants : la topologie induite par D (E) sur @ Q E est plus
Jine que celle induite par @ Q) E et moins fine que celle induite par ® ® E.
Cependant, si E est un espace de Fréchet, on a ®(E) = ® @ E algébrique-
ment et topologiquement. @ (E) est alors un espace (£5) au sens de [10].
Nous appellerons [35], [37] « distribution sur X a valeurs dans E » une
application linéaire continue de I'espace @y dans E et « E-distribution sur X »
une forme linéaire continue sur I'espace @x(E) : Pespace des distributions a
valeurs dans £ (resp. des F-distributions) est donc l'espace L(®@; E)
[resp. @(E)'] que nous munirons toujours de la topologie de la convergence
uniforme sur les ensembles bornés de @[ resp. de @ (£)]. Plus généralement,
nous appellerons « £-distribution a Yaleurs dans F » un élément de l'espace
L(®(8); F). Si T est une E—distriJution a valeurs dans F, nous noterons

indifféeremment 7°(f) ou ff(x)dT(x) I'image par 7" de I'élément f de
x

@ (E).

Une FE-distribution 7 définit canoniquement une distribution a valeurs
dans £ dual fort de E, a savoir I'application linéaire qui a fe ® fait corres-
pondre la forme linéaire continue sur. .k : a-» T(f, a). Réciproquement,
soit Te€L(®; E") : il lul correspond canoniquement une forme bilinéaire
(fy a)—><a, T(f)> sur ® < E, évidemment séparément continue, donc une
forme linéaire continue 7" sur ® @ £ : si F est un espace de Fréchet, T est
bien une E-distribution puisque @ @ E = ®(F). D'une maniére générale,
T sera une E-distvibution si et seulement si sa restriction A tout @ & £ est
continue pour la topologie induite par @ (), c’est-d-dire si {a, T(f) > est
continue sur @k X< F, d’ou la

ProrosiTion 1; 1. — a. Une distribution T a valeurs dans E' définit cano-
niguement une E-distribution si et seulement si, pour tout compact K de X',
il existe un voisinage de zéro dans @x dont U'image par T est un ensemble
équicontinu de formes linéaires sur E.

b. Si E est un espace de Fréchet, toute distribution « valeurs dans E'
définit canoniquement une E-distribution.

On étend a ces distributions vectorielles les notions et théorémes fonda-
mentaux de la théorie des distributions scalaires :

1° Notion de support, principe de localisation, restriction d’une distribu-
tion a un ouvert : pas de difficultés.

2° Produit multiplicatif. — Pour a € &, on pose

(15 6) (aT)(f)=T(2)).



106 F. BRUHAT.

D’ou la définition de 7'(f) si f est & support non compact mais coupant le
support de 7" suivant un compact (cf. [33], p. go).

30 Dérivation. — Si D est un champ de vecteurs indéfiniment différen-
tiable sur ., on pose
1;7) DT (f)=— T(Df).

Si D est un opérateur différentiel de la forme 22 (x) Di,...D,-P, les
fonctions scalaires M,,..,ip étant différentiables et les Dij étant des champs de

vecteurs différentiables, on pose

(1; 8) DT(f):Z(——I)”T(DiP‘--Dz‘) (i () f(2))-

gyl

N 9 ] P Y .
Remarquons qu'on n'a pas en général DT — 2.)\,‘”“,,)10,-1 - Dz,, T. Si D est
un opérateur différentiel arbitraire, on se raméne au cas précédent en utili-

sant une partition de l'unité.

4° Ordre. — Nous dirons qu’une distribution & valeurs dans £ (resp. une
L-distribution) est d’ordre inférieur ou égal & m, m entier positif, si elle
est continue sur @ [resp. @ (E)] muni de la topologie induite par @™ resp.
@™ (E)]. Une distribution d’ordre zéro est une mesure vectorielle. On
montre facilement (c¢f. [33], p. 82) que toute E-distribution est d'ordre fin:
sur tout ouvert relativement compact (I'énoncé analogue étant trivialement
faux pour les distributions a valeurs dans £': prendre 'application identique
de @ dans lui-méme).

5° Distribution ayant pour support une sous-variété. — Soit ¥ une
sous-variété indéfiniment différentiable réguliérement plongée dans ¥ : a
toute distribution 7" sur ¥ correspond canoniquement une distribution sur .1°
(que nous noterons encore 7°) appelée « extension a 1" dela distribution 7" »,
a savoir I'application linéaire qui a une fonction ¢ sur X fait correspondre
la valeur de T sur la restriction de ¢ a Y.

Supposons qu'il existe p + ¢ champs de vecteurs différentiables D,, ...,
D,, D, ..., D, formant en tout point de X" une base de I'espace tangent
a X, les D; formant en tout point de ¥ une base de 'espace tangent a ¥
(remarquons que de tels champs de vecteurs existent toujours si I est un
groupe de Lie et ¥ un sous-groupe fermé : il suffit de prendre pour champs
D une base de la sous-algébre de Lie correspondant 2 ¥ et pour champs D,
une base d’un supplémentaire de celte sous-algébre dans l'algébre de Lie
de 1" identifiée a I'algébre de Lie des champs de vecteurs invariants 4 gauche
sur .I'.) Posons pour tout systéme m = (m,, ..., m,) de p entiers > o,
Dn=Dy ... Dy : pour toute distribution 7" sur }, nous désignerons par
DT la distribution sur X obtenue en appliquant I'opérateur différentiel D™
ala distribution extension de 7”4 X', et nous appellerons cette distribution
une « dérivée transversale » de 7. On démontre alors le résultat suivant [la
démonstration donnée dans [33], p. 102) pour le cas scalaire et avec des
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champs commutants se transpose sans difficultés au cas vectoriel, et I'on passe
facilement du cas des champs commutants au cas général] : toute distribution
dordre fini dont le support est contenu dans ¥, admet une décomposition
unique en combinaison linéaire finie de « dérivées transversales » d’exten-
sions a X de distributions définies sur ¥ ([33], p. 102):

159) r=3xp"T,, Thel(®y; E) ou e€hy(E);

7 sera souvent d’ordre fini seulement sur tout compact (par exemple si T’
est une E-distribution) et de plus on ne pourra trouver de dérivations D
convenables qu'au voisinage de tout point de ¥ : on aura alors des décom-
positions de la forme (1; g) au voisinage de tout point de Y.

6° Produit direct. — Soient X, (i=1, 2) deux variétés : on sait que
('DXtXX:: J‘)z“ @5 @Xx [21 J'

Soit T;e€ L (Wx,; E;) : la définition du produit 7, @ 7, est immédiate [35]
et donne un élément de L (@y,x,; L) ® E,). Si T; est une Edistribution,
T, ® T, peut étre considérée comme une £ ®ﬂ Fo-distribution sur I, < 1,
T:Q T, est en effet une forme linéaire continue sur JDX‘(E1)®R @D, (),
donc a fortiori sur @x, . x,(E:1 Qr Es).

7° L’application 7— 7T @1 plonge canoniquement L(®; E,) dans
LOR, E.; E.Q. E,), donc a fortiori dans L(®(E,); E, ®n E,).Silon
se donne en plus une application bilinéaire continue u de E, x E. dans F,
on peut obtenir, & partir de 7', une E,-distribution & valeurs dans F, notée

f—>fu(f(z), dT (z)).

k. Distributions sur un groupe de Lie. Produit de composition.
— L’existence sur un groupe de Lie G d’un élément de volume privilégié
dg(x) permet de considérer une fonction f sur G, localement sommable
pour dg(z), comme une distribution particuliére, a savoir la distribution

@%fcp(w)f(x)d(;(x): nous dirons qu'une telle distribution « est » une

fonction localement sommable, indéfiniment différentiable, etc. L’espace @
est ainsi identifié avec un sous-espace dense de @y et &(17) avec un sous-
espace dense de L(®; E).

Soit T;(i =1, 2) une distribution sur G a valeurs dans /; : la définition
du produit de composition Ty % T. donnée par M. A. WEiL dans le cas des
mesures [38], et dans le cas des distributions scalaires sur R par M. L. Scuwartz
[34], se généralise sans difficultés (cf. aussi [19] pour le cas scalaire sur un
groupe de Lie) : on posera pour fe€® :

(1; 10) T,*Tg(f):]. Sf(zy)dT,(x) Q dT:(y)-
Jaxa
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On obtiendra ainsi une distribution a valeurs dans E ,@Ez("), a condition
toutefois que (10) ait un sens : par exemple si le support de 7 7. coupe
suivant un compact le support de toute fonction f(zy) dans G X< G, et en
particulier si une au moins des distributions T est a support compact. Ce
produit de composition posséde la plupart des propriétés démontrées par
M. L. Scawartz dans le cas des distributions scalaires sur R* (a part bien
entendu la commutativité). 11 fait de & une algébre topologique d’élément
unité e, mesure de Dirac au point e, et de L(®; £) un module topologique
unitaire & gauche ou a droite sur cette algébre. Nous aurons besoin de la
propriété suivante de ce produit :

ProrosimioN 1; 2. — Soient T une distribution appartenant a L(®; E)
[resp. L(&; E), @', &'] et a une fonction appartenant a @ resp. &, D (E),
&(E))] : les produits de composition o % T et T % a sont des fonctions indé-
finiment différentiables a valeurs dans E, données par

(5 1) ax T(@)= [alay=)dT(y),

(1; 12) ] T*a(w)z[a(y-‘x)aa(yr' dT(y).

v G

De plus, les applications bilinéaires (a, T)— a ¥ T et (a, T)— T ¥ o sont
séparément continues de @ < L(®; E)[resp. & x L(8; F), @®(F) < @',
&(F) < & |dans &(E).

Nous laisserons au lecteur le soin de transposer la démonstration donnée
par M. L. Scawartz dans le cas G = R" et dim &' =1 ([3k], p. 21-23).

Le produit de composition permet également d'interpréter les opérateurs
différentiels invariants sur G (cf. [19], p. 356) : soit &, I'’ensemble des dis-
tributions de support e : &, est une sous-algébre de &' canoniquement iso-
morphe a l'algébre enveloppante de l'algébre de Lie de G. Soit De€é, :
Popérateur f— f ¥ D(f€ &) est un opérateur différentiel invariant a gauche D,
et 'on obtient ainsi tous les opérateurs différentiels invariants a gauche.

D’autre part, pour fe® et Te L(®; E), on a

(15 13) T(Ny=f % T(e)=Tx[f"(e),

en posant f'(x) = f(x~"') et f'(x) = dg(x~') f(z~'). Les applications f— f’
et f— f" sont des autorhorphismes involutifs de @, « transposés » I'un de

Pautre en ce sens que fﬂ (2) fy (x) dx :ff'{(.z‘)f’.z(x)dx. On est donc

(%) Si 'on se donne en plus une application bilinéaire séparément continue de E; x< E»

dans F, c’est-d-dire une application linéaire continue u de E;'® E; dans F, on obtiendra
une distribution 7' % 7> & valeurs dans F définie par Ty % T(f) = u(Ti% T2(f)).
u u
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amené a prolonger ces automorphismes en automorphismes involutifs de @’
[ ou plus généralement de L (® ; )] en posant

(15 14) TH=TU"), () =T
On vérifie aisément que (7% 7)) =T, % Ty et (T % 1) =T, % T",.

Soit en particulier D une distribution de support e correspondant & un
élément de I'algébre de Lie de G (autrement dit un vecteur tangent 3 G en ¢)
et soit D 'opérateur différentiel d’ordre 1 invariant & gauche correspondant :
conformément & nos définitions générales, on a

(1; 15) (DT)(f)y=— T(Df) =— Tx (Df) (e)=— Tk (fk D) ()
= T*D”*f”(e):— (T*D”)(f).

Or par définition méme, D" (f) = D(f') et 'on vérifie aisément que si D est
un vecteur tangent en e, D(f') =— D(f) et par suite D"—— D : on a donc

(1; 16) DT—=TxD.

Or nous avons identifié une fonction flocalement sommable sur G avec
la distribution f(x)dzx : si f est différentiable et si A est un opérateur diffé-
rentiel quelconque sur G, la distribution i laquelle s’identifie la fonction Af
[c’est-a-dire la distribution Af (x) dx] n’est pus en général égale a I'image
A(f(x)dx) de la distribution f(x)dx par I'opérateur A pris au sens des
distributions précisé au n°® 3, 3° ci-dessus (c’est-d-dire par transposition).
Cependant la formule (1; 16) montre que :

Proposition 1; 3. — Si D est un opérateur différentiel invariant d gau-
che, les distributions Df(z) dx et D f(z)dx) coincident pour toute fonc-
tion différentiable f : autrement dit, les dérivées de f au sens habituel
s'identifient aux dérivées au sens distribution, pourvu qu’on se restreigne
aux opérateurs différentiels invariants a gauche.

Par contre, si A est par exemple un champ de vecteurs invariant ¢ droite,
on a

A5 17) A(f(z)dz) = (Af(z) + Adg(e) f(x)) dx.

Paragraphe 2. — Représentations d’un groupe de Lie.

1. Généralités sur les représentations continues. — Soient G un
groupe localement compact séparable et £ un espace vectoriel topologique
localement convexe séparé. Une « représentation » de G dans E est un
homomorphisme z — U, de G dans le groupe des opérateurs continusinversibles
de E. 1l est naturel d'imposer a cet homomorphisme certaines conditions de
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continuité : si I est un espace de Banach, on impose classiquement la con-
dition suivante :

(RC1) Pour tout a€ I, l'application x — U,a est continue de G dans E.

Autrement dit, U, est continue de & dans L(E; E) muni de la topologie
de la convergence simple (). Dans le cas d’espaces /2 plus généraux, nous
imposerons de plus & U la condition :

(RCII) Pour tout compact K de G, U'ensemble des opérateurs U, pour
x € K, est équicontinu dans E.

Nous dirons que la représentation U est continue si elle vérifie (RCI)
et (RCII) [ou, ce qui est équivalent, si application (x, a)—> U,a est
continue de G < E dans E). La condition (RCII) est une conséquence
de (RCI) si 'espace I est tonnelé| 5], un compact de L (E; E) étant alors
équicontinu, donc en particulier si /2 est un espace de Banach ou de Fréchet.
D’autre part, si U satisfait & (RC II), il suffit pour montrer que U est continue,
de vérifier (RCI) pour a décrivant un ensemble total dans E : cela résulte
des -propriétés classiques des ensembles équicontinus ([2]), p. 28-32).

ExempLE. — Représentations réguliéres. — Si f est une fonction sur G a
valeurs dans £, nous noterons 7,/ la fonction y — f(yx) pour x, y€G.
Soit F un espace de fonctions sur G a valeurs dans [ tel que 7, f€ F pour
JeF et xe€G: la représentation x—>7, sera appelée « représentation
réguliére de G dans F ». On montre facilement que cette représentation est
continue. pour la plupart des espaces fonctionnels usuels : dans le cas des
espaces L7(L), la démonstration donnée dans [38] pour le cas scalaire
s'étend immédiatement au cas général. Prenons pour F I'espace C(£) des
fonctions continues a support compact muni de sa topologie habituelle,
limite inductive des topologies de la convergence uniforme sur les espaces
Cg (L) : (RCI) est une conséquence immédiate de la continuité uniforme
d’une fonction de C(F£). Pour démontrer (RCII), il suffit de montrer que

pour tout compact K de G et tout voisinage V de Odans €(E), W = n TV
rEK
est un voisinage de O, ou encore d’aprés la définition méme des voisinages
de O dans €(£), que pour tout compact & de G, WNC(E) est un voisi-
nage de O dans €;(£). Or il existe un voisinage ¢ de O dans F tel que les
conditions f€Crx—1 (L), f(y)€v pour tout y €G entrainent f€ V, puisque
V0O Crx—i () est un voisinage de O dans Cx_:(E'). Les conditions f€ Ci(E),
J(y)€v pour tout y € G entrainent donc t.f€ V pour tout x€ K, donc
f€ W par suite WNCy(E) est un voisinage de O dans Ci(E).
C. Q. F. D.

(®) Rappelons qu'on désigne par L,(E; E) [resp. Ly(E; E)] Vespace L(Ey E)
muni de la topologie de la convergence simple (resp. de la convergence uniforme sur
les ensembles bornés de £').
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Si G est un groupe de Lie, les représentations réguliéres de G dans & (E)
et dans @ (L) sont également continues : c’est immédiat pour &(E) et pour
®(E), il suffit de reprendre le raisonnement fait ci-dessus pour C(&) en
remplacant la condition « il existe ¢ tel que f(y)€¢ » par la condition « il
existe ¢ et un entier m tel que D)»... Djs f(y) € pour tout systéme (p, ...,
pq) dentiers > 0 avec p,~+...+p;=Zm», D,, ..., D, étant une base de
I'espace vectoriel des opérateurs différentiels d’ordre 1 invariants & gauche
sur G.

Nous supposerons désormais /2 complet (°). Soient U une représentation
continue de G dans E et u une mesure & support compact sur & : il lui cor-
respond un opérateur U, dans £ défini par

(2; 1) Up,a:f Ugadu(x) (a€ k)
G

[c’eSt—é—dire UH:f U.dp.(x) dans le complété de L, (/7; E)]. Si a tend vers
G

zéro dans E, Upa—>o uniformément sur tout compact d’aprés (RC II) :
Uy est donc un opérateur continu dans E. Si f€C; espace des fonctions
continues & support compact sur G, nous noterons U, l'opérateur associé
a la mesure f(«) dg(z). Remarquons que si 'on prend comme mesure w
la mesure de Dirac ¢, au point « de G, on a U = U,. 1l est immédiat que
I'application p — U, est une représentation dans L (£; E)) de I'algébre (pour
le produit de composition) Jll; des mesures a support compact sur G. Cette
représentation est continue de I dans L;(E; E) si 'on munit It de la

topologie limite inductive des topologies définies par la norme jdl @ | sur

les sous-espaces Jllx des mesures 4 support contenu dans le compact K de G :
en effet si @ décrit un borné de £ et x un compact K de G, Uya décrit un

borné B de E, d'enveloppe convexe équilibrée fermée B bornée et pour
toute L€ My, on a

(2 2) Uua:foad‘u(x)e<fd]H[>l§

et Uya— o uniformément pour @ borné quand p— o dans Jltxy donc aussi
quand p—o dans J1t. D’autre part, on déduit facilement de (RCII) que
I'ensemble des opérateurs U, pour w décrivant un borné It (c’est-d-dire un
borné d’un Jlig) est équicontinu dans L(E; E). En restreignant cette repré-
sentation a I'algébre €, on obtient évidemment une représentation continue
de € muni de sa topologie habituelle dans L, (£; E). Réciproquement :

Prorosition 2; 1. — Soit f— Uy une représentation continue de l'algébre C
dans Ly(E; E). Elle correspond d une représentation continue de G dans E

(%) Quasi complet suffirait.
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si et seulement si elle satisfait aux deux conditions suivantes :

a. les vecteurs de la forme Ura (deE , f€C) forment un ensemble total
dans E;

b. lensemble des opérateurs Uy pour f de support contenu dans un

compact fixze arbitraire de G et telle que j | fldz <1, est équicontinu.

La nécessité de b résulte de ce qui précéde. D’autre part, pour tout voisi-
nage V compact de I'élément & de G, considérons les fonctions gy de €, > o,

a support dans V et telles que fgy dx —1: on obtient ainsi quand V « con-

verge vers x » un filtre @, sur € et les mesures gy (x) dxr convergent vague-
ment suivant @, vers e, en restant bornées dans It (pour V suffisamment
petit). Par suite g, % f— e, % f pour toute f€C et Ug,,a—> U.a pour tout
ae€ E : dou la nécessité de a.
Réciproquement, soit f— U, vérifiant a et b. Soit W, I'image de ®, par U
n
et soit F' le sous-espace (dense dans E) des vecteurs de la forme Z U a;
i=1
(fi€C, a,€ E); Uy (2Up, )= Xy,  s,; converge suivant @ vers 2, 4 1,
el par suite X Upa;= o entraine 22U, xpa=o0": on définit un opérateur U,
dans F' en posant

(2; 3) Ur(zl]fla,):USI*/‘a,.

Le filtre W', converge vers U, sur 'ensemble total F : comme [, contient un
ensemble équicontinu d’aprés b et que E est complet, U, se prolonge en un
opérateur continu dans E et W converge vers U, dans L (E; E). Quand x
décrit un compact K de G, I'ensemble des U, est équicontinu comme contenu
dans I'adhérence de I'ensemble équicontinu des Ug, pour V voisinage com-
pact de K. Enfin pour toute f€C, & —>¢,% f est continue de G dans €,
donc & - Ura est continue de G dans E pour a€F : par suite z — U, est
une représentation continue de G dans E. Il ne reste plus qu’a montrer que
Us lui est bien associée, ce qui résulte immédiatement de la formule

f*g(}’):fsy*g(x)f(x) dx dans G.

REMARQUE 2; 1. — La condition & entraine que I'application f— Uy est
continue de Cx dans L;(E; E) pour tout compact K, donc de € dans
Ly(E; E).

REMARQUE 2; 2. — La proposition 1 (ainsi que sa démonstration) est
calquée sur celle donnée dans ([19], p. 502, note 1) pour les représentations
dans des espaces de Banach.
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2. Représentation contragédiente. Produit tensoriel. — Soit U
une représentation continue de & dans £. On en déduit par transposition
une représentation U’ : & — ‘U;" de & dans £” muni de la topologie forte (7).
U’ satisfait a (RCII), car le transposé d’un ensemble équicontinu dans
L(FE, E) est équicontinu dans L (E£"; E') : en effet les voisinages de O dans £
sont les polaires B° des ensembles bornés B de E. L'ensemble des Aa pour
a€B et A décrivant un équicontinu de L(E; F) est un borné B, et
‘AB] C B°, ce qui montre que I'ensemble des ‘A est équicontinu. Malheureu-

sement U” ne satisfait pas en général & (RC1). Soit alors /' le sous-espace
formé des o’ € E” tels que I'application z — ‘U7 a’ soit continue de G dans £ :

il est immédiat [puisque U’ satisfait & (RCII)] que E est JSfortement fermé
dans E'.

DeriviioN 2; 1. — Nous appellerons « représentation contragrédiente »
de la représentation U et nous noterons U la représentation continue
V.
x — Uzt de G dans Uespace E.

D’autre part, 'application f— ‘U est une représentation de € dans L (£'; 1)
satisfaisant a la condition b de la proposition 2; 1, donc est continue de €
dans Ly (E"; E'). Comme 'application & -> ¢, % f est continue de G dans €,

Vapplication z — U x s a'=Uz"'Upa' de G dans E' est continue pour
tout @’ € E'. Par suite F contient tous les éléments de £’ de la forme tUra
pour feCeta' CE'. E est méme exactement I'adhérence dans E' (fort) du

sous-espace engendré par ces éléments, car si aek et f€¢E, lintégrale
(faible) ff”(x) (U3 d dz existe (@ priori dans le dual algébrique du dual
de E’) et est égale & ‘Ura’ (prendre le produit scalaire avec un élément de F).
Or si f—> e, suivant le filtre @, défini au numéro précédent, [f”(x)'U;‘ a dx

tend vers o' dans E, d'ou a=1lim!Usa’. Enfin E est faiblement dense

dans E' : sinon il existerait un @ # o dans E orthogonal a E, donc tel que
Ura = o pour toute f€C : mais a est adhérent a 'ensemble des U,ya d’ou

(") Pour tout @’ € E’, I'application - ‘U7 1a’ est continue dec G dans £’ muni de la
topologie de la convergence compacte (noté E ), car si > e, Usa-> a uniformément
sur tout compact de E d’aprés les propriétés d’équicontinuité des U.. D’autre part les
opérateurs *Uz! pour z€K compact de G, forment un équicontinu de L:(E’c; E) (ce
qui ne serait pas vrai pour la topologie faible de E”) car les voisinages de e dans E, sont
les polaires des compacts de E et Uz a décrit un compact quand z et a décrivent des
compacts : z > tUz! est donc une représentation continue de G dans £, tout entier.
Cette représentation est irréductible si et seulement si U P'est, car £ est le dual de E, ([10],
prop. 14) et par suite I'orthogonal d’un sous-espace invariant fermé non trivial de &7,
(resp. E) est un sous-espace invariant fermé non trivial de E (resp. E7).
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une contradiction. Cependant on a en général £ £ E' (prendre par exemple
la représentation réguliére de G dans Lt : F est le sous-espace ‘de £'—= L=
formé des fonctions uniformément continues) sauf si E est semi-réflexif
(c’est-a-dire coincide algébriquement avec son bidual), car dans ce cas un
sous-espace fortement fermé de £’ est aussi faiblement fermé.

Représentation conjuguée. — Soit i un antiisomorphisme [ c’est-a-dire un
isomorphisme de la structure d’espace vectoriel réel tel que {(Aa)=2i(a)
pour A complexe ] de £ sur un espace £ : nous appellerons « représentation
conjuguée » de U et nous noterons Ula représentation continue & > . Uy.i—!
de G dans E. Si U est une représentation unitaire dans un espace de Hilbert,
onalU=U (en prenant pour ¢ I'antiisomorphisme canonique de F sur son
dual.

Produit tensoriel. — Reprenons les notations du paragraphe 1 (n° 2) et
soit U! une représentation continue d'un groupe G; dans E; (i=1, 2) :

ProrosiTioN 2; 2. — Si pour tout compact K de G; et tout ensemble
A €SP, lensemble des Ul.a, pour a€ A et x€ K, appartient & $;(i=1, 2),
lapplication (x,, z,) - Uy, @ U, est une représentation continue de G, < G,
dans E @5“ 5, E:, appelée « produit tensoriel » de U' et de U*.

Posons H—=F, ®5l,5zEg. Montrons que les opérateurs Uy, @ Uy, décri-
vent un ensemble équicontinu d’opérateurs (continus) dans H quand z;
décrit un compact K; de G; : soit V un voisinage de O dans H; le polaire V°
de V est un équicontinu de H'. L’ensemble des formes bilinéaires
(a1, ax) > B(Uj a,, Ut a,) pour B€ V°, x;€ K; est un équicontinu de H' car
si par exemple @, décrit un ensemble de $B,, et x, le compact K,, U}, a,
décrit un ensemble 4 de B, les UL, sont équicontinus pour x;€ K, et les B
sont équicontinues sur 4 < E, : c’est donc le polaire d’un voisinage V', de O
dans H et on a immédiatement UL Q@ U: V,C V pour x;€ K; : d’ou I'équi-
continuité cherchée.

Enfin 'application (&4, @,) - Uz, @ U; h est continue quand A —=a,Q a.
décrit ’ensemble total image canonique de E; < ¥, dans H : soit &, un
ouvert relativement compact de G, : U, a, décrit un ensemble 4 de J; pour
z, €Q,, l'application (x;, x,)—> (Ui,ai, Uia,) est continue de Q, < G,
dans 4 x E, et I'application canonique de 4 < E, dans H est continue, d’ou
la continuité de l'application (z,, x,)—> UL ® Uz (a,@ a,) sur ;< G,
donc sur G, < G,.

On peut en particulier prendre comme famille $; la famille de tous les
ensembles de £}, la famille des ensembles bornés ou des ensembles compacts,
ou encore, si U! est la représentation contragrédiente d’une représentation
continue, la famille des ensembles équicontinus de E; (®).

(®) Lareprésentation U!'® U? est aussi continue pour la topologie ¢ de M. GROTHENDIECK [20].
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Si G,= G,= G, nous appellerons encore, par abus de langage, « produit
tensoriel », et nous noterons U'@ U?, la représentation de G obtenue par
restriction de la représentation U'® U? de G, < G, au sous-groupe « diago-
nal » G des éléments de la forme (z, ) avec x € G, identifié canoniquement

aG.

3. Représentations différentiables. — G désigne de nouveau désor-
mais un groupe de Lie.

Soit U une représentation continue de G dans E; nous dirons qu'un élé-
ment « de E est différentiable (pour U), si la fonction a valeurs dans 27,

2 —> Uya est indéfiniment différentiable sur G. Soit & cette fonction et soit E°
le sous-espace des éléments différentiables : il est clair que E° est stable
pour les opérateurs U,. Soit i une mesure a support compact : on a pour
acFetyetG:

(2; 4) U,.Upa_—_—fl]ymadp(x):Zz*p.’(y).

Par suite, d’aprés la proposition (1; 2), si u est une fonction indéfiniment
différentiable, Uy a est différentiable [12]. Or il existe une suite de fonctions
Jn €0 telles que les mesures associées soient bornées dans M et convergent
vaguement vers ¢, : pour tout @€ E, on a alors a =lim Uy, a et par suite £°
est dense dans E.

Soit « une distribution & support compact sur & : on peut définir un opé-
rateur U, par une formule analogue & (1), 4 condition que a€ L’ et (4) est
encore valable, ce qui montre que U, est un opérateur dans E° : il est clair
qu’on obtient ainsi une représentation de I'algébre &'.

Nous allons mettre sur £° une topologie : I'application a —a identifie £°
a un sous-espace de &g (£7). Ce sous-espace est fermé, car si des a, conver-
gent vers f dans &(E), on a f(x)= U, f(e) puisqu’'on a ;l(z) = Ux&((e),
el f est la fonction @ associée a 1'élément a = f(e) de E*. Nous considére-
rons désormais £° comme muni de la topologie induite par celle de (L) :
E* est complet pour cette topologie et c’est un espace de Fréchet si E est un
Fréchet (en particulier si £ est un Banach).

D’aprés la proposition 1; 2, les opérateurs U, pour a €&’ sont continus
dans £ et les opérateurs U, pour f€ ® sont continus de £ dans L°. En par-
ticulier les opérateurs U, restreints a £ définissent une représentation de G
dans E° qu'on peut considérer comme la restriction de la représentation
réguliére de G dans &(E') au sous-espace des fonctions & : par suite cette
représentation est continue et de plus l'application - Uza est différen-
tiable de G dans E° pour tout @ € E° [autrement dit (£°)°= E°]:

DerviTiON 25 2. — Nous appellerons « représentation différentiable asso-
ciée a U» et nous noterons U la restriction de U au sous-espace E® muni
de sa topologie.
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Prorosition 2; 3. — Les quatre conditions suivantes sont équivalentes.

a. lapplication a — a est un isomorphisme topologique de E dans &(F)
| autrement dit E = I° avec coincidence des topologies (*)];

b. les opérateurs U, (pour D€ &,) sont continus dans E° muni de la
topologie induite par IV et par suite se prolongent en opérateurs continus
dans I ;

c. Vapplication x — U, est une fois différentiable de G dans L,(E, E);

d. L'application x— U, est indéfiniment différentiable de G dans
L,(F; E).

DEMONSTRATION. — 1° @ et b sont équivalentes : nous avons vu que a

entraine b. Réciproquement soit D&, et soit D l'opérateur différentiel
invariant & gauche associé & D. On a pour tout a € I* :

(2; 5) D(Ura)=aw D(x)=U(ak D(e)) = UUpa.

'Si maintenant des «, € E® convergent vers b € E, les fonctions a, sont indéfi-
ment différentiables, convergent vers b et chaque dérivée Da, converge uni-
formément sur tout compact vers la fonction continue U, Up b d’aprés (5) et
la continuité des opérateurs Up.. Par suite D est indéfiniment différentiable
(donc I/=FE") et la convergence de b vers O dans £ entraine [toujours
d’aprés (5)] la convergence vers O, uniformément sur tout compact, de chaque

dérivée de b, donc la convergence vers O de b dans L* : les topologies de £
et de F° coincident donc.

2° g el ¢ sont équivalentes : nous avons vu (ue a entraine c. Réciproque-

ment si U satisfait & ¢, les opérateurs U, sont continus dans E° muni de la

topologie induite par E pour tout élément 1" de Valgébre de Lie de G, ce
i=yq

(ui entraine b donc a puisque tout D € &; est de la forme Z B A ,I',»,_ avec

i=1

X, élément de T'algébre de Lie de G.

30 « et d sont équivalentes : d entraine b donc «, puisqu’on a
UD:(D" U,.c)_,:e pour Deé,.

Réciproquement si U satisfait & a, Papplication x — U, est différentiable
de G dans Ly(E; E) puisque pour tout a€FE, U, u est différentiable. Or
d’aprés un lemme de M. L. Scuwartz [36], une application différentiable
dans L (E; E) est différentiable dans L,(E; L) si et seulement si ses
dérivées sont continues dans L,(E; E) : or pour tout De€&,, on a

(%) Si E cst un cspace de Fréchct, F°= E cntraine @, dcux topologies comparables
d’espaces de Fréchet étant identiques.
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DU.= U, Up [¢f. (5)]. Par suite, il nous suffit de démontrer (puisque Up
est un opérateur continu) que l'application x — U, est continue de G dans
Ly(E; E), ou encore que, quand x—~>e, U,a—>a uniformément pour a
décrivantun borné Bde E. Orpourtout D€ &,, les fonctionsﬁ(Uxa) =U.Upa
sont uniformément bornées pour z décrivant un compact de & et @ un borné
de F, d’ou résulte immédiatement (formule de Taylor) la convergence uni-
forme cherchée (1°).

DeriniTiON 2; 3. — Nous dirons que la représentation U est différentiable
si elle vérifie lune des quatre conditions équivalentes de la proposition 2; 3.

La condition 4 montre immédiatement que la représentation réguliére de G
dans &(FE) [ou dans 0 (F)] est différentiable. Par suite, pour toute repré-
sentation continue U, la « représentation différentiable » associde U0 est
différentiable, ce qui justifie la terminologie adoptée.

ProposiTiON 2; k. — Si U est différentiable, on a E = E' et U est différen-
tiable ().

La transposmon est une application continue de L, (F; E) dans L, (F "W E'):
par suite z— Uy est continue de G dans Ly(E'; E'), ce qui entraine E=F,
et méme différentiable, ce qui entraine Ev= E'. Enfin les opérateurs U, sont

continus comme tlansposes doperateurs continus et par suite U est
différentiable.

Prorosition 2; 5. — Dans les hypothéses de la proposition 2; 2, si de
plus Ut est différentiable et si pour toute distribution D, de support e sur Gy,
Up, a décrit un ensemble de B; quand a décrit un ensemble de 3;, alors la

représentation produit tensoriel U'Q U, de G, <X G, dans H—=FE, ®5., 5, F,
est différentiable.

Soit ;€ E;, X un élément de I'algébre de Lie de Gy, ¢ un nombre réel :
on a

(2;6) (U@ Ui xy— 1] m®@as

= ('IZ(Uelxth,""‘ I ) d1>® Qs+ (Uéxptx‘® 1) al@(it (ngth,"' l) a2>'

(1°) Remarquouns que D(U:)= UzUp' décrit un équicontinu de L(E; E) quand
décrit un compact de G.

01 E nest pas en général complet : on peut cependant parler du sous-espace diffé-
rentiable E° formé des a’'€F tels que x> U.a' soit différentiable. Pour toutc f€® et

tout a'eE’, tU fa’eE*’, ce qui montre que Eo est toujours dense dans k. D’autre part,
la proposition 2; 3 reste valable si ’on ne suppose pas £ complet (pourvu que E° soit
dense dans £ pour la condition ).
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1
Quand ¢— o, v (Uespix;— 1) a; tend vers Ux,a; et les opérateurs Ul x, @1

décrivent un équicontinu dans H : par suite le premier membre de (6) tend
vers Uy, a; @ a, + a,@ Uf,a, quand ¢— o, autrement dit tout élément de
E\| @ E, est une fois différentiable, ses dérivées appartenant encore & E, @ E, :
donc E; @ E,cH et la proposition sera démontrée si nous montrons que
les opérateurs Uy, ® 1 + 1@ Uk, sont continus, ou encore que I'application
bilinéaire (a,, @,) > Ux, a1 @ a, + a, @ U%,a, est $,-S,-hypocontinue, ce qui
est évident avec les hypothéses faites.

ProrosiTION 2; 6. — La représentation continue U est topologiquement
irréductible si et seulement si la représentation différentiable associée

U° Dest.

Supposons U réductible et soit F un sous-espace invariant fermé non tri-
vial : FNE"® est un sous-espace invariant de E°, fermé pour la topologie
induite par E sur E° donc a fortiori fermé dans E°. Pour toute f€ M et tout
a€F, Urae FnE° : par suite FnE° est dense dans F' donc non nul et dis-
tinct de £° puisque son adhérence dans £, F, est distincte de I'adhérence /7
de E° : donc UP est réductible.

Supposons maintenant U irréductible et soit F° un sous-espace fermé
invariant non nul de £°; F° est dense dans F, pour tout a€ £ il existe un
filtre d’éléments @, € F° tendant vers a dans £, donc tel que la fonction &,
tende vers & uniformément sur tout compact de G. Pour tout fe®, @, % f
tend vers &% f dans &(£) (prop. 1; 2) et par suite Uya, tend vers Usa
dans F° : Fo contient donc tous les éléments de la forme U,a, donc Fo—= E",
U est irréductible.

Paragraphe 3. — Distributions quasi invariantes,

1. Groupes d’homéomorphismes d’une variété. — DEriniTION 3; 1. —
Nous dirons qu'un groupe localement compact (resp. un groupe de Lie) G
est réalisé comme groupe d’homéomorphismes (resp. d’homéomorphismes
analytiques) d'un espace localement compact (resp. d'une variété analytique
réelley M, ou plus simplement que G opére sur M, si l'on s’est donné une
application continue (resp. analytique réelle) (m, x)—>m.x de M < G
dans M telle que :

a. pour tout x € G, lapplication m—m.x est un homéomorphisme
(resp. un homéomorphisme analytique) de M ;

b. (m.z)).xzy=m.(x,x,) quels que sotent me M, xz,, x, € G.

Si f est une fonction sur M (& valeurs quelconques) nous noterons 7, f la

fonction m — f (m.x). Nous appellerons « stabilisateur » d’'un point m de M
et nous noterons I',, le sous-groupe de G formé des x tels que m.xz = m.
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Le but essentiel de ce numéro est de démontrer le lemme suivant :

Lemyve 3; 1. — Soit G un groupe localement compact dénombrable a
linfini (resp. un groupe de Lie) opérant sur un espace localement compact
(resp. une variété analytique) M. Supposons qu'il n’y ait dans M qu’un
nombre fini ou une infinité dénombrable d'orbites suivant G. Pour toute
orbite Q == m. G, il existe un ouvert Qy de M, stable par G, dans lequel Q
est un sous-ensemble fermé (resp. une sous-variété analytique fermée régu-
liere). De plus, Q est homéomorphe (resp. isomorphe comme variété
analytique) a Uespace homogéne a droite G/T ..

Prenons d’abord le cas G et M localement compacts et soit U un voisi-
nage compact de e dans G; pour tout me€M, m.U est un compact de
I'orbite Q =m.G. Ou bien m.U a un point intérieur, ce qui entraine que
Porbite Q contient un ouvert, donc est ouverte, ou bien m.U est rare, ce qui
entraine que Q est réunion dénombrable d’ensembles rares (de la forme m.Ux),
c’est-a-dire est maigre. M étant un espace de Baire, la réunion des orbites
ouvertes est un ouvert partout dense et la réunion des orbites est un ensemble
fermé rare, ce qui montre qu'une orbite est soit ouverte, soit rare. Soit
alors Q=m.G une orbite : son adhérence Q est un espace localement
compact sur lequel opére G et qui est réunion dénombrable d’orbites. Q
étant dense dans Q n’est pas rare donc est ouverte dans Q, I'ensemble Q4
réunion deé Q et du complémentaire de Q est donc un ouvert de M, stable
pour G, et dans lequel Q est fermée. D’autre part, 'application z —>m.x
définit une application continue biunivoque de G/I',, sur Q : pour montrer
que cette application est un homéomorphisme, il suffit de montrer que
I'image de tout voisinage compact U de e dans G est un voisinage de m dans Q.
Soit ¥ un voisinage compact de e tel que VV-tcU : m.V n’est pas rare
dans Q (sinon Q serait maigre dans Q) donc est un voisinage dans Q d’un de
ses points m.x (z € V). Par suite m.U qui contient m. Va—! est un voisi-

nage de m dans Q.

.Supposons maintenant que G soit un groupe de Lie (dénombrable & I'infini
suivant nos conventions générales) opérant analytiquement sur la variété
analytique M. Pour fixer la terminologie nous dirons qu'un sous-ensemble £
de M est un « sous-ensemble analytique » de M si pour tout point m de £
il existe un voisinage ouvert U de m dans M tel que E'nU soit I'ensemble
des zéros communs a un certain nombre de fonctions analytiques dans U.
Si E est fermé, cette condition est alors réalisée pour tout point m de M et
réciproquement. Un point m de I sera dit régulier si 'on peut choisir U
et des coordonnées analytiques dans U de maniére que les fonctions précé-
dentes soient linéaires homogénes par rapport a ces coordonnées, singulier
dans le cas contraire. /7 lui-méme sera dit régulier si tous ses points le sont :
E est alors muni naturellement d’une structure de variété analytique et nous
dirons également que E est une sous-variété réguliére de M (fermée ou non)
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Nous dirons d’autre part qu'un sous-ensemble £ de M est une « sous-variété
localement réguliére » s’il existe une variété analytique X dénombrable a
Pinfini et une application analytique ¢ de X dans M telle que ¢ (1) =F et
que pour tout point x de X il existe un voisinage ¥ de z et un voisinage
ouvert U de m = ¢(x) tels que ¢ (V) soit une sous-variété réguliére fermée
de U. Un point m de E sera dit régulier s’il existe un voisinage ouvert U de m
tel que E'n U soit une sous-variété réguliére fermée de U.
Le lemme 3; 1 (dans le cas analytique) va résulter du lemme suivant :

Lesme 3; 2. — Soit G un groupe de Lie opérant analytiquement sur une
variété analytique M : les orbites de M suivant G sont des sous-variétés
localement réguliéres.

Soit m un point de M : I'application £ — ¢ () = m.x est une application
analytique de G dans M et ¢(G) est I'orbite Q =m.G. 1l est clair que le
jacobien de cette application est de rang constant, soit p < r—=dim M. Le
théoréme des fonctions implicites montre alors que pour tout x de G, on
peut trouver un voisinage ouvert V de x, un voisinage ouvert U de m.x et
des coordonnées locales z,, ..., 5. analytiques dans U et nulles en m.z tels que
o( V)N Usoitl’ensemble des solutions dans U des équations 5= Y (34, ..., 5p)
pour p <k <Zr, les {; étant analytiques dans un voisinage de l'origine
dans R». On tire facilement le résultat cherché de ceci, en prenant comme
nouvelles coordonnées locales dans U, 5; —=3; pour 1 ZiZp et
Sp=5r— be(51, - ..y 5p) pour p <k Zr.

Revenons 2u lemme 1 dans le cas analytique : nous avons vu que I'applica-
tion ¢ définit par passage au quotient un homéomorphisme o de GT,, sur Q,
ce qui entraine que Q se réduit au voisinage de m a ¢(V), donc est une sous-
variété réguliére fermée de Q4. Enfin Q est analytiquement isomorphe
a G/I',,, car si le jacobien de 5 s'annulait en un point, il s’annulerait partout,
ce (ui est impossible puisque ; est un homéomorphisme.

Nous allons démontrer un supplément au lemme 1 dans le cas analytique :
soit M! le complémentaire dans M de la réunion des orbites ouvertes, M* le
complémentaire dans M' de la réunion des orbites ouvertes dans M, etc. :
M: est vide pour i > dim M et plus généralement dim M dim M — i. Cela
résultera du lemme suivant :

LemMe 3; 3. — Soit E un sous-ensemble analytique d'une variété ana-
lytique : 'ensemble des points réguliers de E est un ouvert partout dense
dans E et l'ensemble S des points singuliers est un ensemble de dimension
topologique strictement plus petite que la dimension topologique de E.

11 est clair que ce lemme est purement local : on peut donc supposer qu’on
a aflaire & un « germe de sous-ensemble analytique réel » a I'origine dans R".
On peut alors plonger canoniquement R" dans l'espace C* et considérer le
plus petit germe de sous-ensemble analytique complexe & l'origine conte-
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nant E, soit E : E est le germe associé a I'idéal I des fonctions holomorphes
al’origine s’annulant sur £. Comme FE est défini par des équations analytiques,

il est clair que £=Zn R". D'autre part  est stable par le semi-automor-
phisme de C» défini par Rr, car si g€/, la fonction z->¢(z) appartient
évidemment a 7. Le germe £ est réunion (d’une maniére et d’une seule si 'on
suppose E, non contenu dans E ; pour {3 j) d’'un nombre fini de germes irré-
ductibles £). Chaque E; est invariant par z->Z : sinon I'image Ei de E, par
cette transformation serait un germe gnalytique contenu dans un autre £; et
la réunion des £ pour k3£ i serait un germe analytique contenant F et
strictement plus petit que E, ce qui est impossible. Nous dirons qu'un
point 5 de £ est régulier s'il ”’appartient qu’a un seul £ et est un point régu-
lier de £, au sens de [7]- On sait (¢f. [T], exposé IX) que les points régu-
liers forment un ouvert dense dans % et que I'ensemble des points singuliers
est un sous-ensemble analytique de dimension complexe strictement plus
petite que la dimension complexe de E', notée dim, E.

Dans tout voisinage de O dans R, il y a des points de I qui sont des
points réguliers de £ : sinon le germe E serait contenu dans le germe des

points singuliers de &, contrairement a I'hypothése que E est le plus petit

germe contenant E. Or un point m de E qui est un point régulier de £ est
un point régulier de £ : en effet il existe des fonctions analytiques
complexes §; (21, ..., 5,) (1 ZLj=n) formant un systtme de coordonnées

locales dans un voisinage U de m dans C* telles que ENU soit Yensemble

des solutions des équations ;= o pour 1 < j < p. Comme £ est invariante
par s — 3, on peut supposer que les y; sont réelles pour z réel (remplacer

les b, par un systtme de coordonnées locales extrait du systéme
wi=Y;(s)+;(3); v,-:i(qaj(z)—qt,-(ﬁ)), systtme dont le jacobien est

- . 1 . \
évidemment de rang n, puisque les ¢, = 5 (u;— iv;) forment un sytéme de

coordonnées ). Les {; forment alors un syst¢tme de coordonnées réelles

dans Un R" et E'n U est défini par 'annulation des p premiéres coordonnées :
m est donc régulier et £ est muni au voisinage de m d’une structure de

3

variété analytique réelle de dimension topologique égale & la dimension
complexe de Eau point m. Nous avons donc déja démontré que I’ensemble £°
des points de £Z qui sont des points réguliers de E est un ouvert dense dans £
de dimension topologique dimcE.

Soit alors F I'ensemble des points de R* voisins de P'opigine qui sont des
points singuliers de £ : E est invariant par 5 — %, donc aussi ensemble de
ses points singuliers et F est un germe de sous-ensemble analytique réel.
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Soit F le plus petit germe analytique complexe contenant F : on a
dim, F < dim. ¥ et dim § Zdim F. Nous allons montrer par récurrence
sur dim, E que dim £ — dim, E et que dim S <<dim £ : c'est évident
si dim, £ = o, car £ est alors formé de points isolés (au voisinage de I'ori-
gine) et S est vide. Supposons donc les deux propriétés en question vraies

~

pour dim. £ < p et soit E tel que dim. £=p : comme dim, F < dim, £,
on a dim FZp — 1 et par suite dim S=p — 1. Comme E=FE°yS et
que dim £'=dim, &, on a dim £=max (dim S, dim, £)=dim, £,
d’ou dim § < dim FE.

Le lemme 3 permet d’étendre aux sous-ensembles analytiques un résultat
classique dans R* (et donc sur une variété topologique) : un sous-ensemble
rare A d’'un sous-ensemble analytique £ est de dimension strictement plus
petite que dim £ : en effet 4 N E° est rare dans £° d’ou

dim 4 —=max (dim AN S, dim AN FE°) <dim E.

Revenons & notre assertion sur les M : nous allons démontrer par récur-
rence sur { que dim M Zdim M —i (dou immédiatement M= 0
pour {>dim M) : c’est vrai pour {==o (en posant M°—= M). Supposons
donc dim MiZdim M —i. Chaque orbite de M! étant de dimen-
sion < dim M — 7, M!est contenu dans 'ensemble /V¢ des points m de M tels
que Papplication & —m.x de G dans M soit de rang = dim M — i. V! est
un sous-ensemble analytique fermé de M, défini localement par I'annulation
des mineurs d’ordre > dim M — ¢ du jacobien de x—>m.x et /Vi est de
dimension == dim M — { comme réunion dénombrable d’orbites de dimen-
sion < dim M — i. M+ étant rare dans M!l'est a fortiori dans /V¢ et par
suite dim M+ <Zdim Ni— 1 Zdim M — i — 1. C. Q. F. D.

2. Distributions quasi invariantes. — Soit G un groupe de Lie
opérant sur une variété analytique M et soit / un espace vectoriel locale-
ment convexe séparé complet.

DerinitioN 3; 2. — Nous appellerons « E-multiplicateur » sur M relati-
vement a G une fonction A(m, x) sur M < G a valeurs dans L(E; E),
vérifiant
(3;1) A(m, e)=1;

(3;2) A(m,xy)=A(my—, x)A(m, y) (meM; x, y,€G).

Nous dirons que A est « différentiable » si Uapplication (m, x)— A (m, x)
est indéfiniment différentiable de M < G dans L,(E; E) et si I'image d'un
compact de M < G par une dérivée quelconque de A est équicontinue
dans L(E; E).

Si U est une représentation différentiable de G dans E, la fonc-
tion A (m, x) = U, est un E-multiplicateur différentiable sur M.



REPRESENTATIONS INDUITES DES GROUPES DE LIE. 123

Soit A4 un E-multiplicateur : on déduit de (1) et (2) en remplacant x
par ! dans (2) : :
(35 3) 1=A(my=", y) A(m, y),
puis en remplacant dans (3) m par m.y et y par y—':

35 4) 1=A(m,y)A(m.y—, y—).

Par suite 4 (m, y) est inversible, d'inverse A (m.y—t, y=').

D’autre part si f€Cy (L) et si B(m) est une fonction continue a valeurs
dans Li(E; L) et telle que I'image d’un compact de M par B soit équicontinue
dans L(E; E), la fonction m — B(m) f(m) est continue & support compact
et tend vers zéro dans Cy (E') avec f. On en déduit immédiatement que si A
est un L-multiplicateur différentiable, l'application qui a4 fe®@y(E) fait
correspondre la fonction m — A—!'(m, x)f(m) est un awutomorphisme
de @y (E), ce qui justifie la définition suivante :

Derivimion 3; 3. — Soit T une E-distribution et A un E-multiplicateur
différentiable sur M. Nous dirons que T est quasi invariante de multipli-
cateur A si, pour toute f€ Dy (E) et tout xr€ G, on a

(3;5) /‘f(m‘x)dT(m): A (m, z) f(m)dT (m).
M <M
ReMArRQUE 3; 1. — Si 4 est un E-multiplicateur différentiable sur M,
Papplication ; — A (m, ) est, pour tout m € M, une représentation différen-
tiable du stabilisateur I',, dans F.

REMARQUE 3; 2. — On peut dans certains cas faire des hypothéses moins
restrictives sur A4 dans la définition 3 : si par exemple 7T est une E-distribu-
tion d’ordre Zp(oLp <), il suffit [pour que (5) ait un sens] de
supposer que A est p fois différentiable, avec les conditions d’équicontinuité
pour les dérivées d’ordre = p.

Nous commencerons notre étude des distributions quasi invariantes par le
cas le plus simple : G opérant sur lui-méme par les translations a droite
et A = 1. On peut alors déterminer non seulement les E-distributions mais
plus généralement les distributions & valeurs dans F invariantes par G (F
espace localement convexe séparé complet) :

ProrositioN 3; 1. — Soit T une distribution a valeurs dans F (resp. une
E-distribution) invariante par les translations a droite sur G : T est un
« multiple » vectoriel de la mesure de Haar a droite, c’est-a-dire il existe
un élément a € E (resp. a' € E") tel que

(3; 6) T(f):aff(.z‘) dg () [resp. Tf) ::f(f(w), a’>da(‘r)1
¢ .

pour toute f€ O [resp. f€Dg(E)].
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Soit en effet 7€ L (®; F) invariante par les translations a droite : pour
toute fonction a €®, a% 7' est une fonction indéfiniment différentiable
sur (&, a valeurs dans F et invariante par les translations & droite, donc cons-
tante. Or T est adhérente dans L (®, F) a 'ensemble des « % 7', donc T est
une constante. Si 7€ @ (F)', la proposition résulte immédiatement du plon-
gement canonique de @ (E) dans L(®; £').

Plus généralement on a : -

ProrosiTion 3; 2. — Soit « — U, une représentation différentiable de G
dans E et T une E-distribution sur G telle que

(35 7) ff(xy)dT(x):fU;‘f(x)dT(x).
Il existe un élément a' € E' et un seul tel que
(3; 8) T(f)= [<Usf (@), o> do.

En effet : U étant différentiable, V'application qui & f€®(FE) fait corres-

pondre la fonction U;'f(x) est un automorphisme de M (E). Soit T
I'image de 7 par le transposé de cet automorphisme : on a

@i9) [ fley) dl@) = [0 f(ay) dT(@) = [ U, U (@y) dT ()
o
= U5 (0, U f (@) dT (@) = [ f (@) dT (),
T est invariante par G, donc est une constante o' et I'on a

(35 10) T(f):waf(_.x)dT(x) :/( Upf (), a>dzx.

Remarquons que la proposition 2 est encore valable si 7" est définie sur un
ouvert Q de G et vérifie (7) pour f€ Mg (F) et y assez voisin de a : la distri-

bution 7' associée définie « priori elle aussi sur Q, y sera invariante par
translation, donc sera prolongeable a4 G tout entier, et le reste est sans change-
ment. On peut méme supposer que  est un voisinage ouvert de e et que U
n’est qu'un « noyau de représentation » différentiable x — Uy, défini dans Q :
la distribution associée 7' sera .encore une constante et (8) sera encore
valable mais cette fois seulement pour fe ®dq ().

Le pas suivant dans notre étude des distributions quasi invariantes sera
celui ou & est transitif sur M : on peut alors identifier M a I'espace homogéne
des classes a droite modulo un sous-groupe fermé I', G opérant sur G/T' par
les translations & droite. Nous avons alors le théoréme suivant, fondamental
pour la suite de ce travail (pour les notations, voir § 1, n° 1) :

TueoriMe 3; 1. — Soit T une E-distribution sur M — G/T' quasi inva-
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riante pour G, de E-multiplicateur différentiable A, c’est-a-dire vérifiant
pour toute f€ g (L) et tout ye G :

(3; 11) f Ff(?'y)dm:): AT ) (@) AT ().
Gj N

6/
Il existe un élément «' € E' et un seul, tel que
(35 12) A6, f)d=pp(2) pour tout £ €T,

@i13)  TH=[ fl@)ep @) Al @)@ dip(2);
G/

le second membre de (13) ayant un sens, puisque d'apreés (12), le vec-
teur o(x)~"'A(x, x)a' ne dépend que de la classe x.

DevonsTRATION. — Comme nous 'avons vu plus haut, Iapplication qui
a fe @g(E) fait correspondre la fonction & — A—!(&, x) f(x) est un auto-

morphisme de @g(E) : I'application f— (.z —>fA—‘(;};, tx) f(ir) d[~(£)>
r

est donc continue de @D¢(E) sur @y(E) (c¢f. [38], p.- 42, ou infra,
prop. %: 1). Soit 7—> 7 la transposée de cette application. On a

@514) [ S dT@) = ara) S e e

mais d'aprés (2) on a A= (&, £2) = A(7y, y) A~ (&9, 12y); dou

@:15) [ flar)dF@)=[dr(@) [4(@.) 4 (@, 207)  Ga) .
En appliquant (11) on trouve

@516) [ flay)df(@) = [dT(@) [ A= 22) f o) =T,

T est donc invariante par les translations & droite sur G, donc est de la
forme «'dg(x) avec @’ € E'. Soit alors w €T : on a d’une part :

@17 [fwa)dl@) = [{fe), a>de =55 () T())

et d’autre part :

@ 18) [ ey dT@) = [dT() [4- (@& ) f (i) dr )
=0t (@) [T (@) 470 0tz S (5)
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Or A= (&, 0 'fx) = A~ (&, Za) A= '(, 0') = A~ (&, tx) A(é, w); d'ou
en comparant (17) et (18) :

(35 19) 8,;(&)'*'f<f(x), a>dx =y (co)/kA(e, w) f(x), d>dr.

or(w)

6 (w)
Pour démontrer (13), il suffit de vérifier que 7 et la distribution 7

définie au second membre de (13) ont la méme image par Papplica-

On déduit immédiatement (12) de (19) : rappelons que pp(w)=

tion 7— 7" qui est biunivoque comme transposée d’une application sur. Or
(3;20) Tu(f)= f dp () fF (A (&, 22) ), pr (@) A (5, 2)a> dp(E)
= [[dp [0ty 1< p Gy, 1 (3, 52) A (3, ) '
= [ [o(2) < s G2, A 2 >

D’ou d'aprés (12) et la définition méme de o et de dp [formules (1; 2)

et (1;3)]:
3; T.(Hh=|4d ) f ), > di= Y, @S dg=T(f).
@20 Tun=[ o [ oer 1< fem > di= [ faras di=T0

RevarQUE 3; 3. — Comme pour la proposition 2, on a une généralisation
de ce théoréme au cas ou la E-distribution 7" est défime dans un voisinage
ouvert 2 de é dans M, le multiplicateur £ étant défini et différentiable
dans Q< 7' (), T et 4 vérifiant respectivement (1), (2) et (3)
pour meQ, xe€n—'(Q) et y suffisamment voisin de e : la démonstration du
théoréme se transpose sans grand changement : 'application

f f A1 (&, ) f () dE

est continue de @z, (E) sur Mg (L), les formules (14) a (16) sont encore
valables pour fe€®z-yq,(£), on en déduit que T est une constante
dans 7' () et le reste est sans changement, (13) n’étant évidemment
valable que pour fe @q(F).

REMARQUE 3; . — Comme nous I'avons signalé plus haut, si I'on sait que 7'
est d’ordre fini p, il suffit de supposer que A4 est p fois différentiable.

Si G n’est pas transitif sur M, le probléme serait évidemment de décomposer
la distribution 7" quasi invariante en « somme » de distributions extensions
a M de distributions quasi invariantes sur les différentes orbites de M
suivant G, « somme » relativement a une distribution sur 'espace quotient
de M par G : poser ce probléme est déja indiquer qu’'on ne peut guére
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espérer le résoudre que si les orbites sont des sous-variétés réguliéres de M/
et si espace quotient est muni d’une structure de variété différentiable. Plus
précisément il faudrait supposer que G opérant sur M définit sur M une
structure d’espace fibré différentiable, de base B —= M/G, de fibre G/T', admet-
tant G comme groupe structural et localement trivial : c’est-a-dire qu’il
existe un recouvrement ouvert de B par des ouverts ; et des isomor-
phismes ¢; de £;>< G/T sur I'image réciproque de &; dans M, les ¢; vérifiant
les conditions de compatibilité habituelles et « commutant » avec les opéra-
tions de G dans M et dans G/I'. Nous nous contenterons de démontrer la
proposition suivante dans le cas ot M est un produit direct B < G/I :

ProrositioN 3; 3. — Soit T une E-distribution sur B < G/T', quasi inva-
riante pour G, de multiplicateur différentiable A(b, x; y). Il existe sur B
une E-distribution S telle que

3; A(b, é; ¢ b)dS(b)=p (% b)dS (b
(3; 22) fB(eq)f() ()M)fﬂf() (b)
pour toute fe Dp(L) et tel;

3; 23 b, ) dT(b,

(3; 23) fBXG/Pf( &)dT (b, &)

— dy.(ir:)fpl‘(.'ﬂ)—‘A(b, &; ) f(b, &) dS(b)
T B

G/

pour toute f€ @p 1 (F).

Comme dans la démonstration du théoréme 1, on se raméne au cas d’une

distribution 7" sur B x G, invariante par les translations a droite suivant &
en posant

35 24) F(byx)dT b, x) = f AT, fl A1 (b, 3 52) f(B, Ex) dE.
Bx<G/T N

BXx<G

Nous déterminerons les 7' possibles par la méthode utilisée par
M. L. Schwartz dans le cas G = R*, B—= R™ ([33], p. 112) : soit

2 €Dp(E), peDs : p— T(a(d) B())
est pour « fixé une distribution scalaire sur G, invariante par les translations
a droite, donc de la forme k(a)fﬁ(x) dg(x). En choisissant une 3 telle
quefﬁ(x) dx =1, on voit que a — k(a) est une E-distribution S sur B et

I'on a

(3; 25) fBXGa(b)B(x)dT(b, x):(ﬁa(b)dS(b)) (fas(x) dx>.
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D’ou par continuité pour f€ Dp.c(F) :

(3; 26) ff(b, z)dT (s, x):fdg(x)ff(b, z)dS(b).

Nous laisserons au lecteur le soin de déduire (22) et (23) de (26) en
adaptant les raisonnements qui nous ont conduit de (16) & (12) et (13), et
de démontrer le corollaire suivant :

CoROLLAIRE. — Supposons que G opérant sur M définisse sur M une
structure d'espace fibré différentiable principal, localement trivial. Soit U
une représentation différentiable de G dans E et T une E-distribution
sur M, quasi invariante de multiplicateur A(m, x) = U,. Alors T est nulle

sur le sous-espace de @y(E) formé des fonctions f telles qi’on ait pour
tout mde M :

(35 27) fU_,,;f(m..z')dG(x)_—_o.
¢

ReMaRrQUE 3; 5. — La proposition 2 et le théoréme 1 deviennent inexacts
si 'on considére des distributions & valeurs dans £ et non plus des E-distri-
butions : par exemple, I'application identique i de @ dans lui-méme est une

distribution & valeurs dans @ « quasi invariante » par rapport a la repré-
sentation réguliére de G dans @ : i(7x¢) =7xi(9). Cependant, il n’existe

pas de fonction fe® telle que i(9) :fcp(.z')rxfdg(x) : il faut prendre
¢

pour f la mesure de Dirac ¢, qui n’est pas une fonction différentiable.
On peut cependant remarquer ceci :

1° Soit U une représentation continue de G dans E : I'application a > &
définie aun paragraphe 2 (n° 3) identifie £ & un sous-espace topologique Ede
I'espace &°(E) des fonctions continues a valeurs dans F sur G. Toute distri-
bution 7 sur G a valeurs dans £ telle que 7'(1x9) = U,T(9) est adhérente
a F dans L(®; E) (approcher T par ses régularisées a % 7'). On obtient un
énoncé analogue a celui de la proposition 2, mais I'élément a trouvé n’appar-
tient pas nécessairement 4 £, mais au complété de E pour une topologie
moins fine (la topologie induite par @' sur @ dans l'exemple ci-dessus).

2° Soit 7" une distribution a valeurs dans E, espace localement convexe
complet, sur une variété M et soit B une fonction indéfiniment différen-
tiable sur M & valeurs dans L;(E’; E). Si T est localement d'ordre fini, on
peut définir le produit multiplicatif de T par B : soit en effet Q un ouvert
relativement compact assez petit de M et soit (m;) (1 £ i< n) un systéme
de coordonnées locales dans . 7" est dans Q une somme finie de dérivées de
fonctions continue a valeurs dans £ :

(3; 28) dT(m): 2 amq_’dq.dwfq(m) dml. . .dm,, [qu$°($2)].

lgl<r



REPRESENTATIONS INDUITES DES GROUPES DE LIE. 129
On posera pour 9 € Dg :
(3;29) ¢(m)d(B(m) T(m))= ¥ (—1)7

lgl<r

x/(;(%@B)) (m)fy(m)dm,...dm,.

On vérifie facilement que (29) définit, sous les hypothéses indiquées, une
distribution sur Q et, par « recollement des morceaux », sur M.
On a alors la généralisation suivante du théoréme 1 :

THEOREME 3; 1 bis. — Soit A un E-multiplicateur différentiable sur G/T
et soit T une distribution a valeurs dans E sur G|T, localement d'ordre
Jini et telle que

(35 11 bis) AT (zy-) = d(A (&, y) T(&));
il existe alors un élément a€ E et un seul tel que

(3; 12 bis) a=pp(E)A(e, k) a pour tout £ €T;
(351305) T(o)=[ (&) (pp(#) 147 (&, =) a) dpp (&),
[eiN

La démonstration du théoréme 1 se transpose facilement : soit 7' 'image
réciproque de 7" par l'application de Mg sur @Dy qui & ¢ € D¢ fait corres-

pondre la fonction & —>‘[cp(£x) dz. On posera
r

(3; 30) AT (z) = d(4(z, z) T'(x)).
On a

dT (ay-)=d(4 (@3, ay~) P (ay)

=d(4(@y1, 2y1) A&, ) P(@) = dT(2),

d’ou d’aprés la proposition 1, dT(z) = adg(x) (a€ E). Enfin on a pour w €T,
dT (w—tz) = 05! (w) adz = d(A (&, w1 z) T(w x)) = 0T (w) 4 (¢, w—") adz,
d’ou (12 bis), (13 bis) se démontre comme (13), en remarquant que 7" — T
est biunivoque puisque A4 (&, ) est inversible.

CHAPITRE II.
REPRESENTATIONS INDUITES.
Paragraphe k. — Généralités sur les représentations induites.

1. Définitions. — Soient G un groupe de Lie, g un sous-groupe fermé, E
un espace vectoriel localement convexe séparé complet, L une représentation
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différentiable de g dans E. Considérons I'espace @ des fonctions sur G a
valeurs dans £ et vérifiant :

L
(RI1) /(E@) = pg () Lef () pour tout € g et o€ G
(RI2) Pimage canonique dans G/g du support de f est compacte (nous
dirons que f est « @ support compact modulo g »);

(RI3) f est indéfiniment différentiable.

Les translations a droite définissent trivialement une représentation UL de G
dans @ : nous allons mettre sur @* une topologie telle que cette représenta-
tion soit différentiable. Soient K un compact de G et Dk le sous-espace
de @* formé des fonctions de support contenu dans gK. Nous mettrons
sur @ la topologie induite par &(E), qui en fait un espace localement
convexe séparé complet et méme un espace de Fréchet si £ est un Fréchet.
Nous mettrons sur @~ la topologie limite inductive stricte [4 ] des topologies
des M%.MT est alors un espace localement convexe séparé complet et un
espace (£F) si E est un Fréchet.

Soit fe Dg(E) : posons

(%; 1) Fz)= f 0 (5)F L' f (E) dy ().
8

ProrositioN 4; 1. — L'application f — f est un homomorphisme de @ (E)
sur Ryp.

DemoNsTRATION. — 11 est clair que f vérifie (RI1) et (RI2). Soit X un
élément de l'algébre de Lie de G : on a

(2) T A@r=tim [o@)F Let [ {17 G exp (X)) — 1 G |

Or pour tout z de G, % [f(z.exp (¢X")) — f(Ex)]— f & X (E«) uniformé-
ment en gardant son support dans un compact fixe de g, quand ¢—o. Par
suite, grace a I'équicontinuité des opérateurs Lg quand £ décrit un compact
de g, la limite du second membre de (2) existe : on en déduit aisément que f
est indéfiniment différentiable et que pour tout opérateur différentiel D inva-
riant 4 gauche, on a

py(x):fp(g)—hgt (Df) (t) .

Ceci montre que si f€ @ (E), fe ®x. De plus, si « décrit un compact K
de G, lafonction { — f (£ ) garde son support dans le compact k = KK'-'ng:

-1
posons M:fp (£) *dg (%) etsoit V un voisinage convexe équilibré fermé
k
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de O dans E. Il existe un voisinage W de O dans E tel que ae W, tek
entraine Lg' a€ V : alors Df(z)€ W pour tout = entraine Df(z)e MV

pour z€K' : on en déduit immédiatement la continuité de 'application f-> J
de @x(F) dans @f, donc de @ (E) dans ®F.

D’autre part, si « € D¢z et h € DL, il est clair que la fonction z — « (z) h(x)
appartient 3 ®% : ML est donc un module sur Mg Soit {&;} un recouvre-
ment de G/g par des ouverts assez petits pour qu'il existe une section indé-
finiment différentiable & —s,(%) de 7—1(L;) fibré par g, soit {a;} une
partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement et soit ¢ une fonction

1 :
de @, telle quefp(g) > ¢(£) dt = 1. Posons pour A€ @~ :
&

(b; &) K (@)=, ai(&)0(@8i(2)~") Las( i)k (s:(&)).

i

On vérifie immédiatement que 2’ € @ (E), que h— ' est continue de M~ dans
®D(E) et que =1, ce qui montre que h—>/A' est un inverse a droite

continu de f—f, donc que f—>f est bien un homomorphisme de @ (FE)
sur @L.

La proposition 1 permet ('application f— fcommutant avec les translations
a droite) de considérer la représentation U définie « priori comme restric-
tion de la réprésentation réguliére de G dans &(FE) a4 un sous-espace non
fermé, comme le quotient par un sous-espace invariant fermé de la repré-
sentation réguliére y -»7, de G dans @(FE) : or nous avons vu que cette
représentation 7 est différentiable au sens du paragraphe 2, donc aussi UZ%;
ceci justifie la définition suivante :

DeriNiTioN & 1. — Nous appellerons « représentation différentiable de G
induite par la représentation différentiable L de g » la représentation
différentiable Ut de G dans ®*.

REMARQUE 4; 1. — La démonstration de la proposition 1 montre plus géné-
ralement que l'application f— f est un homomorphisme de @7(E) sur
Pespace (@™)” des fonctions m fois différentiables & valeurs dans £ vérifiant
(RI1) et (RI2), muni de la topologie évidente (0 £Zm <+ ). Si I'on

prend en particulier pour L la représentation E—)—p(E_)-% (dim E =1), cet
espace s’identifie canoniquement a I'espace @D%, : on retrouve ainsi un
résultat de M. A. WeiL [38] dont nous nous sommes servi au n° 1. Plus
généralement, soit M une variété différentiable sur laquelle g opérant a
gauche définit une structure d’espace fibré principal de ﬁbre g et de base B : -

une formule analogue a (1) définit alors pour Lz = p(;)z un homomorphxsme
de @%(E) sur D3 (E).

ReMARQUE 4; 2. — Supposons qu'il existe une section indéfiniment diffé-
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rentiable £ — s(&) de G fibré par g. A toute f€ Mg (E), associons la fonc-

1
tion f' sur G définie par f'(Es(&)) = p(E)3 Lz f(&); il est clair qu’on obtient
ainsi un isomorphisme topologique de Mg (E) sur ML. On peut par suite
transporter & (3g,(E) la représentation UL : on obtient, en posant

s(z)= w(.i:,y)s(@) (pour z,y€G) :
(b; 5) UL f(&) = p(w (&, 7)) Lati) £(@9).

Si maintenant L est une représentation continue arbitraire de g, nous
appellerons « représentation différentiable induite par L » la représentation
différentiable induite par la représentation différentiable L° associée a L. Tl
est évident que cela n’est pas la définition la plus naturelle d'une représenta-
tion (continue) induite : il est plus normal de considérer la restriction de la
représentation réguliére de G a 'espace CL—= (@°)L des fonctions continues
a'valeurs dans £ xérifiant (RI1) et (RI2), muni de la topologie limite induc-
tiva des topologies de la convergence uniforme sur tout compact sur les
sous-espaces des fonctions ayant leur support dans un ensemble gK fixe :
(1) définit encore un homomorphisme de €(E) sur €% (¢f. remarque 1).

Si L est une représentation continue dans un'espace de Banach, il est
naturel de chercher & obtenir comme représentation induite une représenta-
tion continue dans un Banach : supposons tout d’abord qu’il existe une
sectlon de G fibré par g. La représentation U s’effectue alors dans Iespace
Dge( E£°) et il est naturel de chercher 4 prolonger cette représentation & un
espace LP(E) construit sur la mesure quasi invariante dp.(&); or on a

(4; B) fII(Ui"f)(v‘c)ll"dp(:%)
- f o ( (& 1)) | Lo f(59) | di( )
A 21
= [o(w (@ 2)) 7" | L g, ) S0 [P ().

On obtiendra donc une représentation continue dans L?(F) il existe des
constantes M > o et k réel, telles que

(&3 7) | Ll < Mp(E)*  pour touttesg,

.

2 — 1 1
avec k= ~—£, donc = <k<Z-
J2 2 2
Revenant au cas général, nous supposerons que L vérifie une inégalité de

1 1 1 .
la forme (7) avec — 5 ZLk<Z 5 pour k=— > les fonctions de G sont

bornées sur G et UL se prolonge en une représentation bornée dans
I'espace de Banach complété de G pour la norme sup || f(x)|. Pour
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— é <k %, posons p = —— j_ -1 et soit fe MY, de support contenu dans
£K, K compact de G. Posons

1
(4;8) N @) =supeCe) 7 ILfE2) I,

N(f, x) est une fonction réelle > o, semi-continue inférieurement, constante
sur les classes suivant g, nulle en dehors de g K et

(%5 9) N(f; 2) < sup supo(£y) 7p(E) || Lef(5) ||
yeKk t€g

Zsupp(£y) 7 Mp(5) | £ |

ZsupMo(y) 711 f() |,
YEK

donc /V est bornée : par suite /V(f, x) considérée comme fonction sur G/g
est de puissance pi*m® intégrable pour .
Posons alors

1
”

(4; 10) Ilfll:< [ vy, x)Pdp(é))
. /g

On vérifie aisément que est une norme sur AL, D’autre part on a
p

1

_t Y
(b5 1) N(UPf(2)=supp(in) P (Eay) ]| = [‘;({’”—xyfj N(f, xp).

D'ou | UE f|| =] f]| : par suite U- se prolonge en une représentation continue
et méme bornée de norme 1 dans I'espace de Banach complété de C£.

En particulier, si L est bornée, on a une relation de la forme (7) avec
k=o0, donc p=o0 : si L est une représentation unitaire dans un espace de
Hilbert /7, on a N(f, ) = p(«)~*||f(x) | et la représentation induite intro-
duite plus haut est exactement la représentation wunitaire définie par
M. G. W. Muckey [29], dans I'espace de Hilbert 3¢ des fonctions sur G a
valeurs dans £ vérifiant (RI1) et telles que

p(a) [ f(@) [P dp(d) <+ 2 (),

G/g

. ;e o I
Par contre, si L ne vérifie pas de condition de la forme (7) avec | k|<Z 3

('*) La définition de M. MACKEY est légércment différente, mais l'application

1
> e(x) 2 f(x) fait passer de notre définition a la sienne.
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on ne peut pas en général prolonger de fagon naturelle U~ en une représen-
tation continue dans un Banach, sauf toutefois si G/g est compact, car €** lui-
méme est alors un Banach, sa topologie pouvant étre définie par la norme
il;pxn Sf(x) ||, K compact de G tel que G=gK. Plus généralement soit 4 un

ensemble fermé de G tel que G =g A et que A NgK soit compact pour tout

compact K de G (il est facile de construire un tel ensemble a partir d’un

recouvrement localement fini de G/g par des compacts) : alors sup || f(z) ||
x€A

est une norme sur ML et I'on vérifie que U se prolonge en une représenta-
tion continue de G dans le Banach complété de @ pour cette norme, pourvu
que pour tout y de G, il existe un compact ky, de g tel que Ay Cky A (sipar
exemple G est le produit semi-direct de g et d’un sous-groupe fermé A, ceci
signifie que les orbites de g suivant G sont relativement compactes). Sup-
posons en particulier que £ soit un espace de Hilbert et que A4 soit 'adhé-
rence de l'image de G/g par une section s mesurable de G fibré par g :
I'hypothése Ay Ck, A entraine alors (avec les notations de la remarque 2)

que pour tout y de G, w(@*, y) décrit un compact de g quand z décrit
G/g et (6) montre alors que UL se prolonge en une représentation continue
dans I'espace de Hilbert Lz, (E).

Toutes ces considérations nous ameénent a poser la définition suivante (!3) :

DeriNiTION 4 ; 2. — Soit L une représentation continue de g : Nous dirons
qu'une représentation continue de G dans un espace F est « induite par la
représentation différentiable associée L° » s'il existe une application linéaire
continue biunivoque u de MY sur un sous-espace dense de F telle que pour
tout y de G,u.Ut=U,.u. Nous dirons que U est «induite par L » (et nous
noterons UL une telle représentation) si u se prolonge en une application
linéaire continue biunivoque de Gt dans F.

REMARQUE &; 3. — Les définitions 1 et 2 ne sont pas entiérement cohé-
rentes : si L est différentiable, la représentation que nous avons appelée
« représentation différentiable induite par L » dans la définition 1 n’est pas
« induite par L » au sens de la définition 2. C’est pourquoi nous noterons
désormais toujours UL cette représentation, méme si L — L° : U~ signifiera
désormais une représentation induite par L et U la représentation différen-
tiable induite par L°.

2. Quelques théorémes sur les représentations induites. — Il est

immédiat que la représentation conjuguée de /X est la représentation UX et
plus généralement que la conjuguée d’'une représentation induite par L est

(1) Voir aussi au paragraphe 6 (n° 5) et chapitre III (n° 5) des exemples de repré-
sentations unitaires « induites » au sens de la définition 2 par une représentation L non
unitaire, donc construites par un procédé différent de.celui de M. MACKEY.
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induite par L (*). D’autre part -

ProrosiTiON ; 2. — (Représentation induite « par étages » ). — Soient
81C &, deux sous-groupes fermés de G, L une représentation continue
de g,. Les représentations différentiables de G induites par L° et par la
représentation différentiable de g, induite par L° sont équivalentes.

DEMONSTRATION. — Soient py, p, des fonctions p indéfiniment différentiables

pi(x)

p2(x)

fonction p différentiable sur g, associée a g.
Soit g€ D pour £ € G et y €g,, posons

associées 4 gy et g, : La fonction p;(z) = restreinte & g, est alors une

(b;12) fz(y)zpe(y)_%f(a?y)-

On a pourfeg; :

#13)  felE) =) fEra)) =pa(8)
= pa (5 L§ f(2)

et il est clair que pour tout # € G, f, est une fonction infiniment différentiable
‘sur g, a support compact modulo g, puisque f 'est. Par suite, f. € ®.’ pour

1 1
- z

0:(3) "% 01 ()T LY f(ya)

tout z€G.
D’autre part on a pour s€g; :
_1 1
(&; 14) Sz () =p2(y) " f(rzz) =0:(5)* f(¥3)-

L’application x — f étant différentiable de G dans @}’ et & support compact
modulo gy, (14) montre que cette application estun élément de @%° (en désignant
par V° la représentation différentiable de g, induite par L°) : on a donc
construit une application linéaire biunivoque de @& dans @7’ et il est clair
que cette application est continue. Si f—> o uniformément sur tout compact
en gardant son support dans un ensemble g, K fixe (K compact), f;— o dans
®F uniformément sur tout compact et garde son support dans 8, K’; de
méme pour les dérivées car si D est un opérateur différentiel invariant &
gauche, on a D(fy) = (Df)x.

Réciproquement soit 9 € M’ : c’est une application z —> ¢, de G dans
®L. Posons Y(x) =gz (e) : ¢ est une fonction différentiable sur &, & valeurs

(%) Pour la représentation contragrédiente, les choses sont un peu plus compliquées :
la représentation (UL°)Y s’effectue par les translations d droite dans ’espace H des

Ee-distributions sur G, vérifiant d7(§z) = (8,(2)% tLg' dT (z). Si E° est tonnelé, LDL}'/,
s’identifie [par ¢ > ¢(x) dg(x)] & un sous-espace dense de H et (UL’) est induite
par L°. Mais si E° n’est pas tonnelé, ¢ (z)dg(x) n’est pas nécessairement une E°-distribu-
tion et 'on peut seulement dire qu'il existe dans H et dans ol des sous-espaces denses
wnvariants dans lesquels UL et (UL°)¥ sont équivalentes (algébriquement).
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dans F etl'on a pourfeg; :

(h515) (@) =ea(e) = pa(E)* VE9u(e) = pa(E)* @a(£)
= pa(5)7 s (5)* LEgu(e) = pu (2)7 LY ().

Pour montrer que Y€ ®%’, il ne reste qu'a montrer que { est a support
compact modulo g, : or il existe un compact K tel que 9 — o pour kg, K
et I'application & — ¢, étant continue de G dans DX, I'image de K par cette
application est un compact de @2 donc est formée de fonctions ayant leur
support dans un ensemble gy K’ fixe, K’ compact de g,. On en déduit immé-
diatement que ¥ a son support dans g; K’ K. Par suite, nous avons construit
une application linéaire biunivoque de @%° dans @%’ : on vérifie aisément que
cette application est continue et que son composé avec l'application de
ML dans @}’ construite a I'alinéa précédent est I'identité. D’ou I'isomorphisme
de @ et ®L°, isomorphisme qui commute trivialement avec les translations
a droite.

COROLLAIRE. — SU L est une représentation unitaire, la représentation
unitaire induite par L est unitairement équivalente a la représentation
unitaire de G induite par la représentation unitaire V de g, par L.

@ étant toujours dense dans 3¢%, il suffit de vérifier 1’égalité des normes
1Sl et]| fll» d’un élément fe DL = @}’ dans 3¢~ et 5¢”. Soient .y, p, |4
les mesures quasi invariantes sur G/g;, G/g., £:/8: respectivement associées
aux fonctions py, ps, p3, On a

(516) [ f@)pi(@) do(@) = [ dps () f F(i2) d ()
G 81

G/
= [f@e(@)es@) do(@)= [ () [ Frm)es(y) deis)
G G/gs &
= [ am@) [ dp() [ fere) .
Gsgs 83/81 81
D’ou
oy .\ P3(yx) N
leq(x)—-dpug(x)P'P—s(y_)qu(yx) pour x€G et y€g,.
Par suite

(4517) [1£15= [ o (@) 1 f(@) | dps(2)
_ _psyz) )
= [(dp(@) [or () L Sty i ()
- f o (21 dpa () f 0 () ps () 1 f () I s (3)

= [(eata) (@) [oa( 1) 1 dps(3)
=116 e 0. 5. b,
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REMARQUE I; k. — Ce corollaire a été démontré par M. Mackey dans le
cas des groupes localement compacts ([29], t. &; 1).

ProrositioN ;3. — Soient L (resp. M) une représentation continue
d'un sous-groupe fermé g, (resp. g,) du groupe de Lie G, (resp. G,) dans
un espace E (resp. F); la représentation U@ UM* de G,x< G, dans
(D""®ﬁ DM est une représentation induite par la représentation différen-

tiable L'® M° de g, < g, dans E°&  F° (*3).

Soit K;(i=1, 2) un compact de G; assez petit pour qu'il existe une section
différentiable d’un voisinage de g;K; fibré par g;; on voit, comme i la
remarque 2, que I'espace @ (resp. @’) s’identifie & 'espace

Dk, (E) = D, Qr E°

[resp. @, (F°) = @g,@= F°] : on en déduit facilement une identification

: L0 S Mo LOQMO 37~ . . I . )
canonique de DL Qr P’ avec DEIY, d’ou une application linéaire continue

Lo Mo & Mo 1
de @G&"G’, sur un sous-espace dense de DF, Yz DY, qui commute avec les

3

translations a4 droite et qui est biunivoque, car composée avec l'injection
. A o A A
canonique de ME Q@Y dans &(E°) @z &(F) = E¢,, (Er@r F?) elle

. . . . A . . .
donne I'injection canonique de @X®M* dans &g s, ( E*@x F°) qui est biuni-
voque : d’ou la proposition.

Paragraphe 5. — Représentations irréductibles d’'un groupe de Lie,
Extension d’'un groupe abélien.

1. Représentation tempérée d’un groupe de Lie abélien. — Soit
G un groupe de Lie abélien. Conformément & nos conventions générales,
nous supposerons que ( est engendré par un voisinage compact de e, autre-
ment dit que G est un « groupe élémentaire » de la forme R? < TP < Z7 < ®,
® groupe fini. Soit £ un espace localement convexe séparé complet et U une
représentation continue de G dans E : nous allons examiner les hypothéses
qu’il convient de faire sur U pour qu’on puisse utiliser la transformation de
Fourier dans I'étude de U. On sait, ([3%], chap. VII) que la transformation

de Fourier établit un isomorphisme F de I'espace Sg des fonctions indéfini-
. » . \ v . . A
ment différentiables a décroissance rapide sur le groupe dual G sur 'espace

(13) Si E° et F° sont des Fréchets, la représentation UL°® UM’ dans OL°® @M° st
exactement équivalente & la représentation différentiable induite par la représcntation

Lo® M dans E° @ Fo= E° &y E.
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:analogue Sg sur le groupe G (%), d’ou un isomorphisme, noté encore F, de
Vespace L(S¢; E) sur L(Sg; E) défini par

(55 1) FT(9)=T(Fvy) pour ©€Sg.

Or pour tout a€F, la représentation U définit une fonction continue
& — Uza sur G, a valeurs dans E, fonction qu’on peut identifier avec une
distribution & valeurs dans £, soit T, : Si ces T, appartiennent & L (Sg; E),
-on peut définir FT,€ L (Sp; E). On a

(85 2) FTa(o)= Ta(F@)szcg(x)Ura de(x) (0 €Ss).
¢

D’ou pour ¢ fixé un opérateur dans £ que nous noterons P(¢), & savoir
.a—FT,(¢). On a évidemment

.(‘5; 3) P(¢) = Up,.

La transformation de Fourier transformant le produit ordinaire dans $g en
produit de composition dans S¢, 'application ¢ — P(¢) sera une représen-
tation continue de I'algébre S munie du produit ordinaire dans L (£'; E),
pourvu que la représentation f— U, de ®g se prolonge par continuité & Sg.
D’une maniére précise, nous poserons la définition suivante :

DernitioN 5; 1. — La représentation U sera dite « tempérée » si:
(RT 1) pour tout a€ E, , la distribution T, a valeurs dans E (définie par
To(f)=Usa pour fe®g) est continue dans Rg muni de la topologie
induite par Sq, et par suite se prolonge en une applicaton linéaire continue
J—>Ura de'S; dans E.

(RT 2) les opérateurs Uy ainsi définis pour f€ Sg sont continus;

(RT 3) Il existe un voisinage V de zéro dans S; dont l'image par
Lapplication f—>U; est un ensemble équicontinu de L(E; E) [ce qui
-entraine que cette application est continue de Sg dans Ly(E; E)).

Si U est tempérée, I'application ¢ — P (@)= Upg, est une représentation
continue de l'algébre S dans Ly(E'; E), donc en particulier est une distri-
bution tempérée a valeurs dans Ly(E; E). Cette distribution est d’ordre
Jini ; on peut en effet supposer que le voisinage V de (RT 3) est I'image par

(1%) Rappelons la définition de 1’espace Sg¢ ([34], chap. VII) : Une fonction f indéfi-
niment différentiable sur G est dite « a décroissance rapide » si pour tout polynome P
sur R» > Z9, considéré de la maniére évidente comme fonction sur G, et tout opérateur
différentiel invariant D sur G, la fonction P(x)Df(x) est bornée sur G. Nous consi-
dérerons toujours ¥ comme muni de sa topologie habituelle, définie par les semi-
normes : sup | P(x) Df(x)| (P polynome sur R»x Z3, D opérateur différentiel inva-
Tiant sur G), topologie qui fait de S un espace de Fréchet.
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la transformation de Fourier du voisinage ¥ de O dans Sz défini par les
inégalités

(5; 4) ;g%l Qu(2)Dig(2)]| <L,

avec i =1, ..., n, Q; polynome sur G et D; opérateur différentiel invariant
sur @, d’ordre m;. Or V' n g est un voisinage de O dans @2 muni de la topo-
logie induite par Lo'g'(mz sup ml) : Vimage de ¥ Nz par P étant un

1LiLn
ensemble équicontinu donc borné dans Ly(E; E), P est continue de @3 muni

de la topologie induite par @7 , dans L;(E; E), donc est d'ordre < m.

ReMARQUE 5; 1. — Les conditions (RT 1) et (RT 2) peuvent s’exprimer en
disant que les distributions 7', appartiennent a L(Sg; E) et que I'applica-
tion a— T, est continue de £ dans L,(Sg; E). Si E est un espace de Banach,
elles entrainent (RT 3) : en effet 'ensemble A des 7', pour || a|| <1 est alors
borné dans L,;(S¢; E), comme image continue d'un ensemble borné. Comme
Sg est un espace de Fréchet, 4 est équicontinu dans L (Sg; E). Par suite, il
existe un voisinage V de zéro dans Sg tel que || To(f) || <<1 pour fe V et
l|a|l <1 :comme T,(f)=Ura, on a||Usr||<L1 pour f€V et V est le
voisinage cherché.

En particulier, si la fonction ||U.| est & croissance lente, alors
|| Uza || <L || Ux|l-|| @]l, d’0u la continuité de a— T, de E dans L,(S; E) :
U est donc tempérée. En particulier, une représentation bornée dans un
espace de Banach est tempérée.

ReMARQUE 5; 2. — Si U est une représentation unitaire dans un espace de
Hilbert (donc tempérée d’aprés la remarque 1), P est également une repré-
sentation unitaire de I’ k-algébre S munie de I'involution ¢ — @ définie par
passage a I'imaginaire conjuguée : on a en effet Fo(z) = (F9) (o) et par
suite

p@):ow—«)u,dx:fW (2) Uy dz = P ()"

2. Systéme d’imprimitivité associé i un sous-groupe abélien dis-
tingué. — M. Mackev a étendu dans [27] aux représentations unitaires
des groupes localement compacts la notion de « systéme d‘imprimitivité »,
classique dans le cas des représentations linéaires des groupes finis : Etant
donnés un espace localement compact M, un groupe G réalisé comme groupe
d’homéomorphismes de M et une représentation unitaire U de G dans un
espace de Hilbert #, M. Mackey appelle systéme d'imprimitivité de base M
pour U une mesure borélienne sur M & valeurs dans I'ensemble des projec-
teurs de A vérifiant P(A;A,)=P(A)P(A,) et UyP(A)U;=P(Ax)
pour A, A,, A sous-ensembles boréliens de M et x€ G. On sait que la
donnée d’une mesure borélienne & valeurs dans I’ensemble des projecteurs
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N

de H est équivalente & la donnée d’une application linéaire continue de Cy
dans L(H; H) et I'on montre facilement que la donnée d’un systéme d’impri-
mitivité est équivalente a la donnée d’une représentation unitaire de
I’ x-algébre €, dans I’w-algébre L(H; A) telle que pour toute 0 €Cy et
tout x € G, on ait

(35 9) U P(9)U' = P(129).

[Rappelons que 7, ¢ désigne la fonction m — g (m.x)].

Dans le cadre de notre étude de représentations dans des espaces plus
généraux, mais de groupes de Lie, nous donnerons une définition un peu
différente d’un systéme d’imprimitivité; soient /M une variété analytique,
G un groupe de Lie opérant sur M et U une représentation continue de &
dans F.

DeriNiTioN 55 2. — Nous appellerons « systéme d'imprimitivité de
base M » pour U une représentation continue P de l'algébre @y des fonc-
tions indéfiniment différentiables a support compact sur M dans Ly(E; E),
satisfaisant a la condition (3). Nous dirons que P est borné, s'il existe un
voisinage de O dans @y dont limage par P est équicontinue dans
L(E; E).

Nous allons voir que, comme dans le cas unitaire. I'existence dans G d'un
sous-groupe abélien distingué T permet de construire un tel systéme, pourvu
que la représentation U restreinte a I soit tempérée, ce que nons suppo-
serons désormais. I' étant distingué, G est réalisé comme groupe d’homéo-

morphismes de T', ou par dualité de . Nous poserons pour x€G, L€l
fel:
(85 6) & Ez) =(atz, B),

(E_, 2) désignant la valeur du caractére 2 au point £ de I'. D’autre part, nous

avons vu au n° 1 que U restreinte & T' détermine une distribution P sur [}, a
valeurs dans L(Z'; E) et P est une représentation continue de Sp donc

a fortiori de @p. De plus, on a »

(557) UnP(9)Us' = f Uy(Fo) (5@ dp (2~ i)
r
et
(35 8) (F@)(x—%x):f(w—*aw, E)o(8) dp(B)
R

= [ & Do) dr ().
<P

Or dr(x—'%a) est une mesure invariante sur I' : on a donc

dr(z—'tz)=»M(z)dr(£),
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et la formule de Plancherel montre que df,(i.w): At (z) di\(g) : on tire
alors de (7) et (8) :

(5; 9) U.P(9) Us* =fUa(fo<P).(E)dr(i)———P(w)-

Par suite P est un systéme d'imprimitivité de base § pour U, borné
[ condition (RT 3) de la définition 1| et d’ordre fini.

Considérons la représentation différentiable U’ associée a U : nous allons
voir que P est encore un systéme d'imprimitivité pour U°. Il nous faut
montrer que :

1. P(9)E°CE" pour toute ¢ €Dp;

2. P(9) est continu dans E° et 'application ¢ — P (¢) est continue de
®p dans Ly (E°; E°).

Or la représentation -1, de G dans Sp est différentiable (!7), donc

Papplication  — P(7,¢) est différentiable de G dans L,(E'; E) pour toute
© € Sp. Par suite si a€ E°, la fonction & valeurs dans E :

x> Uz P(9)u=P(129)Uza

est différentiable, c’est-a-dire P(9)ae€ £°, d’ou la propriété 1.
D’autre part, pour toute dérivation invariante & gauche D sur G, on a une
« formule de Leibnitz » de la forme

i=r

(85 10) D(fg)=3,(D:f)(Dig),

i=1

les D; et les D, étant des dérivations invariantes 4 gauche d’ordre inférieur
ou égal a celui de D et (10) est encore valable si g est 4 valeurs dans E et f a

valeurs dans L (£; E). D’ot pour a€ E® et 9 € S¢ :
(Bi11)  D(UoP(9)a)=D(P(t2¢) Usa) = 2P (Dy(x29)) Di(Usa).

Or, si ¢ - o dans S [ Di(t29)]x=e—> 0 dans Sp, il existe donc (puisque P

(") En effet la représentation v de G dans S¢ est la composée de la représentation

de G dans le groupe Aut T des automorphismes de T qui & ze€ G fait correspondre
. A 'S . A, A
Pautomorphisme § > .2 et de la représentation © de Aut T' dans S Or T étant de la

forme R TP Z7 < ®, la composante connexe de e de Aut T se réduit 2 GL(n, R)
opérant sur R~ et laissant fixes les autres variables. Il suffit donc de démontrer que la
représentation canonique ¢ de GL(n, R) dans Sp» est différentiable : Or si B ecst unc
distribution de support e dans GL(n, R), opf est pour f€Sg» une combinaison linéairc
finie de produits de polynomes par des dérivées de f. Par suite o est continu dans
Sgn, d’ou la différentiabilité de o.
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est un systéme d’imprimitivité borné dans E) un voisinage V; de O dans
Sp tel que les P ([ D;(t29]x=.) soient équicontinus dans E pour ¢€ V;. On

déduit alors de (11) que si a tend vers zéro dans E°, [D(U,P(9)a)|z=e—>0

dans E uniformément pour ¢ € n Vi : ceci implique que lapplication
i=1

(9, @) > P(9) a est continue de Sp < E* dans E°, d’ott immédiatement 2.

A fortiori, (95 a) > P(¢)a est continue de ®p < E° dans E°, donc définit

une application linéaire continue que nous noterons P de @p(E°) dans E°

(¢f.§1,n°2). On a
(5; 12) P(r ) =ULP(US'Y), bedp(E).

REMARQUE 5; 3. — L’application (o, a) > P(¢)a est également continue
de, Sp < E dans E [grace & I'équicontinuité des P(¢) pour ¢ voisin de O].

REMARQUE 5; 4. — La démonstration que nous venons de faire revient sous
une autre forme 4 démontrer que la restriction a I' de la représentation U°
satisfait aux conditions (RT 1) et (RT 2) de la définition 5; 1. Malheureuse-
ment U0 restreinte & I' ne satisfait pas en général a (RT 3) mais seulement a
la condition plus faible :

(RT 3') L’application ( f, a) - Uja est continue de St < E° dans E°.

En particulier (RT 3') ne permet pas de conclure que la distribution
¢ — P(¢) a valeurs dans Ly(E®; E°) est d’ordre fini.

3. Représentations irréductibles et systémes d’imprimitivité tran-
sitifs. — Nous supposerons désormais que la représentation U est topolo-
giquement irréductible : nous allons montrer que, comme dans le cas uni-
taire, le systtme d'imprimitivité P est en quelque sorte équivalent a un
systéme basé sur un espace homogéne de G, moyennant évidemment certaines
hypothéses sur la maniére dont G opére dans ['. Remarquons tout d’abord

que si & est un ouvert de [ stable pour G, la restriction de P a & est un
systéme d'imprimitivité Pq de base Q pour U (Pg étant éventuellement nul).

LemMe 5; 1. — Si le support de la restriction Pg de P a un ouvert Q de

f* stable pour G est contenu dans une sous-variété fermée réguliére V de Q,
Pg est lextension a Q d’'une distribution définie sur V.

DtMoNSTRATION. — P étant d’ordre fini, on peut parler de l'ordre trans-
versal p de Pg sur V (c¢f. § 1, n° 3, 5°) : p est le plus petit entier tel
que P(9)=o0 si ¢ et toutes ses dérivées transversales d’ordre —p sont
nulles sur V. Supposons p.1 et soit H le sous-espace de dq formé des
fonctions ¢ nulles ainsi que leurs.dérivées transversales d’ordre <p —1
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sur V. Comme V et Q sont stables par G, H est invariant par la représenta-
tion 7 de G dans @q. Soit F le sous-espace de E engendré par les P({)a,
V€H, aeE : F nest pas nul (car P serait d’ordre << p — 1) et comme

U.P(Y)a=P(rx})Uza,

F est invariant par U donc partout dense dans E. Soit alors ¢ € @q, nulle-
sur ¥V : pour Y€ H, ¢y est nulle sur ¥ ainsi que toutes ses dérivées trans-
versales d’ordre —Zp, et par suite P(o{)=o0. Or P(oy)=2P(9)P(});
P(¢) est donc nul sur F, donc sur E tout entier. Autrement dit, ¢ = o sur-
V entraine P(¢9) =o, donc p —o.

Lemne 5; 2. — Supposons que lUespace quotient de [ par la relation
d équivalence définie par G soit séparé ou dénombrable : alors le support

de P est ladhérence d’'une orbite de [ suivant G.

DEMONSTRATION. — Remarquons d’abord que le support de P est nécessai-
rement une réunion d’orbites. Si ['/G est séparé, les orbites de I suivant G
sont des sous-variétés fermées réguliéres et deux orbites distinctes V et V'
posseédent des voisinages ouverts & et £’ disjoints et stables par G. Si 0o € @g
et Y€Dqs, 9 =o0; donc P(9)P(¢) est nul. Or Mg et Mg sont stables par ¢
et par suite le sous-espace F' de E engendré par les P(¢)a pour ¢ € Dq et
a€F est invariant par U, donc dense dans £ si Pg n’est pas nulle : mais
alors P({) est nul sur F donc sur E et Pg—c : par suite le support de P
ne contient qu’'une des deux orbites V et V.

Si maintenant ['/G est dénombrable, nous avons étudié au paragraphe 3 la
structure des orbites de I’ suivant G : reprenons les notations du lemme 3; 1
(avec M =T") : Supposons que le support de P soit contenu dans M mais
non dans M1 : il existe alors une orbite ¥V, ouverte dans M, telle que la
restriction de P & I'ouvert associé Q, n’est pas nulle. D’aprés le lemme 1,
cette restriction est une distribution sur V. Soit W le complémentaire de V/
dans M et posons & =Q2,U W : Q est un ouvert de f* stable pour G etsile
support de P n’était pas contenu dans ¥V, le sous-espace de £ engendré par
les P({)a avec ¢ € Dq nulle sur V et a€ E, serait invariant par U et non
nul, donc dense. Mais alors on aurait P(¢) = o pour ¢ nulle sur un voisinage
de W dans  ce qui contredit le fait que la restriction de P a &, n’est pas
nulle : par suite, le support de P est contenu dans V.

On montre facilement que le lemme 2 est valable sous des conditions un
peu plus larges : par exemple si I' est « régulier » dans G au sens suivant :

DeriNiTioN 53 8. — Nous dirons que T est régulier dans G s'il existe
dans ¥ une suite dénombrable densembles fermés Fi stables par G, tels:
que :

a. Fo=1, Fi+ic Fi, lintersection des F' est vide;
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b. F'— F+1 est une sous-variété réguliére fermée de Pouvert 9,:CF’+‘;
c. Uespace quotient de Fi'— Fi=' par (i est séparé.

Si T est régulier dans G, on voit que, si U est irréductible, il existe une
orbite ¥ qui est une sous-variété fermée réguliére d’un ouvert stable ; pour
G et telle que Pq , soit I'extension & £, d’une distribution non nulle sur V.
Or V est alors isomorphe & 'espace homogéne quotient de G par le stabili-
sateur g d’un point arbitraire de ¥V, cet isomorphisme commutant avec les
opérations de G sur V et Gfg, et cette distribution sur V peut étre consi-
dérée comme une distribution sur G/g, d’ou :

PropositioN 5; 1. — Si I est régulier dans G, a toute représentation
irréductible de G dont la restriction a I est tempérée, est associée une orbite
V de f suivant G et un systeme d’imprimitivité ayant pour base Pespace
homogéne quotient de G par le stabilisateur g d’'un point de V.

REMARQUE 5; 5. — Le systéme d’imprimitivité de base G/g (que nous note-
rons encore P) posséde évidemment les mémes propriétés de continuité que
le systéme primitif : en particulier, il existe un voisinage de O dans @g/, dont
I'image par P est équicontinue, et I'application (¢; a) - P(¢)a se prolonge
en une application linéaire P continue de Dgg(FE°) dans E° [ou de Dge( E)
dans E7.

CoROLLAIRE (L. ScHWARTzZ, non publié). — Une représentation irréductible
tempérée d’'un groupe de Lie abélien engendré par un voisinage compact
de l'élément neutre, dans un espace vectoriel localement convexe séparé
complet est de dimension 1.

En effet si G =T, G laisse fixes les points de [, et le systéme d’imprimiti-
vit¢ P est donc Dextension a I' d’une distribution définie sur la variété
réduite 3 un point y, donc est de la forme P(9) =¢(x) 4, A opérateur fixe
non nul dans £. On a donc pour toutes € Sp,

qua(t)Uldr(t):(chp(t)x(t)dr(t))A,
dou U=y (t)A, dou A=1, U=y ()1 et U étant irréductible, dim £ =1.

k. Détermination des représentations irréductibles. — A un opé-
rateur A€ L (E; E), on peut faire correspondre la forme bilinéaire

(a,b')—>{Aa, by sur E < E' ou la restriction de cette forme & ExE
(pour la définition de £ et U, voir § 2, n° 2) : on obtient ainsi une forme
hypocontinue relativement & la famille 33 des bornés de £ et a la famille &
des équicontinus de £ et 2 un ensemble équicontinu d’opérateurs correspond
un ensemble équi-3-8-hypocontinu de formes bilinéaires : on définit donc
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ainsi une application linéaire u de L(E; E) dans le dual de l'espace
F=F ®m,sE, application qui transforme un équicontinu de L (E; E) en
un équicontinu de F’. Remarquons d’autre part que la représentation

z—>U, @ [‘jl est continue dans F, les familles 3 et & satisfaisant aux condi-
tions de la proposition 2; 2.

Le systéme d’imprimitivité P composé avec u définit donc une application
linéaire de M¢/; dans F', et cette application transforme un certain voisinage
de O en un ensemble équicontinu dans F' : la proposition 1; 1 assure V'exis-

tence d’une F-distribution P sur G/g telle que
6;13) Pea®a)=<{P(p)a,a pour 9€dg, ackE, dek
et'on a d’aprés (3) pour z€ G :

B; 14) P9a®a)=(U:P(9) Uz a, a')
:<P(cp) Ula, ﬁ;‘ a’>: P(cp Ut a®ﬁ;‘ a’),

d’ou par continuité pour ¢ € Dg(E) :
(85 15) Peay) = P(0z @ U §).

Autrement dit P est quasi invariante sur Gfg, de multiplicateur

gl . .
A(m, x) =U, @ U, : malheureusement cette fonction n’a aucune raison
d’étre différentiable, ce qui nous empéche d’appliquer le théoréme 3;1;
pour pouvoir le faire, nous allons passer aux représentations différentiables

U0 et U° (**). Nous munirons l'espace £°® £° de la topologie tensorielle
correspondant aux applications bilinéaires hypocontinues relativement a la

famille des bornés de E° et a la famille S des ensembles S de Z° tels que

. . . . Y N .
pour toute dérivation D invariante a gauche sur G, I'ensemble UpS soit
équicontinu comme ensemble de formes linéaires sur E. Soit F° le complété

de E°®E° pour cette topologie (!°) : I'application canonique de E°® E*
dans E® F se prolonge en une application linéaire continue de F° dans F

et par suite P définit par transposition une F°-distribution 5° sur Glg,
satisfaisant a

(8;16) Po(rp§) =P (U@ Us )  pour ¢ € Dg(F)

et cette fois nous sommes exactement dans les conditions d’application du
théoréme 3; 1, la représentation Ul Q Uy de G dans F° étant différentiable

(18) On désigne par e (resp. Eo) 1a représentation (b)“ [resp. Pespace (E’)"] et non
(TP [resp. (E°)™].
(19) Fe n’est pas a priori le sous-espace différentiable de F.
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d’aprés la proposition 2; 5. Par suite, il existe un élément ¢ dans F°, tel que

(85 17) (EQ@UE)g=rps(E)g pour feg,
B;18)  Poy)= f (@), pe( @) (U2 @ UL) g disg(&).
G/g

Mais 'élément ¢ de F est une forme bilinéaire sur £° x £°, donc définit
une application linéaire Q de E° dans (E")’ , la B3-S-hypocontinuité entrai-
nant la continuité de Q de E* dans <E°)Iﬁ Remarquons que la dualité cano-
nique entre E° et £° (comme sous-espace de F et E') est séparante, car E°
est dense dans E et £° est dense dans F, lui-méme faiblement dense dans

. N . N\ . . )
E' : par suite £° s’envoie canoniquement dans (b“)ﬁ, cette application étant
biunivoque, et continue puisque les ensembles de S sont équicontinus dans
E'. Autrement dit, £° peut étre considéré comme un sous-espace faiblement

dense de (£°)s, muni d’une topologie plus fine. Posons U, =%~ : Les U2
conservent la famille S, U, est un opérateur continu dans (E’“ )8, obtenu par
prolongement par continuité faible de U2 et U, décrit un équicontinu quand
« décrit un compact de G. A Vélément (U2 Q U2)q de FY, correspond
lapplication linéaire continue Uz! QUS de E° dans (E‘,"’)’. On a donc :

(85 17 bis) U QUy=p(5)Q  pour t€G,

p(z)~t Uz QUS est en réalité défini sur G/g et I'on a pour ¢ € Mgy, a€ E°
etadeko:

(55 19) <{P(9)a a'>=f<a®a', o(2)1 (UL @ UL) g Do (&) du
= f {d,p(@)1 Uz QULAY 9 (&) dug(&).

D’ou1 I'égalité suivante, qui a priori n’a de sens que dans le complété E de
(é“)’s :pour g€ Mg et a€ B0 :

(85 20) P(9)a= [ (ps(2)"tUz' QUsa)9(&) dug().
Glg
Or les deux membres de (20) se prolongent en des applications linéaires

continues de Mg (E°) dans E: pour le premier membre, cela a été vu & la
fin du n°2 et pour le second membre, cela résulte de ’équicontinuité des

Uy, et des U, quand « décrit un compact : par suite on a pour § € Pgs(E°) :

(3; 21) Py = [ pela) U5 QUL (&) dpy ().
G/g
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Remarquons qu’a priori (21) n'a de sens que dans £, mais qu’en réalité
ﬁ(t!)) appartient a E°.

Nous n’avons encore utilisé que la quasi-invariance de la distribution /° :
il nous reste a traduire le fait que P est une représentation de l'algébre o :
on a pour 9; et 9, €A, P(0,0,) = P(¢.) P(v,) et par suite pour tout a € E°:

(55 22) [ ot@r1 Uz QU2 0u(2) (&) s

=fp(:v)—‘ U QU P(9y)a 9. (&) dp.

Considérons alors des fonctions ¢, positives, de support contenu dans un
compact fixe et telles que la mesure v = ¢,(Z ) dp.(&) converge vers la
mesure de Dirac ez (*°) : On sait ([3], p. 86) que dans ces conditions
v(f)— f(&) pour toute fonction continue vectorielle f sur G/g. On déduit
donc de (22) par continuité (*!) :

(35 23) 91(€)Qa=QP(¢1)a,
d’ou pour Y € Mg (E°) :
(85 24) QP (y) = Q(é).

Nous avons maintenant tout ce qu’il nous faut pour construire une repré-
sentation L de g telle que U soit plus ou moins induite par L. Soit /¥ le
noyau de Q : C’est un sous-espace fermé de E°, invariant par les opérateurs

1
U; pour { €g d’aprés (17 bis), donc aussi par les opérateurs p(;) * Ug. Soit
M Yespace quotient E°/N et soit ;i — L la représentation différentiable de g

dans M (*?) quotient de la représentation V°— p(g)_%Ué’ de g dans E°. Nous
noterons 7 la projection canonique de E° sur M. Considérons l'espace @*°
dans lequel s’effectue la représentation différentiable induite par V° : si
oe®’, n(¢)€ D et'on obtient ainsi une application linéaire % continue
de ®”* dans @MY qui commute avec les translations 4 droite. Soit I, le
noyau de cette application 7 : c’est le sous-espace de @”° formé des fonctions
a valeurs dans /V.

D’autre part, si 9 € ®””, la fonction Uj_. ¢(x) est constante sur les classes
a droite suivant g, donc s’identifie avec un élément ¢’ de Ggz(£°) : on obtient

(%) De telles fonctions @2 existent car le support de . est G/g tout entier.

(?') Remarquons que, comme distribution & valeurs dans L (Ee, E), P est une fonc-
tion [:} savoir p(x )~ Uzg! QU°_.1] mais que (23) montre que P conSidéré comme distri-
bution a valeurs dans L(E°, E°) n’est pas une fonction.

(%2) M n’est pas en général complet.
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donc une application linéaire continue de @’ dans E°, soit ¢, en posant
(35 35)  e(0)=PL(9) = [ (p(2)1 U5 QUY) (U2 9()) dn()
= [[e(a) U Qo) dis(),
v commute avec les représentations de G dans @’ et £ : en effet
(5126 ¢(5y9)= [ p(e) T Qo(ay) din()
= [ o(ay) -0, T3 Qo () du(@y-)

_U fp(xy—t) lU_iQQ(x) P( (y_) )d‘u(i‘):ﬁ‘v(?):b}’p(?)‘

¢(®’") est donc un sous-espace invariant de £°, non nul, car il contient les
P(Y)a pour Y€ ddg, et a€ E°, donc partout dense dans E° et dans E.

Soit 9L, le noyau de ¢ : d’aprés (25) 9, C 9L,. Mais @7 est un module sur
I'algébre Mg/, le produit fo d’un élément ¢ de @’ par I'élément f de D¢,
étant la fonction & — f(&) ¢ (). On a (fo) = f¢', et par suite :

(5; 27) o(fo)=L(f¢') =P(f) P(¢') =P(f)¢(9).

Donc ¢ € 9L, entraine ¢ (f¢) = o pour toute f, autrement dit la distribution
p(x“‘)(j_;‘ Q¢(x)dp(x) sur G/g a valeurs dans E est nulle, ce qui entraine
que la fonction continue p(z—!) U;*Qg(x) est nulle, donc Qg(x)=o,
© €9, : les noyaux de % et ¢ coincident et il existe une application linéaire
biunivoque u de F(®D”°) sur ¢(M*°), et il est clair que & « commute » avec
les représentations U et UL restreintes a ¢(®%°) et %(®”°). Nous pouvons
alors énoncer le théoréme :

TueorkME 5; 1. — Soit G un groupe de Lie extension d’un sous-groupe
abélien fermé distingué T régulier dans G.

1° A toute représentation continue irréductible U dans un espace vecto-
riel localement convexe séparé complet E, dont la restriction a T est
tempérée, est associée une orbite de [ suivant G et une représentation diffé-
rentiable irréductible L° du stabilisateur g d’un point arbitraire y de cette
orbite, dans un espace localement convexe séparé M, telle que Lf —y (£) I
pour €. Il existe dans E un sous-espace invariant dense F, et dans ®™*
un sous-espace invariant partout dense F, tels que les restrictions de U a F,
et de UX a F, soient algébriqguement équivalentes.

2° Supposons de plus que E soit un espace de Fréchet : Alors M est un
espace de Fréchet et il existe une application linéaire continue biunivoque
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u de @ sur un sous-espace invariant dense de E telle que u.UY = U,u
(autrement dit, U est induite par L).

3¢ Si E est un espace de Banach, L° est la représentation différentiable
associée a une représentation continue irréductible L de g dans un espace
de Banach.

40 Si Uest une représentation unitaire dans un espace de Hilbert, L° est
la représentation différentiable associée a une représentation unitaire L de
& dans un espace de Hilbert et U est unitairement équivalente & la repré-
sentation unitaire induite par L.

DEMONSTRATION. — 1° Les seules choses qui restent & démontrer sont que
L® est irréductible et que Lg =y (£)7 pour ;€T. Soit M, un sous-espace
invariant non nul de M et soit H le sous-espace de @’ formé des fonctions
prenant leurs valeurs dans 7—'(M,) : /I est un invariant par translation &
droite, contient 9, et est distinct de I,. Par suite ¢ (H) est un sous-espace
invariant non nul de F°, donc dense dans E° et w(¢(H)) est dense dans M :
Or (24) montre que ‘n'(ﬁ(q))):ﬂ(tp(é)) pour Y € D¢y (E*), doun(v(H))=M,:
.M, est dense dans M, donc L° est irréductible.

D’autre part, si 'on désigne & nouveau par P le systéme d’imprimitivité

original, de base I, ona pour L€l et peSp:
(3; 28) UEP(9)= [ Fotn) Ubndr(n)=P(¥)

avec 9'(s) = F-'(Fo(:'n)) =&, s> ¢(s). D'autre part, par construction
méme, les propriétés de la restriction de P a 'ouvert &, de la proposition 1
sont exactement les mémes que celles du systéme de base G/g, le point y
choisi sur P'orbite venant en é : On a donc pour 9 €dq, d’aprés (21) :
OP(v)a=¢(x)Qa, ou encore P(¢)a est congru i ¢ ()« modulo /V. On a
donc les égalités suivantes modulo /V :

(8529) Uge(a=Ui P(9)a=P(¢)a=9'(E)a=yx() 9(x)a

dou Ufa=y(:)a modulo V. Comme pgz({)=1 pour ;€T [car I étant
distingué dans G et g, ona op (E) =0, (7) =94 (Z)]; ceci entraine L{ =y (£)/
pour i€l

20 Si E est un espace de Fréchet, £°'est aussi, donc aussi M qui en est un
quotient. D’autre part, on sait que dans ces conditions, I'application cano-
nique de Mg (E°) dans D (M) est un homomorphisme sur (cf. [21], p. 43) :
Or on vérifie facilement que % composée avec I’homomorphisme canonique
de ®DG(E®) sur ®”° coincide avec le composé de I’'homomorphisme cano-
nique de Mg (M) sur M avec cet homomorphisme : Par suite 7 est aussi
un homomorphisme sur, @ s’identifie au quotient M*°/JT,, quotient qui
s’envoie continiment et biunivoquement dans £°.



150 F. BRUHAT.

30 Si maintenant E est un espace de Banach, £ est aussi un Banach, donc
également l'espace FF=F ®as,sl3f, qui d’ailleurs coincide avec K & E.
Comme P est d’ordre fini m, P est continue sur DEe ®“F. Or M. L. ScHwARTz
a montré ([35], [37]), qu'une forme linéaire continue sur @™ &), F
(F Banach arbitraire) était continue sur @7+ @ F pour la topologie
induite par @™+ (F) (n dimension de la variété G/g) : par suite P est une
(E & E )-distribution d’ordre < r=—m -+ n + 1 sur G/g et vérifie (15) pour
ve(E® E) Mais la méme difficulté que plus haut se présente : Le multi-
plicateur U, ® U, n'est pas en général r fois différentiable, ce qui nous
améne A introduire 'espace E') (resp. E"’)) sous-espace des éléments a € E
(resp. o' € E), tels que la fonction z—>Ura (resp. l?,m’) soit r fois différen-
tiable. Nous munirons £ (resp. En) de la topologie de la convergence
dans E (resp. E) de a (resp. a') et de chacune de ses « dérivées a l'origine »
jusqu’a Pordre r, topologie qui fait de E'7) (resp. En) un espace de Banach,
stable pour U (resp. ff) et pour les opérateurs P(¢). Posons FiIN—F @ E .

L’application @ — U, (resp. U,) est r fois différentiable de G dans
Ly(E"n; E) [resp Lb(E'(’) E)] [mais non de & dans L,(Ev; E)] donc
Papplication x— U, ® U, est r fois différentiable de G dans L(F"; F).

Par suite si € @& (F7, la fonction q;(x) :fUE ®UE Y(Ex)dg(L) est r

fois différentiable comme fonction sur G/g a valeurs dans F (mais non dans
F)y et Yon vérifie immédiatement que ¢ —P(J) est une F-distribution
sur G, invariante par les translations 4 droite. Nous pouvons donc appliquer
la proposition 3; 1 : On obtient une forme linéaire continue § sur ') et par
suite un opérateur continu Q de £ dans (En). 1l est immédiat que Q est
le prolongement par continuité & E') de 'opérateur Q déterminé plus haut

[ de E° dans (E°)]. Soit Nle noyau de Q:la représentation L cherchée est
la représentation de g dans I’espace de Banach MN=E "|M, quotient par A de
la représentation p, (%)t Uy de g dans E17).

Il ne reste plus qu’a démontrer que L° coincide avec la représentation
différentiable (L) de g associée a L, ce qui entrainera que L est irréductible
(proposition 2; 6). Il suffit de montrer que M contient le sous-espace diffé-
rentiable (#)°; la réciproque étant triviale. Nous nous appuierons sur le
lemme suivant :

LemMME 5; 3. — Soit V une représentation continue d’un groupe de Lie g
dans un espace de Fréchet F, soit N un sous-espace fermé invariant de F
et soit T la projection canonique de F sur F|N : le sous-espace différentiable
(F/N)® de la représentation L quotient de V par N est l'image ©(F°) de
F° dans FIN.
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DemonsTRATION. — Il est clair que (F/N)°>7(F°). Réciproquement soit
a€(F/N)° : F étant un espace de Fréchet, il existe une fonction § € §;(F)

telle que m(Y(£)) =Lga pour feg. Soit k€ d,, telle que fk(g)dg_—_l, et
g

posons ¥.(n) =f V=44 (En) k(En) d% pour n€g: x € E¢(F) (cf. démonstration
8

de la proposition &; 1) et pour tout A€g, on a x(in) = Vi x(n), ce qui
entraine que y (e)€ F°. Or

‘lf(x(e))=fﬂ(V€1‘P(E))k(i)dE:nglﬂ(¢(E))k(E)d?,=a k() ds=a,

donc aen(F?). C. Q. F. D.
Le lemme 3 montre que (/)0 est le quotient du sous-espace différentiable

(Em))g de EN [pour la représentation VE:p(E))_j?U de g:l. Par suite si
ae(M), il existe un élément ¢ € D*"P tel que 7 (¢ (e)) = a. Or I'application
P est continue de @g(E™) dans E) [cf. démonstration de la continuité de
P de @(E°) dans E° au n° 2] et par suite 'application ¢ —> ¢(¢) :ﬁ(up’) de
®”° dans E° se prolonge en une application continue ¥ de @*"" dans E'") qui

« commute » avec les représentations U¥"" et U de G, ce qui entraine que
P(DY")c E°. Or, on a d’apres (24),

n(Fe)=n(L(¢))=n(9(e))=7(9(e))=a,

ce qui montre que a€ 7 (E°) = M, donc que (M)“cM. C.Q.F.D.

4° Supposons enfin que U soit une représentation unitaire dans un espace
de Hilbert : c’est le cas traité par M. Mackey et le 4° du théoréme 5; 1 n’est
autre que le théoréme 14; 1 de [29]. Cependant nous allons le démontrer &
partir des résultats précédents. Soit (a, &) le produit scalairg sesquilinéaire
sur E. L’anti-isomorphisme canonique de £ sur son dual £’ transforme U en
la représentation contragrédiente U. Par suite E° et E° sont eux aussi anti-
isomorphes et il existe une forme sesquilinéaire canonique, notée également
(@, ') sur E°x (E")’, prolongeant le produit scalaire sur E°. On a
(Usa, b)) =(a, U;* ') et par suite pour a et & dans E° et 9 € Mgy, :

(8530) (@, P@)b)= pg(@)*(a, Us' QUL) (&) dpy(&)-

G/g
Or nous avons vu (remarque 5; 2) que U étant unitaire, la représentation P
est également unitaire : ¢ > o entraine donc (a, P(9)a)> o0, ce qui exige
que la fonction continue 2 — (a, U;! QUla) soit positive : la forme sesqui-

linéaire (@, Qb) est donc une forme hermitienne positive sur £°, dont le
«noyau » est exactement /V : par passage au quotient, on obtient donc une
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structure préhilbertienne sur M — E°//V et la représentation L° est alors
préunitaire, car d’aprés (17) :

331 (o) * U2 a, o2y F QUIB) =(a, p(t) T5* QUEB) = (a, Qb)

et par suite se prolonge en une représentation unitaire L dans I'espace de

Hilbert Mcomplété de M pour la norme || 7(a) ||> = (@, Qa).
Enfin U est unitairement équivalente & U~ : Soit ¢ € @"" :

(5; 32) le)lir=[ p(2)~(v(9), Us* Q9(x))du(&)

G/g
d’aprés (25). Mais d’aprés (24), Q9(e) = Qv(¢) et par suite :
(85 33) Q¢(2) = Q(129) (¢) = Qv (7=9) = QUz ().

D’ou
(3; 34) 1t = [ p(@)1 (ULe(e), QUES(9)) dp
= [[o(@) I m(Uzo (o) I di.

Mais 1 (Uv(9)) =7 (¢(129)) =7(9(2)) : d’ou

(85 35) v(e)P= | e(2)tIm(e(2)) I dpg(2),
Gls

ce qui exprime que lapplication u de @Y dans E° est isométrique, d’oi
trivialement 1'équivalence unitaire cherchée. L est irréductible, puisque U
Pest. On montre d’ailleurs facilement que L° est la représentation différen-
tiable associée & L soit comme au 3°, soit en construisant 'espace différen-
tiable de UT (espace des fonctions différentiables & valeurs dans M° dont les
dérivées invariantes 4 gauche sont de carré sommable sur G/g).

Réciproquement, soit L une représentation continue irréductible de g dans
un espace £, telle que Ly = x(£) pour €T :

ProrosITION 5 ; 2. — La représentation induite Ut dans G et la représen—
tation différentiable U¥ induite par la représentation différentiable associée
a L, sont irréductibles.

[Le théoréme 5; 1 donne donc en quelque sorte une condition nécessaire
et sujfisante pour qu’une représentation U de G soit irréductible (2?)].

Remarquons que la représentation UX dans ®@%° étant la représentation
différentiable associée & UL, il suffit de démontrer que U* est irréductible.

(%) En réalité, il n’est pas évident que Zoute représentation « induite par L » soit
irréductible : elle le sera certainement si 'on peut identifier 'espace ou elle s’effectue
avec un sous-espace de L(d¢; E).
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Tout d’abord, on a pour L€’ et feCl :
(8;36) QFf(0)=fE)=Freyy)=xEy ")) =G -2 F)s

donc U restreinte & I' est bornée, donc tempérée, on peut former les opéra-
rateurs P(¢) pour ¢ €Sp. On a

(35 37) P f()= fr Fo(m)x(yny=) f(3) dr(n) = o(0-3) f(2)-

Mais I'application y —%.y envoie G/g sur Lorbite ¥ de [ passant par y et
une fonction § € Mg/, s'identifie avec la trace sur cette orbite d’une fonction
V' €dq, : (37) montre que P({’) ne dépend que de ¢, d’ou une application
linéaire continue de Mgy dans L(CL; L), - P(Y') =P’ () et il est clair
que P'(¢) f(z) = ¢(&) f(=).

Soit alors H un sous-espace fermé invariant non nul de ¢~ : H est invariant
par les P(¢), donc si feH, ¢(z)f(x)eH pour ¢ €@Dg, D’autre part
J—> f(e) est une application linéaire continue de €* dans E, non nulle (car #
étant invariant par translation & droite, on aurait H={o}) et qui « commute »

avec Ug’ et p(i)_'2 Lt pour £ €g, car
(; 38) (UEf)(e) =f(E) = p(2)* Le(f(e))-

Par suite 'ensemble des f(x) pour  fixé dans G et f dans H est dense
dans E.

La proposition 2 résulte alors d’un résultat plus général sur les sections
d’un espace fibré a fibre vectorielle topologique : un tel espace fibré X, de
base un espace localement compact B, de fibre un espace localement convexe
séparé F est défini de la maniere habituelle par des cartes locales : soit p la
projection de X sur B. On se donne un recouvrement ouvert {U; | de B et
pour chaque indice ¢ une application continue %; de p—1(U;) dans F telle que
ki = (p, k) soit un homéomorphisme de p—t(U;) sur U; < F et que pour
belUnUjeta€F, on ait kiok;' (b, a) = A;;(b).a, les A;; étant les appli-
cations continues de U;n U; dans Ly (F; F), telles que 'image d’un compact
de U;nUj par A;; soit équicontinue. Une section continue f de X est alors
définie par les fonctions continues @; = A;o f sur Uj, a valeurs dans F et telles
que 9;(b) =A;;(b).9;(b) pour be U;n U,.

Soit S(A") (resp. S.(AX)) l'espace vectoriel des sections continues-
(resp. & support compact) de X, muni de la topologie suivante : f— o dans
S(X) si pour tout indice 7, ¢; = A;of —>o0 dans F uniformément sur tout
compact de U;. L’espace S.(.X') sera muni de la topologie limite inductive
des topologies induites par S(.X) sur les sous-espaces Sg(.I") des sections
a support dans le compact K de B. Les espaces S(A) et S.(.X) sont des
modules topologiques sur Cp. Si M est un sous-module de S(X) ou
de S.(A), on appelle sous-espace ponctuel de M en b€ B, I'ensemble des
valeurs au point & des sections de M.
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ProrosiTiON 8 ; 3. — Tout sous-module fermé de S(X') [resp. de S:(X)]
est caractérisé par ses sous-espaces ponctuels, qui sont fermés.

3

Dans notre cas, on a B = G/g, F= espace des fonctions sur g, & valeurs
1

\

dans E et satisfaisant & f(E) =p(£)®Lg f(e), espace isomorphe & E par
J—f(e). Pour tout point b€ G/g, soit U, un voisinage ouvert de b assez
petit pour qu'il existe une section continue & —> k(&) de G fibré par g
au-dessus de U,. L’espace fibré X" est défini par le recouvrement { U } et les

applications & — Apy (a') == 0 (ke (&) kb,(.iz)—‘)% Ly, (2) 1y (2~ de UpnUp
dans L(F; F). L'espace Cf s'idenufie alors au module S.(X) : H et C£ ont
mémes sous-espaces ponctuels donc sont identiques d’aprés la proposition 3,
ce qui achéve la démonstration de la proposition 2.

Reste a4 démontrer la proposition 3 : on se raméne facilement par des
partitions de I'unité au cas des sections a support compact d’un espace fibré
trivial X' = B < F : on a alors S.(X) = Cp(F).

Soient donc M et M' deux sous-modules de Cp(F'), ayant mémes sous-
espaces ponctuels et soit f€ M, de support compact K. Soit & un voisinage
ouvert relativement compact de K et soit ¥ un voisinage convexe de O dans
F. Quel que soit z €L, il existe une fonction fry&€ M’ et un voisinage . de
x tel que fz(y) — f(y)€ V pour tout y € Q.. On peut supposer que 2, C 2.
Soit 4, ..., £, un recouvrement fini de K extrait du recouvrement { &2},
Ji la fonction f associée i L; et soit ag, a;, ..., @, une partition continue de

I'unité subordonnée au recouvrement ouvert CK, Q,...,Q2,de B. On a
i=p

fl@)= (@) f(), dot
=1 = —

(8;39)  f(@)— D au(@) file) =D a() (f(@) — filz) € V.
i=1 i=1

Par suite, f est limite uniforme de fonctions Xa;(z) f;(x) € M', de support

contenu dans @, d’ou fe M et par suite M c M', d’ot le résultat.

Cas d’un produit semi-direct. — Supposons que G soit le produit semi-
direct de ' et d’un sous-groupe fermé G, : alors g est le produit semi-direct
de I' et du sous-groupe fermé g; = G, ng. Soit L' la restriction de L°a g, :
il est immédiat que L! est irréductible et que pour {=%,¢, £, €g4, t€T, on
a L{,, =y (¢) L{,; réciproquement, cette formule détermine une représenta-
tion irréductible de g & partir d’'une représentation irréductible de gy. Par
suite, la détermination des représentations irréductibles de G dans un espace
vectoriel £ (resp. dans un espace de Fréchet, resp. dans un espace de
Banach) dont la restriction a I' est tempérée, est ramenée a la détermination
des représentations irréductibles dans un espace vectoriel (resp. un espace de
Fréchet, resp. un espace de Banach) de G, et de certains de ses sous-groupes.
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5. Exemples. — I. Soit G le « groupe linéaire de la droite », c'est-
a-dire le groupe des transformations 2z —ax + b sur R (b réel, a réel >o0) :
[ est le sous-groupe des translations z -~z + b et G, le sous-groupe des
homothéties z - ax; T' est le groupe additif des réels et il y a trois orbites :
le demi-axe positif, le demi-axe négatif et I'origine, les stabilisateurs g, dans
G, étant {e} pour les deux premiéres et G, tout entier pour la troisiéme. Par
suite & n'admet comme représentations irréductibles tempérées sur I' que les
représentations de G, et des représentations de dimension infinie qui sont
plus ou moins équivalentes a 'une des deux représentations unitaires irré-
ductibles de & induites par les représentations b — exp (== ib).

II. G =groupe des déplacements du plan : IciT — sous-groupe des
translations, G; = sous-groupe des rotations autour de l'origine. Les orbites
de I' = R sont les cercles de centre l'origine, et le stabilisateur d’un point X
de T est{e}, si y7=o0, Gy, si y=o0; G, étant compact, on peut dire qu'en
un certain sens G n’'a pas d’autres représentations irréductibles tempérées

sur I (et en particulier de représentations bornées) que les représentations
unitaires.

III. G = groupe de Lorents inhomogéne : Ici encore I — groupe des
translations dans R*, G, — groupe de Lorentz homogéne. On peut prendre
comme forme bilinéaire sur R* x R* réalisant la dualité entre I et T la forme
expig(z, ¥), avec Q(&, ¥y) =(— X1 y1— Yo —Z3¥s+ 2:ys) : alors G
opére sur f=r par les transformations de Lorentz et f se décompose en
six sous-ensembles, chacun d’eux étant fibré par G, a savoir [40] :

F* : ensemble des y avec ¢(y, y)>o0 et y,>o0;

Fr: » » » @(y,y)>oety,<<o;

Fl: > » v 9(yy)=oety,>o0;

F°: » » » @(y,y)=oety,<<o;

F: » » » @(y,y)=oety =o(Fj={o});
F-: » » » oe(y,y)<<o.

Par suite I' est régulier dans G et la détermination des représentations
irréductibles de G se raméne a celle des représentations irréductibles des
stabilisateurs dans G, des différents points de I' & savoir [40] le groupe des
rotations dans R? pour y € Ff ou F%, le groupe de Lorentz homogéne &
trois variables pour y € F~ le groupe des déplacements du plan pour y € F{
ou Fy, et enfin le groupe de Lorentz homogéne & quatre variables pour y=o.

Paragraphe 6. — Nombres d’entrelacement.

1. Opérateurs et formes -d’entrelacement. — Soit U (resp. V) une
représentatiou unitaire d'un groupe G dans un espace de Hilbert E (resp. F);
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la notion d’opérateur d’entrelacement de U avec V est classique (cf. [28]) .
une application linéaire continue 7" de E dans F est appelée « opérateur
d’entrelacement » si TUpy=—= V. T pour tout x de G. Alors T est un opéra-
teur d’entrelacement de V avec U. Soit J(U, V') la dimension de I’espace
vectoriel de ces opérateurs : on a I(U, V)=I(V, U) et il est classique
(lemme de Schur) que U est irréductible si et seulement si (U, U)=1 et
que deux représentations unitaires irréductibles U et ¥ sont inéquivalentes
si et seulement si J(U, V) =o.

Dans le cas de représentations non unitaires, les choses ne sont plus aussi
simples : on peut encore définir la notion d’opérateur d’entrelacement comme
plus haut, mais la considération de ces opérateurs ne donnera plus de ren-
seignements sur l'irréductibilité, mais seulement sur la possibilité de décom-
poser les représentations en somme directe, /(U; U) =1 entrainant que U
est « indécomposable ». D’autre part, si 7" est un opérateur d’entrelacement,

de U avec V, ‘T est un opérateur d’entrelacementde 1 avec U : on a en effet
TVt =T etsid e F, tUZt (tTa') est égal a ¢T" V;'a', donc est con-
tinue de G dans E : par suite ¢7" applique F dans E. On en déduit (f‘ étant
faiblement dense dans F') I(U, V) < I( v, f]), d’ou si E et F sont réflexifs,
1, vy=1( v, ﬁ) Par contre, I(U, V) et I(V, U) ne sont pas en géné-
ral égaux (2*) : Pour rétablir la symétrie entre U et ¥, nous allons introduire
une notion légérement différente, quoique équivalente dans le cas unitaire :

Derixition 6; 1. — Soit U (resp. V) une représentation continue d'un
groupe G, dans un espace localement convexe séparé complet tonnelé E
(resp. F) (?%). Une forme bilinéaire séparément continue B sur E < F sera
dite forme d'entrelacement de U avec V si elle satisfait pour tout x de G
a la condition

(6; 1) B(Uxa, Vyb)=B(a, b) (a€E, beF).

Nous appellerons nombre d’entrelacement de U avec V et nous noterons
(U, V) la dimension de U'espace vectoriel des formes d’entrelacement de U
avec V.

11 est clair que {(V, U)=1i(U, V).
Une forme d’entrelacement B définit canoniquement une application
linéaire 7 continue de £ dans F' (fort puisque £ et F sont tonnelés) : on a

(b, Tay=DB(a, b), dou TU,=*V;T : par suite T applique £ dans F:

(2%) Prenons par exemple pour G un groupe de Lie abélien non compact, pour U la
représentation réguliére de G dans L et pour V la représentation z > y(x), x, caractére
de G : il est immédiat par transformation de Fourier que I(U, V)=1 et I(V, U) = o.

(**) Dans le cas général, il faudrait supposer B hypocontinue relativement aux bornés
de E et F, cc qui est une conséquence de la continuité séparéc quand E et F sont
tonnelés ([5]).
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une forme d’entrelacement définit canoniquement un opérateur d’entrelace-
ment de U avec ¥ et réciproquement. Donc (U, V)=1I(U, 17) :Orsi V
est unitaire, ona V=1V et par suite {(U, V)=I(U, V).

ProposiTioN 6; 1. — Soient U et V deux représentations unitaires de G :
une condition nécessaire et suffisante pour que U soit irréductible est que
i( U, T/):l. Si U est irréductible, i( U, V) est le nombre de JSois que
1" contient U comme composante directe discréte. )

Les formes d’entrelacement ont I'avantage sur les opérateurs d’entrelace-
ment de posséder des propriétés de « transitivité » : Soit U' (resp. V') une
représentation de G dans un espace I (resp. F') et u (resp. ¢) un opérateur
d’entrelacement de U! avec U (resp. de V' avec V) tel que u( E*) [resp. ¢ (E*)]
soit dense dans E (resp. F). Si B est une forme d’entrelacement pour Uet V,
la forme B, (a, b) = B(u(a), ¢(b)) est d’entrelacement pour U! et V!, et
B, = o entraine B=o0. On en déduit

(6;2) (U, Vy<Li(or, v,

I'inégalité correspondante étant en général inexacte pour les L. En particu-
lier on a (U, V) Zi(Up, V0) (28).
Enfin, remarquons que pour que U soit prolongeable en une représentation

unitaire, il'est nécessaire (mais non suffisant) que (U, U) o.

2. Nombre d’entrelacement de deux représentations induites. —
Soit Ty (resp. I';) un sous-groupe fermé du groupe de Lie G et soit L (resp. M)
une représentation continue de I'; (resp. I';) dans un espace de Fréchet E
(resp. F). Soit U~ (resp. UM) une représentation induite par L (resp. M) :
nous allons dans ce numéro déterminer une majoration du nombre d’entre-
lacement i (UL, UM). D’aprés (2) et la définition méme d’une représentation
induite (déf. &;2), il suffit de majorer le nombre d’entrelacement i (UL, UM")
des représentations différentiables induites par L° et M°. Rappelons (prop. &;1)
qu’il existe un homomorphisme canonique m; de Mg (E°) sur ML (27); il est
défini par (2*)

(65 3) ) (@) = [ 0@ L) diE
r,

et vérifie pour tout y€ G :

(65 4) 7y (7y.f) = Uymi ().

(2¢) Dans ce cas, on a également I(U, V)<L I(U°, V°).

(*7) Ce qui montre que @L® est tonnelé comme quotient de Pespace @G(E?) qui est
un espace ( £F). .

(%) Voir paragraphe 1, n° 1 pour les notations gy, oy, dy,, ctc. On posera pour sim-
plifier écriture pr,= g, etc. pour i =1, 2.
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On a de méme un homomorphisme canonique 7, de Mg(F*) sur @X’. Par
suite, & une forme d’entrelacement B de U~ et U™°, correspond une forme
bilinéaire séparément continue B sur @g(E°) x @;(F?), définie par

(65 5) B(f, &) = B(m.(f), m(8))-

Or, on a pour o, €l (i=1, 2):
(6;6) m(f(on))(y)= f b (E) T Lesf(wiky) du
T,
= [ou(07)) " L £ du(o7)
=, (02)7 8, (07" f os (B) LA LS, f(Ey) dik
= (36(®1) 8 (00)) " 7 (L2, £) ()

et de méme 7, (g(wox)) = 0¢(®,) Bg(wz))_%qrg(M&,g). On tire alors de (4)
et (6):

(657)  B(f(wias), g(2ys)) = (3 (w102) 3y (1) Ba(wa)) "% BLS, f, M8)

pour se€ G, w, €T,

D’autre part, @ (E°) [resp. De(F*)] est la limite inductive stricte d’une
suite de sous-espaces Dy (E°) [resp. Dg(F°)] (K compact de G) et E° étant
un Fréchet, g (E°) = @@ E° est aussi un Fréchet, @6 (E)RQ Dg(F°) est
donc ([21], chap. I, prop. 11) la limite inductive stricte de la suite des
Ox(E)® 0k (F*) = (0x Q@ E*) R (0x ® F*)=(0x & Px)Q(E°Q F*). Or
on sait que D& D= D (cf- [21], ]33], [37] : ce résultat est d’ailleurs
Pessentiel du « théoréme des noyaux » de M. L. Scawarrz). Par suite,
De(E)QDe(F°) est la limite inductive des Mgy x( £ F°) c’est-d-dire
par définition méme Mgsg(L°QF°) :

(6; 8) D (E) QD (F°) = Dg o (E°Q F°).

Or par définition méme du produit tensoriel topologique ®, la forme
bilinéaire séparément continue B s'identifie 2 un élément du dual de
D (E*) @ Dg(F?), c’est-2-dire d’aprés (8) 2 une E°& Fo-distribution, soit T,
sur G < G : on a pour f€@g(E°) et g€ PDg(F°) :

(65 9) fl2)®g(y)dT (z, y)=B(f, g)-
G <G

D’ou d’aprés (7)

(6110) [ f(r5) @g (w29 dT(2,)

= (0g (w1 wz) 01 (4) 62(“)2))_?7 T(Lo,fQ My, 8)-
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En résumé, nous avons associé a toute forme d’entrelacement non nulle de
A . . . . .
UV et U® une E° R F-distribution 7'non nullesur G x G, invariante pour G

opérant sur G < G par les translations & droite (x, y) > (s, ys) et quasi
invariante pour I'; < T, opérant sur G < G par les translations a gauche
(x, ) > (v, z, ®,¥) : nous pouvons résumer ces propriétés par la formule
qui traduit (10) ¢

-t
(65 11) dT (07! s, 07" ys) = (F6(w102) 01 (1) 05 () * (Lo, Q@ Mb,) dT(z, y).
Il est classique que 'application (z, y)—> (2)—*, ) est un isomophisme

(comme variété) de G < G sur lui-méme. Cet isomorphisme transforme 7"

en une distribution invariante par les opérations (z, y)— (2, ys) nous
sommes alors exactement dans les conditions d’application de la proposition

3; 3 (avec A=1etT =] e}). Il existe donc sur G une E*) F-distribution 7’
telle que

(6; 12) f(@, y)dT (2, y)= f do(y) [ fay, y)dT(2),
G

GXG

équations que nous pouvons écrire symboliquement :

(65 13) dT (@, y) =ds(y) dT (zy—).
On a par suite,
(65 14)  dT(w7'w, wi'y) =dg(wy'y) dT (07 2y~ w,)
=dg(07!) de(y) dT (o7 2y~ w,),

tandis que (11) donne
(65 15) dT (o', 03'y)

= (36 (@103) 81 (1) 8 (@) *(LE,QMD,) AT (xy)

= (do (1 02) 3 (01) 03 (02)) " *do(y) (L5, @ Mb,) AT (zy~).
En composant (14) et (15), il vient
(65 16) (A) : dTTw7*@ws) = (Bo(0107) 31 (03) 03 (@2)) H(LE,Q ML) dT(2).

Réciproquement, soit T une E°@QFo-distribution sur G satisfaisant a la
condition (A) : (13) définit une «distribution 7" sur G X< G qui vérifie (11).
Le corollaire de la proposition 3; 3 montre alors que 7'(f® g) = o si f par
exemple appartient & =w7!(o), autrement dit que la forme bilinéaire
Z'(j, &) =T(fQg) sur ®(E*) x ®(F°) « passe au quotient » par les sous-
espaces T;!(0), donc définit une forme bilinéaire B sur @ < @*°. L’inva-
riance de 7 par les translations & droite par (s, s) montre immédiatement
que B est d’entrelacement (non nulle si 7 n’était pas nulle). Enfin la corres-
pondance entre B et T est évidemment linéaire.
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TukoriMe 6; 1. — 1. Le nombre d'entrelacement {(UY, UM’) est égal a
la dimension de l’espace vectoriel des E' °®F *-distributions T sur G satisfai-
.sant a la condition (A);

2. Le nombre dentrelacement i(UL, UM) est inférieur ou égal a la
dimension de Uespace vectoriel des E°Q F'-distributions T sur G satisfai-

sant a la condition (A) et telles que Papplication f— T % f soit continue
de lespace Cg(E) dans Uespace (Cg(F)) des F-mesures sur G.

DEMONSTRATION. — L’énoncé 1 résulte de ce qui précéde. D’autre part,
la E°& F°- distribution F s’identifie canoniquement a4 une F°-distribution
a valeurs dans F*', a savoir l'application linéaire qui & fe® (£?) faitcorres-
pondre la forme linéaire a—> 7’([@ @) sur Fo. Ceci permet de définir
le produit de compo- sition 7’*f: on a [c¢f. formule (1; 12)] () :

(65 17) T’*f(y):fgf(xr‘y)ac(xr‘)dT’(x)sz(wy)df(x),
G

T" % f est une fonction indéfiniment différentiable & valeurs dans F', et I'on

a d'aprés (8) et (13) :
6; 18) B(f, )= f ) PR Ddaly)  [fe@(BY), ged(FV)].
G

Si B est une -forme d’entrelacement pour U et UM, B est séparément conti-
nue sur €L ¥, Or nous avons vu que les applications 7; sont aussi des
homomorphismes de Cg(E) sur CLet de Cg(F) sur ¥ : par suite B est sépa-
rément continue sur @ (£°) > @ (F°) pour les topologies induites respective-
ment par C(E) et €(F) : la relation (18) montre que cela signifie
que f— T" % f est continue de C(E) dans (C(F))".

ReMARQUE 6; 1. — Si UL et U sont les représentations induites dans CLet
GM, [(UL, UM) est exactement égal i Ja dimension de l'espace vectoriel
-de la seconde partie du théoreme.

ReMARQUE 6; 2. — Prenons pour L (resp./M) la représentation triviale du
sous-groupe { e} dans £ (resp. F') : Le théoréme 1 signifie alors qu'une appli-
cation linéaire continue de Mg () dans Mg (F')) muni de la topologie faible,

(?*) On pourrait facilement faire rentrer ce produit de composition dans la théorie
générale du paragraphe 1, n°4 : fE€L(®; E°), T'elL (@; (B0 ® F°)’), donc
Tk feL(®; EV® (E°® Fv)'). Mais (E°® F') = L(E®; (F°)) et par suite il existe
une application linéaire continue canonique u de EQ (E°§ Fo)' dans (F°) correspon-
dant a Papplication bilinéaire (a, A) > Aa de E°< L(E°; (F*)') dans (F")'. Le produit
de composition utilisé dans toute la suite de ce paragraphe est le produit :’f défini a la

note (#) du paragraphe 1.
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qui commute avec les translations & droite, est le. produit de composition &

gauche avec une £ &) F-distribution [¢f. [3%], (p. 18) pour le cas scalaire et
G = R~). )

3. Représentations induites par une représentation d’un sous-groupe
distingué. — Nous prendrons dans ce numéro I', =T,=T et suppo-
serons que I est distingué dans G : On a alors or(£) = 0d¢(f) pourtel
[38], p- 45) et I'on peut par suite supposer que prr—1. La condition (A)
s’écrit

(6; 19) AT (w7 zwy) = 06 (0T) (LY, @ MY,) dT (z).

Soit z, un point de G : il existe un voisinage ouvert W de x, dans G/T tel
que G fibré par les translations a droite par I' ait une section indéfiniment
différentiable, soit & — k (&), au-dessus de W. L’application (&, §) — k(&)&
est un isomorphisme de W x T sur I'image réciproque Q@ =k(W)I'de W
dans G, isomorphisme qui « commute » avec les translations & droite par les
éléments de T. Enfin, la restriction de 7'2 Q est quasi invariante pour T
opérant sur L ‘par ces translations, de multiplicateur 4 (z, £) =1 Q@ M}
qui est différentiable au sens du paragraphe 3, puisque la représentation M°
est différentiable. On déduit alors de la proposition 3; 3 I’existence d’une
E°@ Fe-distribution T sur W telle que, pour toute fe@q(E°® F°), on
ait

6; T(f)=| dTw (& M) f(k(&)E)dr(E).
(6; 20) 35 fW w( >fp<r® &) F(k(&)E) dr (£)
Soit weI : On a d’apreés (20) :
(6; a1) fg flomiz)df (z) = ﬁ, ATy (&) fr (1@ M) f (-1 k(&)E) dp (E)
= f ATy (&) (1Q M} (2)-'wk(z))
f (1@ M) f(k(&)E) dp (k (&) ok (&)E).
Mais op (k(Z)twk(Z)) =d¢(k(Z)twk(Z)) = d¢(w). D’ou
(65 22) fn f(omtz) dT(2) = de(w) fW ATy (&) (1 @ M8 (3 ok ()
fr (1@ MY) f(k(&)E) .

D’autre part, on a d’aprés (19) :
(65 23) fof(m—tx) dT(x)zaG(m)LdTW(;v)
Juom) rr@0 k@0 &
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Mais L), @1 et 1 @ M? commutent, d’ot
(6; 24) fgf(wta:)di(w)zac(w)deTW(.i)(Lg,_,@l)
JLe@m) ke e

En comparant (22) et (24), on obtient
(6; 25) (IR MU wi(x) ATw () =4 Lo @1)dTw(x)
ou encore

(6;26) H1— LOQ@ M) wi(z) dTw(Z£)=0 (ze W, wel).

Réciproquement, & une M"® Fodistribution T’ sur W, vérifiant (26),
on pourra par (20) faire correspondre une distribution 7" sur £, vérifiant
(19) dans L : dans certains cas, on pourra prolonger 7" en une distribution
sur G vérifiant (19), par exemple si T est & support compact dans W en
la prolongeant par O dans le complémentaire de 'image réciproque du sup-
port de 7). Supposons en particulier que le nombre d’entrelacement des
représentations w —> L, et w —> M} ()" wi(z,) de I ne soit pas nul et soit & la
forme linéaire sur £° F° canoniquement associée a une forme d’entrelace-
ment non nulle : il est immédiat que la distribution 7" définie par

(65 27) Tw(9)=0b(9(&)) pour 9e@up(EQF°)

satisfait & (29) et est & support compact réduit au point &,. D’out (en notant,
pour toute représentation /VdeT', par z—! /Vz la représentation & —> Ny —1qy) :

ProrosiTion 6; 2. — Soit (L% M°, &) le nombre d'entrelacement des
représentations L et z—'M°xz de T (). La relation {(UY, U)=o
entraine i(L°, M°, x) = o pour tout x de G.

CoRrOLLAIRE. — Soit L (resp. M) une représentation unitaire de I et soit
UL(resp. UM) la représentation unitaire de G induite par L (resp. M),
(UL, U®) =o entraine i(L, M, ) = o pour tout x de G.

DemonsTrATION. — Si i(L, M, ) 7 0, on a a fortiori {(L°, M°, x) # o,
et par suite, il existe une forme d’entrelacement B non nulle de U~ et U¥, la
distribution 7 correspondante étant donnée par (27) : on a alors, si b
désigne une forme d’entrelacement non nulle de L et de k(&) Mk(&):

(65 28)  B(m(f), ﬂz(g))=£da(y)£b(f(k(¢)5y), Mg (y)) dr(E).

(3°) Il est clair que (L, M; Ex)=i(L, M; z)pourt €T.
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En introduisant la mesure dp(y ) invariante sur G/T', on obtient

(65 29) B(m(f), m(g))=| du(y)
6T

f dr (n) f b(f(k(#)Ey), Men18())dr (E).
T r

Or b étant une forme d’entrelacement pour L, et Mi(:)—*wi(i), On tire de
(29) en posant dr (k(&)Ek(&)!) = cdr (%), ¢ constante positive :

(65 30) B(m:(f), m(g))
= [ap [an [b(Liyirirf(@)Er), My glny)) d
=c fdp [an [o(LE 1Ek(@)y), M5t (ny)
= b L' k(z e . y
o [ o J o rewan e, 0 gtm) it )u )

c b(mi(f) (k(2)y), ma(g) () dp(y).
6T

I

Comme & est séparément continue, donc continue sur £ %< F, il existe une
constante ¢’ telle que |b(ay, @) | L' || ai]||||@. || (|| || désignant la norme
dans les espaces de Hilbert £ et F). Donc (30) donne :

(6;31) |B(m(f), n-z(g))lécc’(fIlm(f)(k(ab))'>II"dH(i))%
(f1ime) 1w )

Mais I' étant distingué, dp()x?) est proportionnelle & dp.(y) : On déduit
donc de (31) I’existence d’une constante & telle que

(65 32) | B(mi(f), ma(@)) | Z k|| ma(N) ]Il 72 (8) Iy

|| || désignant cette fois la norme dans les espaces de Hilbert €~ et €%,

La relation (32) entraine que B se prolonge en une forme d’entrelacement
pour Utet U¥, donc que i (UE, U¥) £ o. C. Q. F. D.

Il est évident que c’est une réciproque de cette proposition qui serait inté-
ressante : nous allons ’établir dans le cas ot L et M sont des représentations
de dimension finie irréductibles de I'. On a dans ce cas L'—=L, M°—=M et
E'@Fe=EQ®F est un espace vectoriel de dimension finie. D’aprés le
lemme de Schur, i(L, M, x)=1 est égal a 1 si les représentations L et
2~ Mz sont équivalentes, sinon i(L, M, ) = o. D’autre Ppart, (L, M,z)=0
signifie que le sous-espace de E @ F engendré par les vecteurs de la forme



164 F. BRUHAT.

(1—LyQ®@My_1pz) apour w €T et a€ EQF est EQF tout entier (®Y). Il existe
donc un nombre fini p de vecteurs a; de £ @ F et p points »; de I tels que
les vecteurs (1 — Ly, Q My 14,) a; forment une base de EQ@ F : les vec-
teurs (1 — Ly, @ M, _10,,) a;, qui sont des fonctions indéfiniment différen-
tiables de y, formeront également une base de £ @ F pour tout y suffisam-
ment voisin de z. Par suite, si {(L, M, x) —o, il existe, en reprenant les
notations de l'alinéa précédent, un voisinage W' C W de z, tel que toute
fonction 9 € @y (E Q@ F) admette une décomposition de la forme

r

(6;33) ¢(7) =2, 0:(7) (1 — Lo,®@ Mi() k() @ (0, €Dy,

i=1

Si 77 est la distribution sur W associée & une forme d’entrelacement, on a
donc d’apreés (33) et (26) :

»
(6;36) Tw(o)=3, f 0:(5) (1 — Lu, ® Mi(y)~ wi () @ dT () = o.

i=1

Autrement dit, 77 est nulle au voisinage de @y, @, n'appartient pas au
support de 7' : On en conclut que le support de T est contenu dans l'en-
semble S des points x de G tels que i(L, M, z) 7 0); d’ou en particulier la :

ProrositioN 6;3. — Soient L et M deux représentations irréductibles de
dimension finie deT'. Alors i(UX, UM*) = o si et seulement si i(L, M, zx) = o
pour tout x de G, Cest-a-dire si les représentations L et x—! Mz sont
inéquivalentes.

Plus généralement, supposons que 7(.S) se compose d'un nombre fini de
points z; [si m(3) est infini, il est clair [¢f. (27)] que i(U¥, UM™) est
infini ]. T se décompose alors en somme de distributions ayant leur support
dans les différentes classes (isolées) I'z;,. Soit n; la dimension de I'espace
vectoriel des E @ F-distributions sur G satisfaisant & (A’) et de support
contenu dans I'z; : On a {(U*, U¥*) = Zn,. Nous avons vu [¢f. (27)] que
n;>x1 : nous allons montrer que, en réalité, on a n,—1.

Soit b la forme linéaire sur £ @ F canoniquement associée 4 une forme
d’entrelacement de L et de ;' Mx; : b est (4 un scalaire multiplicatif prés)
la seule forme linéaire sur £ @ F vérifiant

(6; 35) (1 — Ly @Myr10z,) b=o.

Soit W un voisinage de z; suffisamment petit pour que i(L, M, ) = o pour
Z € W et & # &, et pour qu’il existe une section .différentiable 2 — k(&)

(') Dans le cas général, {(Le, Mv; x) = o signifie que le sous-espace engendré par les
vecteurs de cette forme est dense dans E° § Fo,
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de G fibré par I' au-dessous de W, avec k(&;) = ;. Il nous faut démontrer
que toute £ @ F-distribution 7" sur W de support &;, et vérifiant (26) est
proportionnelle & la distribution définie par (27). Or une telle distribution
est une combinaison linéaire finie & coefficients dans (E'@ F')’ de dérivées de
la mesure de Dirac ¢;;. Soit Dy, ..., D, une base d’un supplémentaire de
Palgébre de Lie de I' dans T’algébre de Lie de G identifiée a l'algébre des
champs de vecteurs invariants & gauche sur G, telle que les vecteurs D; forment
au point z; une base de 'espace tangenten x; la variété kA ( W). Soit D/ I'image
canonique de D; dans G/T. Il existe un entier m et pour tout systéme
q=(q1, ..., ¢p») de p entiers > 0 avec |g|=m un élément a,€(EQ F)’
tels qu’on ait, pour Y€ Dy (EFQ F) (avec comme toujours D1=Dp ... D‘,’,P) :

(65 36) T(o)= X, {D7g(d), a;>
lql<m

et d’aprés (26) on a

(6:37) 3 <[D7{ (1 — Lo® Miieywr29) 9 (&) } Jimiy @ > =0

qlzm

11 nous suffit de démontrer que les ¢, sont nuls pour |g| > o (c’est-d-dire
que m = o), car dans ce cas, «, est nécessairement proportionnel & b d’aprés
(33). Supposons donc m > o. Dans (37) prenons pour ¢ une fonction telle

que D’Mp(.i‘,) = o pour ¢ différent d’un indice ¢, donné avec |g,| =m : Ona
(6; 38) (0= Lo® Miiy—orien) D1g (@), ag,> =0

et comme D% ¢(&,;) est arbitraire, «,, est proportionnel i &, autrement dit,
on a a,= Asb pour | ¢| = m, A, scalaire.

Soit maintenant 7 un indice tel que |7|=m — 1 et que A,;5= o pour un j
aumoins (1 £ j < p), endésignant par 7/ 'indice (7, ..., rj_y, 7j=4 1, Fjpyy -,
r,),et soit ¢ une fonction telle que l‘)qcp(a'?,) = o pour ¢ Z r. On tire de (37) :

P
(6: 39) —Z 15[ Dj (Lo @ Mr iyt wr () Jim s D79 (1), >+ ...
j=1

+ (1= Loy @ Mo 2, D79 (&), > = o.
D’ou en posant .1 = 24,; D;, X =3, D,- :
(6 4o) (1 — L4o® -ﬂ[m,ﬂ mxi) ay— t(Lm® (/I.'Mk(})”'mk (.2-)).2::}:‘) b.

Soit A4, (resp. B) I'application linéaire de K dans F’ correspondant cano-
niquement a «, (resp. &) : (40) s’écrit encore :

(65 41) A, Myi i, Ar Ly — (XM () =101 (3))ie= i Bliw= 0.



166 F. BRUHAT.

Or L, est inversible et B également comme opérateur d’entrelacement des
représentations irréductibles L et ;' Mz; : D’oti
(65 42)  [A'MiGiyron () Jima= Ar L' B~ — My oz, A7 B~
=A,.B! tMr;’ wx; th,“ w.r;ArB_i-

Le dernier membre de (42) est le crochet des deux opérateurs (dans F")
‘M 71 0x; €t A- B~ : par suite I'opérateur [)I."Mk(;:)-’ mk(.ir)]%:-i.» est de trace
nulle :

(65 43) [X Tr'Mi)ytor @) om i, =[X Tr Mg ) — ok (@ Jo= 3= 0

ou encore, comme I" est tangent a k(W) au point x; et que k(7 (2z)) ==
pour z€k(Wy:

(6; 44) {./I’TI‘ IMx—lma;]J:::c;: 0,

(44) est valable pour tout w €' : mais comme, pour tout y € G,
[X TriMe 1oz ]:c:xi = [/I’ Trt x—1ywy—1 :c]a:::_)'.r,—

et que ywy—'€l’, on a pour tout w €l et tout z€ G, X Tr‘M, . =o,
d’ou en particulier :

Tr tM oy — i xywespex) = Tr tM, pour tout nombre réel ¢.

Par suite, les représentations M et exp (— t.X) M exp (£.X") ayant méme carac-
tére sont équivalentes pour tout ¢, ce qui contredit ’hypothése que =(.S) est
fini (non vide).

Finalement nous avons donc démontré la :

ProrositioN 6; 3bis. — Soient L et M deux représentations irréductibles
de dimension finie de T et soit S l'ensemble des points x de G tels que
i(L, M, z)=o0 : le nombre d’entrelacement i(UX; U*") est égal au nombre
(fini ou infini) de points de ©(.S).

CoroLLAIRE. — Supposons de plus L et M unitaires et soient Ut et UM les
représentations unitaires de G induites par L et M : le nombre d'entrela-
cement ((UE, UM) est égal aw nombre de points de ©(S).

Le corollaire résulte immédiatement de la démonstration du corollaire a la
proposition 2. On en déduit le :

TutoriME 6; 2 (32). — Soit L une représentation unitaire irréductible de

(3%) Ce théoréme généralise des théorémes dus & M. G. W. Mackey dans le cas ou, G
étant un groupe localement compact séparable quelconque, I' est abélien ([27])
(c¢f. §5) ou G/T discret ([28]). M. MACKEY m’a signalé qu’il avait également démontré
ce théoréme sans supposer L de dimension finic ni G de Lie (mais seulement locale-
ment compact séparable), mais, par contre, cn supposant quc lc groupe T n’a pas de
. représentations factorielles de type II ou III.
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dimension finie du sous-groupe distingué fermé Y. La représentation uni-
taire induite U est irréductible si et seulement si les représentations L et
x—' Lz sont inéquivalentes pour tout x de G non dans I'. Deux telles repré-
sentations Ut et UMsont inéquivalentes si et seulement si les représentations
L et z—t Mz de I' sont inéquivalentes pour tout x de G.

h. Le cas d’une infinité dénombrable de doubles classes. —
Reprenons les notations du n°® 2. Nous supposerons désormais qu’il n'y a
qu'un nombre fini ou plus généralement une infinité au plus dénombrable
de doubles classes modulo Ty et Ty dans G. Si I'on considére le groupe
I'; x T, comme réalisé comme groupe d’homéomorphismes de la variété G
en posant z. (w;, @) = w;*xw,, il n’y a donc dans G qu’une infinité dénom-
brable d’orbites et nous pouvons appliquer le lemme 3; 1 du chapitre I :
G est une réunion d’orbites ouvertes P} et d'une sous-variété fermée
Mt (dim M' < dim G) elle-méme téunion d’orbites P} ouvertes dans M et
d’une sous-variété M2 (avec dim M* << dim M), etc. De plus, a chaque orbite P
est associée un ouvert p réunion d’orbites dans lequel P est une sous-variété
fermée sans singularités : Si P est ouverte dans M! nous prendrons

Posons pour simplifier les notations H — E°@F°. Soit J I'espace des

. H-distributions sur G vérifiant la condition (A) et soit Jp l'espace des

H-distributions sur p, vérifiant (A) dans Qp et de support contenu dans P.

A toute T'€ J on peut associer sa restriction aux doubles classes ouvertes P} :

ce sont des éléments de Jpe et si deux éléments 7, et 7', de & ont méme restric-
tion & chaque P}, T, — 7', a son support contenu dans M' : d’our

(65 45) dimJ < 2 dimJpe + dim I,

en désignant par J, I'espace des H-distributions sur G, de support contenu
dans M et satisfaisant & (A). De méme, on peut associer & toute distribution
de J, ses restrictions aux ouverts QP;, ce sont des éléments de Ip1 et si deux
distributions de J, ont méme restriction & chaque 51, leur différence appar-
tient & V'espace des H-distributions sur G, de support contenu dans M? et
satisfaisant & (A), etc. : d’ou finalement (comme M! est vide pour i assez
grand) :

ProprosiTiON 6; k. — Le nombre d’entrelacement i(UY, U") est infériewr
ou égal a la somme des dimensions des espaces Jp associés auzx différentes
doubles classes P =T, xT,. ‘

Soit alors P une double classe et  un point arbitraire de P =TI, xT..
Uhne translation a droite par x—! transforme une distribution 7, € Jp en une
H-distribution 7" sur @ = Q,x ', de support contenu dans V—=~Px ' et
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vérifiant pour t ey, nexzl. 2z et o€ Do (H) :
6:46) [ q@an)dT(s) = [ (zrsain) dTo(s)
Q Qp
= ¢(Etz(zinx)xz—t)dT,(3)
Qp

1
= (Fe(Ez~'n~'2) 8, (§) S (~'nx))* X
ou /I’:\/(; L;_ . QMz—1-129 (32~1)dT,(z) ou encore
P

(6547)  (A) dT(isn)= (3a(in") 8i(E) ds(a—'na)?
x ‘(Lé’_‘®M§._xn_1x) dT(Z).

Autrement dit, !'espace Jp est isomorphe a l'espace J, des H-distribu-
tions sur Q@ —=Qpx—', de support contenu dans V=T xzT, 2! et satis-
Sfaisant a la condition (A’).

Soit W un voisinage ouvert de e dans 2, suffisamment petit pour que dans W
existent (p -+ ¢) champs de vecteurs analytignes commutant entre
eux D, ..., D), Dy, ..., D, formant en tout point de W une base de I'espace
vectoriel tangenta G, les D', ..., D, formant en tout pointde ¥'n W une base
de l'espace vectoriel tangent & ¥ (3%). Nous introduirons comme d’habitude
les dérivations D!= D4, ..., Df; et Dn=Dpm, ..., D;}"p pour ! = (1, ..., {;)
et n=(ny, ..., np), l; et n; entiers > o. Pour £, n et z assez voisins de e
dans Ty, 2T,2z—! et W respectivement, ;~'zn appartient encore 3 W et
Papplication z ->§{~'zn définit une transformation linéaire sur les dériva-
tions D'» D! au voisinage de e : nous poserons (pour {, n et z assez voisins
dee):

(6548) DIfEtsm)]= D Mt anEm) (DD ) a),

Iml<|l] nj£ll]—|m]

les %, ,, étant des fonctions analytiques de z, &, ».

D’autre part les D; formant en tout point de ¥’ n W une « base des déri-
vations transversales », une distribution 7°€ J, s’écrit dans W d’une maniére
et d’'une seule, sous la forme

(6; 49) 7=y (—)IDT,
1<r

les 7 étant des extensions a W de H-distributions sur VN W et r étant
I'ordre transversal de 7" dans W (3*).

(33) Si la double classe P est ouverte, on a ¢ = o et il faut faire » = o dans toute la
suite.

(%*) Cet ordre transversal est évidemment d’aprés (A’) le méme en tous les points
de V.
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Soit alors g€ @y (H) : pour £ et = assez voisins de e, la fonction
¢ () = o (E'zm) appartient encore & @;»(H). On a, d’aprés (49) et (48) :

(6550) T(@)= [ o(t-15n)dT(s)= Dig (i 2m) dT(3)
J, 3 J,
=3 3 3 [ ReEemia @ e dTie)
Hlgn |mlgr |n|Z|L]—|m]|
= 2 f (D'"q’)(i"zﬂ)d[ 2 Z D’"(l,’n.n('&“zn;E_m)Tz(Z))]-
imier? Imiglll<r|m|ll] —|m]

Mais T satisfaisant & (A’), on a également

(6550 TW)=A% ) [ (L. @Minn)e(s)dT(2),
W

en posant

(65 52) A(E, n) = (e () 8, (E) da (21 12))F.

En utilisant la décomposition (49), puis en remplacant s par £~'z7 au second
membre, on obtient

(6; 53) T () =A@ n) Y, Xn

|ml<Lr

ou . :f (L. @M ir—i) (D) (E15m) dT (5 50).
-

En comparant (50) et (53), on obtient [ grace a I'unicité des décompositions
de la forme (49)] :

(6555) A(E, 1) (L{@Mimina) dT(E 5)
= ) N DOt E ) T (5).

Imlg|ll<r [nl£ll]|—|m]|
Si I'on prend dans (54) | m | =r, on obtient

(6555) dTm(s)=A(E, n) (LE@MEirs) 3, Mol &, ) dTy(Eam).

||=r

Posons [,=T,n (zT,2!) et soit | P sous-groupe de I'y < (zT,z—!)
formé des éléments (w, w) avec we€l, : lapplication (£, n)—>t"1n
applique I'; < (2T, z~1) sur V et 'on obtient ainsi en réalité une application
analytique et biunivoque de I'espace homogéne des classes a droite modulo [,
soit M, sur V : Nous-avons vu (lemme 3; 1) que cette application est méme
un isomorphisme de la variété analytique M, sur V. On peut donc
considérer les distributions 77, comme définies sur M, et en particulier
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+r—r\ ;.. .o . _—
les <q - > distributions 7', pour [m|=r comme une H& C,-distri-
bution sur un voisinage de e dans M [en désignant par C, 'espace vectoriel
. +r—ri\ .. . - . X
complexe a <q - ) dimensions ]. La condition (55) s’interpréte alors

comme une condition de guasi-invariance de cette HQ C,-distribution sur M,
pour I'; < (2T, 2—1) opérant & droite sur M. De plus, nous sommes exacte-
ment dans les conditions d’application du théoréme 3; 1 (ou plutét de la
remarque 3; 3 suivant ce théoréme) : Le groupe G de ce théoréme est ici le
groupe I'; < (z,2-1), le sous-groupe T' est fl., I'espace F est HQYC, et
le E-multiplicateur est la fonction A(z; &, ) définie sur un voisinage
de (e; e, e) dans V< Ty x («T,2~'), c’est-a-dire dans M, x Ty < (z[,x")
par

(6556) A(s58 n)=A7"( 0)L{ Q@Mz—1rz @ A;" (G205 &, M),

A, étant Popérateur de matrice A;, =A%, rapport & la base canonique
de C,: A est bien indéfiniment différentiable au sens voulu au voisinage
de (e; e, €).

Il est clair que d, (§) ds(2—'n x) est une mesure de Haar surI'; < (zlyz—");
posons 0 (w) = 6Fm(m) :6T‘,(“” ). Le théoréme 3; 1 associe a toute
HQ C,-distribution non nulle vérifiant (55) un élément « de (& @ C,)' non
nul tel qu’on ait pour tout w €T, :

(6;57) 0z (®)/(01(w) 0 (ztwa))u—="4(e; w, ®)u
ou encore d’aprés (52) et (56) :

(6; 58) u:(&(w)ﬁg(m—‘wx))% 02 () (LY R@Mr—i102) RAr(e; », ») 1.

Mais, a la forme linéaire u sur H® C; est canoniquement associée une forme
bilinéaire & sur H < C,: (58) exprime exactement que cette forme & est une
forme d’entrelacement pour les représentations ® — L@ My, et pour

1
la représentation ©—>(d;(w) & (z'wz))? dx(w) A (e; @, w) de T,
Si l'on pose :

(6:59)  Ar(0)=(3:(w)dy(2—02)) F 8e(@) AT (€5 0, ),

fes raisonnements qui précédent montrent que la correspondance qui a 7'
fait correspondre la forme bilinéaire % est une application linéaire de
Pespace J7, sous-espace de J formé des distributions d’ordre transversal < r,
dans I’espace des formes d’entrelacement des représentations o —> Lo, QM3 -1y

et w—>A,(w) de I'y et que le noyau de cette application est exactement
Vespace J;'. Si nous notons i(L°, M°; x, r) le nombre d'entrelacement des
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deux représentations en question de I';, nous avons

(6; 60) dim (a7/5771) Z i(L0, M0; @, r)

et par suite :

(6; 61) dimJ. <Y (L%, M°; @, 7).
r=o0

D’autre part, il est immédiat que i{(L°, M°; x, r) ne dépend que de la
double classe P a laquelle appartient x, remplacer x par Zx7 revenant i
q PP p par ¢
remplacer les représentations considérées par des représentations équiva-
lentes : nous pouvons donc noter {(L°, M°; P, r)ce nombre. La relation (61
P
jointe 4 la proposition 6; & nous permet alors d’énoncer le théoréme suivant :

TnetorkME 6; 3. — Le nombre d’entrelacement i(UY, UM’) est inférieur
ou égal a la somme des nombres ((L°, M*; P, r) pour P décrivant I'en-
semble (dénombrable) des doubles classes modulo T, :T, et r décrivant
DUensemble des entiers positifs ou nuls (**).

CoroLLaRE 1. — Supposons que L et M soient unitaires : si pour toute
double classe P et tout entier r, i(L° M°; P, r)=o, alors les représen-
tations unitaires induites Ut et UM n'ont pas de sous-représentations équiva-
lentes.

En effet, d’aprés le théoréme 3, les hypothéses entrainent i (UY, U¥’) = o,
donc i( Ut, UM) = o, ce qui exprime précisément que U” et UM n’ont pas de
sous-représentations équivalentes.

CororLARe II. — Si pour tout x de G et tout r>o, il n'existe pas de
composante irréductible de A,(w) qui soit un quotient de la représen-

tation w — L3 Q@ My, de Ty dans E°®F°, alors i(U¥, UM*) —=o.

En effet, I'élément « vérifiant (55) peut aussi étre considéré comme une
application linéaire continue zZ de H = F°@F° dans C, vérifiant pour
tout wel :

(6; 62) E"(Lg)@M.g:—-im.r):Ar(m)°ﬁ-

(3%) Si P est ouverte, on n’a & considérer que le nombre {(L% M°; P, o) [ou prendre
si on veaut {(L° M°; P, r)=o pour r>o]. En particulier, si I\ et I. sont

ouverts dans G, on a (UL, UM").éZ (L% M°; P, o). En réalité, on a mémec
P

(UL, UN)éZ i(L, M; P, o), les E’® F°-distributions du cas général sc réduisant &

des fonctions a valeurs dans L(E; F) : ce dernier résultat est dd & M. Mackey ([28])
qui a également démontré les autres résultats de ce numéro dans le cas ou Iy et I': sont
ouvertes dans G.
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Soient alors I le plus petit sous-espace invariant fermé de (. contenant u(H),
J un sous-espace invariant maximal de 7 : la représentation de I'; dans 1;J,
quotient par J de la restriction de A,(w) a 7, est une composante irréduc-
tible de 4,(w), soit Al (w) et en composant u et la projection canonique
de 7 sur I/J, on obtient une application linéaire continue & de H dans 1/J,
non nulle et telle que

(65 63) fo(LyQ@My—i ) = AL(w)ou,
Al(w) étant irréductible, & est nécessairement surjective, d’ou le corollaire.

CoroLrame III. — Si L et M sont de dimension 1 et si pour tout x de G
et pour tout r>o, la représentation w—>LyM,.1,, de Ty n'est pas
contenue dans la représentation A,.(w), alors i(U¥, UM*) =o.

C’est une conséquence immédiate de (62).

On peut déduire de ce qui précéde une généralisation du théoréme de
réciprocité de Frobenius : Prenons I'y—= G : il n’y a qu'une seule double
classe modI' : G, correspondant & £ —=e et qui est évidemment ouverte et
fermée. L’espace J des H-distributions satisfaisant a la condition (A) se
réduit alors 4 J%et 'on a dimJ = dim I = i(L®, M?; e, 0). On déduit alors
du théoréme 1 :

TukoreME 6; & (« Réciprocité de Frobenius »). — Soit G un groupe de
Lie, T un sous-groupe fermé, L (resp. M) une représentation irréductible
différentiable de T (resp. G). Le nombre d’entrelacement de M et de la
représentation différentielle U induite par L est égal au nombre d’entre-

-4 L.
lucement de la représentation > —pp(¢) * Lz de T et de la restriction
de MaT.

Si maintenant on considére une représentation wunitaire irréductible L
(vesp. M) deT (resp. G), on obtient :

CoOROLLAIRE. — Le nombre de fois que la représentation unitaire induite
par L contient M comme composante directe discréte est inférieur
ow égal wu nombre d’entrelacement de la représentation différen-

-1
tiuble % —>pp(5) *L¢ de T et de la restriction a T de la représentation
différentiable M° (%),

(#6) MM. Mackey ([29], [30]) et MaurNer ([31]) ont démontré d’autres générali-
sations du théoréme de Frobenius, la plus générale étant celle de M. MackEY dans [(30)]:
mais le théoréme de M. Mackey ne donne de renseignements que sur les rapports entre
les décompositions en somme continue de « presque toutes » les représentations induites
¢t les décompositions cn somme continue de « presque toutes » les restrictions i des
représentations irréductibles de G, ces « presque » étant relatifs au rdle joué par L et
M dans la décomposition de la représentation réguliére de T (resp. G). Il est donc en
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I1 est probable que les conditions du théoréme 3 et en tous cas celles du
corollaire /7 ne sont pas nécessaires. Cependant on peut démontrer la « réci-
proque » suivante :

ProrosiTioN 6; 5. — Soit L (resp. M) une représentation unitaire de T,
(resp.T,) et soit ® I’ensemble des doubles classes P telles que pour un x € P
(et par suite pour tout x € P) il existe dans I',/T'y et dans Us/(z—'Tpx) des
mesures invariantes finies. Soient Ut et UM les représentations unitaires

induites par L et M respectivement : On a {(Ur, UY) > 2 i(L, M; P.o).
red
CoROLLAIRE. — S, dans les hypothéses du corollaire au théoréme b, il
existe dans G/I' une mesure invariante finie, alors UL contient M au moins
autant de fois que M restreinte a I' contient L.

DemoxsTrATION. — I suffit de montrer que si x € P et P€®, toute forme
d’entrelacement des représentations L, et M, _.y,, de Iy est obtenue comme
plus haut & partir d'une forme d’entrelacement de U” et de UM. Nous suppo-
serons tout d’abord seulement qu’il existe dans [,/(z~!I'yz) une mesure
invariante finie, soit v,. On a alors 0,(w)=20,(z'wx) et I'on vérifie faci-
lement que ¢,(Z)~" est une fonction o sur I, < (zI',2~') relativement a T',.
Soit du la mesure quasi invariante associée sur M, : on vérifie également

que (?7) :
(6; 64) dps(E, n)=0,(E)! dvy(z'nx) d, ().

Considérons une forme d’entrelacement B de UL avec U¥ telle que la distri-
bution associée ait son support dans I'adhérence de P =T ,zT, et ait
son ordre transversal nul (dans Q,) et soit 7" I'élément correspondant de J2.
Nous avons vu que 7 est déterminée (si B2 o0) par la donnée d’une forme

d’entrelacement u 32 o de L@ Mz -1 0, avec Ag(w); remarquons que A,(w)
est de dimension 1, donc que u peut étre considérée comme une forme
linéaire sur E°@F° donc définit canoniquement une forme bilinéaire
sur " E°x F°, soit &. De plus, s’il existe sur I';/T; une mesure invariante,

général impossible a partir du théoréme de M. MAcCkEy de déterminer les rapports
entre une représentation induite et une représentation irréductible. De plus M. MACKEY
suppose essentiellement que les représentations réguliéres de G et de I' sont de type I,
ou que celle de T' est somme directe discréte d’une infinité dénombrable de représen-
tations factorielles de type I (par exemple I' compact, ce qui est le cas étudié par
M. MAUTNER).

(3") Nous notons dans tout ce qui suit une mesure quasi <4nvariante sur un espace
homogéne comme si c’était une mesure sur le groupe : si f est constante sur les classes

A droite, nous écrirons f(3) dpr(y) pour f_?(}’) dpr(y) [e'} posant .7(J’)=f(.}")]‘

Rappelons d’autre part que nous supposons toujours les mesures quasi. invariantes
normalisées par la condition pp(e) =1.
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alors 0,(w) =0, (w) et, par suite, Ao(w) =1 : alors & est une forme d’entre-
lacement de LY avec ML .4, De toute facon, T est donnée par (cf. théo-
réeme 3; 1, 5) :

(6; 65) T(fy=| <Jf, ‘AE " 05 & n)u) o) dp=(E, 1),

M,
d’ou d’aprés (56) et (64) :
(6;66) T(f) :f dvy () X
Tyxz—T x

1
3

o X= fr CLE@MSS, w do(:—n) 31(E) 7 0u(m) * di (2).

Si P est fermée, T est une distribution sur G tont entier et B est néces-
sairement donnée, d’aprés (5) et (13), pour f€Dg(E°) et g€ Dg(F"), par

6; 6 B(r,f, mg) = [ dy; dva(n) X
(6; 67) (Tof, Tag) fc <y>fn_/x_‘rﬂ va(n)
ot ¥ = fr B[LLF(any), Mg (y)]6a(5t0)*(8,(E) d2(n)) * di )

et la fonction &[L{f(t'xny), Myg(y)] est continue a support compact

sur G <X M, ce qui nous permet d’utiliser le théoréme de Lebesgue-Fubini.
On a

©:68)  B=[do(y) [ Xpstm)F

o ¥ =a( [0 L eny)a0 dd, Mg ()
\-
donc

-3
B=[(do(y) [ almfwny), Mig(y))es(n)  dva(n).
En introduisant la mesure p, quasi invariante sur G/I', on obtient

(65 69) B:fcr,

on = [ almfleny), MigEn)es(n) i) dontn)
s/x—tl g

dm(y-)fr dy(8) X

ou encore en appliquant Fubini et en remplacant n par n¢—! [rappelons
que v, est invariante, donc que dv, (ng™) =dv,(n)] :

(65 70) B=fd!~*z(}’)f/r?z(ﬂ)—%Pz(}’)_’d"z(ﬂ)
o X = mf(zny), M3 [ 0.0 Mg (2 a.(0)]
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donc

B =fd1uz(y) f a[m f(zny), mg(ny)]o:(ny)=" dvs(n).

Mais p, est aussi une fonction p sur G relativement 3 z—'T.2; soit 2, la
mesure quasi invariante associée : on a dA,(ny) = dp.(y) dv,(n), d’ou

(65 71) B(mf, mg)= @[ 7 f(xz), Tag(2)]pa(2)~" dhs(2).

Glx— T zx

Ces calculs ont été faits sous 'hypothése P fermée. Mais nous allons
montrer que dans tous les cas, sous les hypothéses de la proposition 5,
(71) définit une forme d’entrelacement, non nulle si & est une forme d’entre-
lacement non nulle des représentations L, et M4, de Iy : La fonction &
intégrer dans (71) étant continue, il suffit évidemment de démontrer que
I'intégrale supérieure de sa valeur absolue est finie et tend vers zéro
quand 7, f et T,g lendent vers zéro dans €L et €M respectivement, car
alors B est continue sur 3£ €M, on vérifie aisément que c'est une forme
d’entrelacement, et qu’elle soit non nulle résulte de ce que la restriction a £p
de la distribution associée est précisément la distribution 7" définie par (65),
qui, étant le produit de dpu,, mesure positive non nulle, par une fonction
continue ne s'annulant pas, & valeurs dans (E°@F°), n’est pas nulle.

Or, par hypothése, |%(a, b)| k]| a].||&],|| || désignant la norme
dans £ ou F et k une constante. D’ou pour € @ et € DM° :

673) 1B DI<k| et e dno) [

<[ f14@ e dnia |F

Or pour ner,
I ny) (=1l pa(n)* M () 2= pa () [[$ () |

D’ou

(6 73) f||¢<z>||2pg<z>—idxg<z>

=(fanm)( [190 0 dm),

De méme, soit v, une mesure invariante finie sur I';/T,, et A; la mesure quasi '
invariante sur G/I'; associée & la fonction p;, qui est évidemment une fonc-
tion p sur G relativement 4 Iy, : on a comme plus haut dA, (£y) = dpa () dvs ().
D’autre part, il est clair que dA,(2—'zx) est une mesure quasi invariante
sur (7T, associée & la fonction p,(2~'22) : on a donc

dla(Z):;;—(%E%ad)g(w—’Z$),
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d’ou

(6:96)  [ll9(22) Pes()= dha(z) = [N (s) [Poa(a) dhu(o).
On a comme plus haut | 9(£7) = pu (%) || 9(y#) [ pour €T, dou

695 [le(@s) o) dia()

=([an®)( [Io0o e dps ).

D’ou finalement, en notant encore || || les normes dans 3¢L et g¢¥ :

(65 76) | B(9, ¥) | < kvi (T)F v (Ta)? [l @ 1| ¢ I

et v, et v, étant finies, B est continue sur 3¢ 3¢, d’ou la proposition.
Quant au corollaire, il en résulte immédiatement.

Les calculs précédents permettent également de démontrer le résultat
suivant, dd & M. G. W. Mackey ([29], théoréme 8; 2) :

ProrosiTioN 6; 6. — Dans les hypothéses du théoréme &, supposons de
plus que M soit de dimension finie. UL contient M exactement autant de
Jois que M restreinte a I' contient L s'il existe dans G/T' une mesure inva-
riante finie; si une telle mesure n’existe pas, U ne contient pas de compo-
sante directe discréte de dimension finie.

En effet, I'unique double classe modulo I': G étant a la fois ouverte et
fermée, toute forme d’entrelacement de U avec UM est donnée [cf. (68) en
intervertissant les réles de Iy et T'; ] pour fe @ (E°) et b€ @¥°=F, par

(65 77) B(mf, b)= f B(f(y), Myb)ds(y),
G

% étant continue sur E° X< F et vérifiant

(6; 78) &(Lya, Mybd) :p(w)%ﬁ(a, b) pour wel.
Prenons f(y) =a(y)a, avec a€E’ et a€®g : On a

(6; 79) B(r.f, b) =t (a, Myb).

Mais F étant de dimension finie, tout élément de F est de la forme XM, b,
et (79) montre que & est séparément continue sur £° < F, E° étant muni de
la topologie induite par E, ce qui entraine que & se prolonge en une forme
bilinéaire continue sur E < F : il existe donc une constante k telle
que |Z(a, b)| <L k|| al|.]|b]|- Mais d’aprés (78), on a aussi

|G(a, b) | Zp(0) T k|| Loall-| Mub || =p(w) k| a|l.|5 ]
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d'oll Z=o0 si p(w) n'est pas constant : autrement dit, nous avons déja
démontré que {(U%, M) = o s'il n’existe pas de mesure invariante sur G/T et
que s’il existe une mesure invariante, {(UL, M) =i(L, M;e, o), ce qui, joint
au corollaire a la proposition 5, démontre la proposition 6 dans le cas ou il
existe une mesure invariante finie.

Il ne reste donc plus qu’a montrer que {(UX, M)=—o s'il existe une
mesure [ invariante non finie. Or % définit une application linéaire continue

de F dans FE, soit U, telle que (pour ¢ € @) [cf. (71)]
(85 80) Blo, )= <o), UM0)>ducy),
oI

ce qui entraine que || UM,b|| est de carré sommable sur G/T. Or si {b; |
(i=1, ..., n) est une base orthonormale de F, on a 2||UM,.b;||>||U|| : Donc
|| U]} doit étre de carré sommable pour du, d’ou || U||=o0, B—o et i (UL, M)=o,
ce qui termine la démonstration.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de ce numéro.

THEOREME 6; B. — Soit L une représentation unitaire irréductible d’un
sous-groupe fermé T d’un groupe de Lie G tel qu’il n’y ait qu'une infinité
dénombrable de doubles classes modulo T :T. Si pour tout x de G non
dans T et tout entier r> o, il n’existe pas de composante irréductible de la
représentation w — A,(w) de IF.=TnaTx' qui soit un quotient de la
représentation m—).L&@ljg_.wl de Ty dans E°®E’°, alvrs la représen-
tation unitaire induite Ut est irréductible.

DEMONSTRATION. — Les hypothéses faites entrainent que pour tout x non
dans T, i(L°, L°; 2, r)=o0, donc [cf. démonstration du théoréme 3, for-
mule (60)] que toute £°) Eo-distribution 7" associée 2 une forme d’entrela-
cement de UL avec UL a son support dans I'. De plus application Jf>Tx%f
est continue de C(E') dans (C(LF)), donc a fortiori de C(E°) dans (C(E®)) :
Nous verrons tout 4 '’heure (lemme 6; 1 ci-dessous) que ceci entraine que 7'
est 'extension 4 G d’une distribution sur I, c’est-a-dire un élément de J°.

D’autre part, on a ici I''—=T,=T,=T : Il existe donc des mesures inva-
riantes finies dans I',/T, et I';/z—'T .« et la double classe I est fermée : nous
avons vu au cours de la démonstration de la proposition 5 que dans ces
conditions B était donnée par (71), c’est-a-dire par

(6;81) B(f, 8= Ft"t(f(y),g(y))pp(y)—idmy) (f, g€ DY),
G/

@ étant une forme d’entrelacement de L° avec L°.
-Soit alors y — k(¥) une section indéfiniment différentiable de G fibré
par I' au-dessus d’un voisinage W de é dans G/T'. Soient a € Dy, a, b€ E°.
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Posons
JERG)=p(®) Liaa(7) et g(Ek(3)=p(D) Leba(y),

prolongeons f et g par zéro en dehors de k(W) : f et g appartiennent
a @Y etl'on a

(6;82)  B(f,8)= fW B(SRG)), gkGN)pp k() dpp(7)
— ii(a, b)f|a<y)1*pp<k<y>>du<y>.
/4

Par suite, si B est continue sur L 2¥, & est continue sur £ x E,
donc est une forme d’entrelacement de L avec L : comme L est unitaire
irréductible, ceci détermine # 4 une constante multiplicative prés : par
suite i( UL, (7’*): 1, UL est irréductible.

En résumé, le théoréme 5 sera complétement démontré quand nous aurons
démontré le :

LeMMe 6; 1. — Soit g un sous-groupe fermé de G, E et F deux espaces
de Fréchet, T une EQ) F-distribution sur G, de support contenu dans g.
8t Uapplication f—T' % f de Rg(E) dans @c(F') se prolonge en une
application linéaire continue de Cg(E) dans (Cg(F)), alors T est U'exten-
sion @ G d’une EQ F-distribution définie sur g.

La convergence dans (Cg(F))' étant locale et le produit de composition
commutant avec les translations a droite, il suffit de démontrer le lemme au
voisinage de e. Soit X, ..., X, ¥}, ..., ¥, une base de l'algébre de Lie
de G,les ¥i, ..., ¥, formant une base de I'algébre de Lie de g. L’appli-
cation exponentielle étant un isomorphisme local, il existe un voisinage
ouvert relativement compact Q de e dans G et une sous-variété fermée V'

de Q tels que :
P

a. L’application (¢, ..., £,) —>exp <Z t,X1> est un isomorphisme d’un

=1
voisinage ouvert » de O dans R? sur V;

b. L'application (£, ¢) —>F¢ est un isomorphisme de (2Nng) < V sur Q.

Posons pour m = (my, ..., mp), m; entiers > o0, D*—=Am™, ..., X'7;
T s’écrit dans Q, d’une maniére et d’'une seule, sous la forme (cf. p. 7) :

(6;83) T= Y TnkDm,
Im|<r

les T, étant des extensions 3  de E& F-distributions 7', sur Nng et r
étant I'ordre transversal de 7" dans Q : nous supposerons de plus que & a été
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choisi assez pelit pour que 7 soit exactement T'ordre transversal de 7" au
voisinage de e et que 7 7= o : Nous allons en déduire une contradiction.

Soit £’ un voisinage symétrique de e dans G tel que "> C Q. Soit fe Dg. (E) :
pour €X', la fonction x — f(.xs) est a support compact dans Q et, par
suite :

(6;84) T/,y_f(z):ff(m)dT(x): S (T x D7y f()
|mj<r
= 3 D"k T, % f(5)-

Im)<r

Soient alors ' un voisinage ouvert de O dans R” et W un voisinage ouvert
de e dans g tels que W exp (w') Q' et prenons fde la forme f( expt) = ¢ (£) Y (£)
avec 9 E€M,, VE@y (F) : onapour s =rnexpteQ :

(6;85) T *f(;):ff(x,z)dT,,,(x)
G
= [ 4104 )T = () (T % 4 (a),

% désignant le produit de composition sur g et 7 — 7" 'application ’ définie

sur &- Soit « un élément de F : {a, T" % [ est une fonction indéfiniment
différentiable scalaire et 'on a

6;8) <a,T'xf(5))=_a,ED"% T, %[>
:ED"L,*<<‘P(t)<a> T;u * ‘1"("1)>>

Les hypothéses faites sur 7" entrainent que 'application f'—{a, T"% f> se
prolonge en une application linéaire continue de €y (E) dans l'espace M des
mesures scalaires sur G. Si nous fixons ¢ dans €, (£) et si nous posons
im(n)={<a, T"% $(n) >, Papplication linéaire ¢ — Z.D" y (¢ (&) A (n))
doit étre continue de €, dans M. Or pour tout m, on a pour f:

In)
(6:8) D"y f= 2 a"""(t’n)W‘.)._._d—_t’Ef(t’ n) ...,

|n|=|m]

les termes non écrits ne faisant intervenir que des dérivations partielles pav
rapport a ¢ d’ordre inférieur a | m |. D’ou

(65 88) 2 D de (9(8) Am(n))
nl<r
'
et 2 < 2 tl,,,,n(t, n))\zn(n)>mq2(t)+“.’
[n]=r \lm|=r Jote .. 0

les termes non écrits ne faisant intervenir que des dérivées de ¢ d’ordre .
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Mais la mesure de Haar sur Q est équivalente a la mesure dt, dt, ... dt, d, (%)
et par suite, pour toute fonction a € @y, application

?—)( Z <f E Amn(t, n))k,,l(n)a(n)dg(n)\)%’f‘?(t)+...>dt1...dt,,

|nf=r & |m|=r

se prolonge en une application linéaire continue de €, dans M,,. Posons

(6’ 89) all(t):f Z am,n(t,‘f)))m(n)a(‘l))dg('{}) pour |II|:I'.

"
°im|=r

Nous venons de montrer que les hypothéses faites sur 7" entrainent que pour
toute v € G,y la distribution (*#) :

%
(6; 90) PRACP-EIOEE

Ini=r

est une mesure sur R’ : les «,(t) étant des fonctions continues, ceci exige
que a,(t) = o pour tout 1 avec | n|=r (rappelons qu'on a supposé r > o).

donc f 2‘ Umn(Ly 0) 2w(n) a(m) dg(m)=o pour toute z€ @y,

o
e Aml=r

done Z Wn,n(ty0) Ay () =o0. Mais pour tout (¢, n) € 2, on a dét «t,,, ,(¢. 1) = o,
fmj=r

car les dérivations D" pour |m|=r forment une base des dérivations

transversales d'ordre 7 modulo celles d’ordre inférieur & 7. Par suite on

a tn(n)==o0 pour tout n€ W, c'est-a-dire T, % Y(e)=o pour |m|=r
&

et Y€ @y (E), donc T, est nulle dans i}” pour | m | =71 : autrement dit 7’

est d’ordre <r au voisinage de e, ce qui est la contradiction cherchée,

T ayant été supposée d’ordre exactement r. Par suite 7"est au voisinage de e
donc partout extension & & d’une distribution définie sur g.

RemakQue 65 3. — On peut démontrer le lemme suivant ou 2 désigne la
dimension du groupe G :

Lenye 6; 2. — Soient E et F deux espaces de Fréchet, T une E& F-
distribution sur G telle que Uapplication f— T' ¥ f soit continue de C(E')
dans (C(F)) : T est d’ordre fini, inférieur ou égal a 2 n + 1.

Soit en effet «€ F, bEF : posons pour 9€D¢;, To1(9)=T(va@®):
7., est une distribution scalaire et on a pour ¢, y€®:

(65 91) (Tapk $) (9)=[T"% ($a)] (9 0).

(%¢) Nous identifions dans RP une fonction ¢ (¢) ct la distribution 3(¢)dt,...dt,.
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Par suite, I'application ¢ — 77, , %  est continue de C¢ dans € : pour ¢ € Mg,
toutes les dérivées de 7', , % ¢ jusqu’a l'ordre n sont donc des mesures, ce
qui entraine (cf. [34], chap. VI, théoréme XVIII) que 77, , % ¢ est une
fonction localement bornée pour toute g €®” : on en déduit (c¢f. [34],
chap. VI, théoréme XX, remarque 1) que 7, est d’ordre = n. Pour tout
compact K de G, T est donc séparément continue sur @} < E < F, donc
continue sur @D} 2 n(E@ F), donc continue sur cDMH(E@ F) d’aprés les
résultats de M. L. ScuwaRrTz rappelés au paragraphe 5, n° k.

On peut donc préciser le corollaire 1 au théoréme 3 : soient UL et UM deux
représentations induites par L et M respectivement (au sens de la défi-
nition %; 2). On a

2n+1
(65 97) (UL, M) 23, N (L0 MY P, ).
P r=o0

De méme, on peut remplacer dans I'énoncé du théoréme 5 « pour tout
entier 7> 0 » par « pour tout entier 7 compris entre o et 2 dimG + 1 ».

REMARQUE 6; %. — On pourrait combiner en un certain sens les méthodes
et résultats des n°* 3 et & pour obtenir un critére d’irréductibilité dans des
cas un peu plus larges, par exemple celui ou il existe dans G une infinité
dénombrable de sous-variétés P possédant les propriétés topologiques des
doubles classes du n° k&, et telles que les translations & —-~'x n définissent
sur chaque P une structure d’espace fibré admettant I'; < I', comme groupe
structural au sens du chapitre I, proposition 3; 3.

ReMARQUE 6; 5. — La représentation A4,(w) se déduit simplement de la
réprésentation A (w) : On peut en effet écrive D’=2D, ... D, avec
10 L. pZLqet de méme D"=D; ... D; avec 1L, = ... jr<q.

L. . < ,

On vérifie alors facilement que X, , :z A2y ... M3y la somme étant
T

étendue a toutes les permutations ¢ distinctes des entiers j,, ..., j.. Autrement

dit (ce qui était d’ailleurs prévisible a priori) I'opérateur A, (e; w, ») estla
»
restriction au sous-espace des tenseurs symétriques de @ C7 du produit

”
tensoriel @ A;(e; w, w).

Si en particulier I'; est résoluble, les composantes irréductibles de A, (®)
sont de dimension 1 et sont de la forme

(6508) G (3(0) du(at 02 o) L )

k

les yx(w) étant les valeurs propres de A; (e; w, w) etles sz des entiers positifs.

REMARQUE 6; 6. — Comme nous I'avons signalé au paragraphe 4, il peut
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arriver que, pour une représentation continue non unitaire L de T, la
représentation UL’ se prolonge en une représentation unitaire, soit UL : ceci

implique i (UX, T2) £ o et le théoréme 3 donne une condition nécessaire
de possibilité d'un tel prolongement. Supposons donc qu'il existe une forme B
d’entrelacement de UX avec UX définissant un vrai produit scalaire sur M-
(autrement dit, B est une forme hermitienne définie positive sur @*). Le
théoréme 3 montre que U~ sera certainement irréductible toutes-les fois que

la somme 2 Z i(L°, L; P, r) sera égale 4 1. On pourra dans certains
P r

cas améliorer cette condition : Si par exemple B est continue sur CZ, il suffira
pour étre siir de I'irréductibilité de U%, de savoir que

2n+1

l'(L,-L—;ve, o)+2 2 i(L"; L; P r)=1.

PH#. r=o

CHAPITRE III.
Paragraphe 7. — Représentations induites des groupes semi-simples.

1. Rappels sur la structure des algébres de Lie semi-simples. —
Soit g une algébre de Lie semi-simple sur le corps C des nombres complexes,
h une sous-algébre de Cartan de g (*°). La forme de Killing B(«, y) induit
sur lj une forme quadratique non dégénérée qui permet d’identifier h et son
dual : si ¢ est une forme linéaire sur j, nous noterons hy I'élément de | tel
que (Bhg, h) = ¢ (h) pour tout he&}. Soit A le systéme des racines non nulles
de g suivantl) : on sait que les combinaisons linéaires & coefficients réels des h,
pour a €A forment un espace vectoriel . de dimension réelle égale a la
dimension complexe de }), c’est-a-dire au rang ! de g, et sur lequel B induit
une métrique euclidienne. Nous désignerons désormais par h, ..., h; une
base (sur R) de b : c’est aussi une base (sur C) de b et a(h;) est réel pour
toute racine . On peut alors ordonner totalement les formes linéaires sur
qui sont réelles sur lj par 'ordre lexicographique relatif & cette base : nous
désignerons par X le systéme des racines strictement positives pour cet ordre
et par II le systéme des racines positives simples (c’est-a-dire qui ne sont pas
somme de deux racines de X). On sait que II se compose de /racines linéaire-
ment indépendantes ay, ..., a;, que toute racine « s’écrit comme combinaison
linéaire & coefficients entiers tous de méme signes des a; et qu’il existe une
base de g formée des vecteurs h; et de vecteurs e,(a € A) vérifiant les égalités

(*°) Pour les définitions et résultats de ce numéro, voir [39], [26] et [23].
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suivantes :

(75 1) [h,&]= a(h)e, pour heb,
(7; 2) [ean e—:x]:—‘h:x,
(75 3) [ei, eg]= Nype,,g pour B#—a,

les /¥, étant des nombres réels tels que Vo g=/V_, g, étant entendu que
si @ + 3 n’est pas racine (€,,8 n’est alors pas défini) on convient d’écrire
encore (3) avec /Vyg="0. Par contre, si « + 3 est racine, alors /¥, g o.
Une telle base de g sera appelée « base de Weyl » de 3.

H. WEeyL a montré [ 39 | que ’ensemble des éléments x de g de la forme

l
(T34)  x=NiLh+ Y (et Tbs) (LER ueC,iz=—1)
j=1 aeE

est une sous-algébre (réelle) g, de g, sur laquelle la forme- de Killing induit
une forme définie négative : g, est donc une forme réelle compacte de g, que
nous appellerons forme compacte associée 4 la base de Weyl considérée.

Soit maintenant g, une algébre de Lie semi-simple réelle, g sa complexifiée
0 le semi-automorphisme involutif de g défini par g,. Si ¢ est un sous-espace
complexe de g, nous noterons g, le sous-espace (réel) ang, de go. Il existe
(cf--[26]) une base de Weyl de g telle que :

1° 0 laisse globalement invariante Ia forme compacte g, associée a cette
base de Weyl et y induit un automorphisme involutif 0,. Alors g, se décom-
pose en somme directe de deux sous-espaces g} et g7, OU g5==g,Ng, est
P’ensemble des points fixes de 0, et g; ’ensemble des x € g, tels que 6 x = —x.
Enfin go— ¢}, + ig3.

2¢ 0, s’étend canoniquement en un automorphisme involutif 0 de g. Les
applications 0 et B laissent h invariante. On a

(13 5) {ﬁ(h,-):—hj pour 1ZLj<Lm,

6(hj))= h; pour j>m.

30 si + (resp. h~) désigne la sous-algébre de g engendrée par les h;
pour j>m (resp. 1<j<m), h—Ng, est une sous-algébre abélienne
maximale de g3 ; de plus b et sont respectivement sous-tendues (sur R) par
les th; pour j > m et les h; pour 1 £ j < m.

4° 0 (resp. ) permet d’associer a toute racine a de g suivant h une
racine 0 (resp. 6«) définie par

(7; 6) fa(h)=2a(0)(h)) et bBa(h)=a(d(h)).

On vérifie facilement que 8o = — Ja et que X se décompose en deux parties 3’
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et 3’ : 3/ est I'ensemble des racines a €3 telles que fa <o (ou B> o)
et 2" 'ensemble des racines a € 2 telles que 0a—=a(oufa=— a). Larelation
a € X’ est équivalente & o (h;) =0 pour 1 =£j = m ou encore a a nulle sur §;
et 'on a alors fe,—0e_,—e, et Ge_,—0e,=e_,; enfin Je,(resp. Oey)
est toujours proportionnel a ef, (resp. ;).

A
Soit x:z ;\jhj+2 Uy €, un élément de g et soithe k:
=1 a€A

(75 7) (A, x]:Za(h) Uy ©y.

aeA

On a donc [x, h]=o0 (ou méme [h, x]€}) si et seulement si u, est nul
pour toute racine a non nulle en h : comme les racines nulles sur k7 sont
précisément les racines de X" et leurs opposées, on voit que lé centralisateur
de by est m + h—, m étant le sous-espace de g engendré par h* et les e, et @_,
pour a € 2". On vérifie aisément que m est une sous-algébre; en otitre m -+ h_
est également le normalisateur de b dans g. Soit

l
m— 2 )\jh,‘+ Z (uz@y+ u_5€_yz),

j=m+1 el
!
(7; 8) bm=— B Lhj+ ¥ (€l at i s6s)
i=m41 ael’

Par suite, O m — m si et seulement si les A; sont imaginaires purs et si Ug—1y :
nmy=mng, est donc contenu dans goN g,, c’est a la fois le centralisateur et le
normalisateur de k5 dans g, N g,; donc m, est une sous-algébre de 1'algébre
compacte g,, donc est réductive et est somme directe de son centre et d'une
algébre semi-simple compacte. D’autre part, (8) montre que m est invariante
par 0, donc est le sous-espace complexe engendré par m,.

Soit d’autre part n le sous-espace de g engendré par les e, pour a €X',
SiaetfeXetsia+Be€2, onab(a+B)=0a+03>0donca+pBel.
Si maintenant a €2’ et €3, les formes linéaires a == 3 sont positives
puisque {3 est nulle et « non nulle sur les m premiers h; et si a = 3€X,
0(a =) ="0a==f est elle aussi positive, donc a =3€ 2’ : on en déduit
immédiatement que u est une sous-algébre nilpotente de g, que j+n est
une sous-algébre résoluble et que [m —+ b, n]=1n. Soit ny,—=nNg, : comme
O € X’ pour a € X', nest invariante par 0 et est donc le sous-espace complexe
engendré par n,.

Posons enfin go=—=m,+ hy+ u, : il est clair que ¢, est une sous—algébre
de go. On a [co, w] =[h3, W] =1, et ¢ =m—+h—+n est le sous-espace
complexe engendré par ¢,.
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‘2. Groupes de Lie semi-simples réels. Le sous-groupe I'. — Soit G
un groupe de Lie semi-simple connexe, d’algébre de Lie g,. Iwasawa 2
démontré les résultats suivants [26] : soit H (resp. /V) le sous-groupe
analytique engendré par by (resp. n,) dans G; H (resp. V) estun sous-groupe
Jermé simplement connexe abélien (resp. nilpotent) et D’application
exponentielle est un homéomorphisme de h; sur H et de n, sur /V. Le
groupe /V est invariant dans H/N, sous-groupe fermé simplement connexe
résoluble, de groupe dérivé V. Soit Z le centre de G; G*=—= G/Z s’identifie
au groupe adjoint de go; le sous-groupe analytique K* de G* engendré
par goN g, est un sous-groupe compact maximal de G. Soit K I'image réci-
proque de K*dans G :lapplication (&, &, n) — khn est un homéomorphisme
de K < H x< N sur G.

Soit M le centralisateur et M le normalisateur de H dans K : ce sont deux
sous-groupes fermés de K contenant Z et M est invariant dans M. De plus M
et M ont tous deux m, comme algébre de Lie, donc ont méme composante
connexe de e : par suite W= M/M est discret. D’autre part puisque ZcMcM,

M/ Z s'identifie & un sous-groupe fermé de K* donc est compact : a fortiori W
est compact donc fini: nous appellerons ce groupe fini W le « groupe de
Weyl restreint » de G.

Si & est un élément de G, nous noterons comme d’habitude ad z (ou adgx
dans le cas gu plusieurs groupes interviendraient), l'automorphisme de g,
(ou de lalgébre complexifiée g) correspondant a l'automorphisme inté-
rieur ) >zyr—tde G.Sizxe M,onaxHz—'—=H et par suite adz conserve by
(et réciproquement). Comme adz laisse invariante la forme de Killing,
ad.x restreinte 4 h; est alors une rotation pour la métrique euclidienne
définie par B sur k. Si cette rotation est I'identité, 'automorphisme y - zyz—
laisse invariants tous les points de H et x €M : on a donc obtenu une repré-
sentation fidéle de W dans le groupe des rotations de I'espace euclidien by.
D’autre part, on a une représentation canonique de W dans le groupe des
automorphismes de M modulo les automorphismes intérieurs : on ne peut
donc pas en général faire opérer W sur M, mais on peut par exemple faire
opérer W sur les classes d’équivalence de représentations de M : si L est une
représentation de M (ou de MH), nous noterons *L une représentation
appartenant & la classe transformée de la classe de L par I'élément s de W.

Il est clair que M°HN est le sous-groupe analytique de G correspondant &
la sous-algébre ¢, = m, + h; -+ #, : on a en particulier zVx—' C /N pour r€ M°,
puisque [ my, w,]Cuy. Soit d’autre part x un élément de M: b et ad z b
sont deux sous-algébres de Cartan de m,, algébre de Lie du groupe compact
image de M° dans G*. Il existe donc un élément . € M° tel que: ad (mx) hi =h?:
dans toute classe de # modulo M° il y a un élément z tel que adx
conserve a la fois b et h}, donc aussi by, b et h,. Donc ad z induit _sur h une
rotation pour la forme de Killing et la transposée (que nous noterons ‘adx)
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de cette rotation permute entre elles les racines : en effet, on a pour he}
eta€l:

(7;9) [adz—t.h,adz'.e;]=a(h)adz'.e,
= (tadz.a) (adz—t.h) adz—!.e,,

donc 3 ="*ad x.a est bien une racine et ad z~'.€, est un multiple non nul
de eg. De plus, ad = conservant b, ‘ad  permute entre elles les racines non
nulles sur b, c’est-a-dire les racines appartenant a3 X'u(— X') : d'ou
adz.myCn—+1n, ou n désigne la sous-algtbre engendrée par les e_,
pour a € X'

Si maintenant  appartient de plus a M, ad x est I'identité sur h, et ‘adz.a
est positive pour a€2X’, donc -appartient 4 £’ : on a adz.n,Cn, et par
suite 2/Vz—'C/V : comme nous avons vu plus haut que l'on avait également
yINy—*C NV pour tout y € M°, on en déduit que M est contenu dans le norma-
lisateur de /V et par suite que I' = MHN est un sous-groupe de G d’algébre
de Lie ¢,. L’image canonique I'* de T dans G* est un sous-groupe fermé
comme produit du sous-groupe compact M/Z par le sous-groupe analytique
engendré par hy -+ #,, qui comme nous I'avons dit plus haut, est un sous-
groupe fermé simplement connexe, d’ailleurs isomorphe a H/N. Comme T
contient Z, I' est I'image réciproque de I'* et par suite T est un sous-groupe
fermé de G.

Nous allons dans ce chapitre essentiellement étudier les représentations
de G induites par une représentation irréductible de dimension finie de I :
nous verrons que ces représentations sont « presque toutes » irréductibles.
Soit U une représentation unitaire irréductible de I dans un espace
vectoriel E de dimension finie. Dans tout ce qui suit, m, k, n représentent
des éléments arbitraires de M, H, N respectivement. Comme HN est un
groupe résoluble connexe, il existe d’aprés le théoréme de Lie (¢f. [19]) un
vecteur @ non nul dans E et une représentation y de dimension 1 de HN
tels que Lj,a=y(hn)a. Gomme /V est le sous-groupe des commutateurs
de HN, on a nécessairement y(n)=—1 et ) est un caractére unitaire de H.
D’autre part, on a
(7; 10) leLma:LmLhLm—‘nma=X(h)Lma-

Le sous-espace vectoriel sous-tendu par les L,, a est donc invariant par L,
donc coincide avec E tout entier et Lj, se réduit au scalaire % (/) : autrement
dit, une représentation unitaire irréductible de dimension finie de I' s’obtient
en partant d’une représentation unitaire irréductible de dimension finie (*°)

(**) M/M- étant fini et M° étant un revétement connexe d’un groupe compact, toute
représentation irréductible de M est de dimension finie.

‘Remarquons que des raisonnements analogues permettent plus généralement de deter-
mincr les représentations irréductibles de dimension finie d’un groupe de Lie G con-
nexe : supposons G simplement connexe. Il existe alors dans G deux sous-groupes
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de M, soit m — L,,, et d’un caractére unitaire y de H et en posant

(7; II) Lmhn:X(h)Llu'

Pour pouvoir appliquer aux représentations de G induites par ces repré-
sentations de I' les résultats du chapitre II, il nous faut montrer qu'il n’y a
qu'une infinité dénombrable de doubles classes modulo I';:T'; d’une maniére
précise, nous allons démontrer le théoréme suivant :

TutoriMe 7; 1. — Toute double classe modulo T':T' rencontre M suivant
une classe modulo M. Par suite, iln’y a qi’un nombre fini de telles doubles
classes; elles correspondent biunivoquement aux éléments du groupe de
Weyl restreint W de G (*').

La démonstration repose sur plusieurs lemmes préliminaires. Posons
pour z€ G, rp,—=c,Nad x.¢,.

LemME 75 1. — Pour tout x de G, on a ¢y= ¢+ n,.

DtMONSTRATION. — On a évidemment ¢, 4 w, C £, ; il suffit donc de démontrer
que dim (£ ~+ %,) = dim £,. Comme x est de la forme whn avec ue K, he H
et n€N et que ad(hn). ry=1r,, on peut supposer que x appartient i K.
Posons pour a, beg :

(7; 12) Q(a,b)=— B(a, ib),

Q restreinte a g, est une forme bilinéaire réelle symétrique : on a en effet
pour a,, a, €45 et b, b,eg; : )
(7;13) Q(a;+ iby, a,+ ib,) =— B(a, a,)— iB(a,;, b,)

+.iB(by, a,) — B(b,, b,) =— B(a,, a,) — B(b,, b,)

car g} et g, sont orthogonaux (sous-espaces propres correspondant a la
valeur propre +1 et —1 de 0,). De plus, Q(a, a) est une forme quadra-
tique définie positive sur g, puisque B est définie négative sur.g,. Enfin ad
pour x € K conserve 4, et g,, donc commute avec B ce qui montre que ( est
invariante par ad x. .

fermés simplement connexes R et S, R distingué résoluble, S semi-simple, tels que G
soit le produit semi-direct de R et S. Soit L une représentation irréductible de dimen-
sion finie de G : il existe un vecteur a £ o et un caractére y de R tels que Lra=y(r)a;
L étant de dimension finie, ¥ n’a qu'un nombre fini de transformés par les automor-
phismes r > zrz—' de R(z€G), donc, puisque G est connexe, est invariant par ces
automorphismes et L est de la forme L,.= y(r) Li(r€R, s€S), L' étant une repré-
sentation irréductible de dimension finie de S.

(%) La démonstration qui suit m’a été communiquée par M. HARISH-CHANDRA. Ma
démonstration originelle [6] reposait sur une vérification explicite de ce théoréme dans
le cas des quatre grandes classes de groupes simples complexe et n’était valable que
pour les groupes semi-simples réels dont Palgébre de Lie compléxifiée est un produit
d’algébres simples classiques.
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Pour toute racine {3 2 o, ad eg transforme un élément de g appartenant a
la racine @ en un élément (éventuellement nul) appartenant & la racine a -+ 3
[ ¢f. (2) et (3)] : par suite B(a, eg) = Tr(ad a.ad eg) = o sia rapporté ala
base de Weyl de g ne contient pas de termes en e_g: d’ou pour a€x,
etael :

(75 14) Q(a, 535):—B(a, €y) =o.
L’orthogonal ¢t de ¢, dans g, pour Q contient donc 8. Or
(75 15) dim¢d=—=dimg,— dime¢, = dimw, — dim 8n,,
d’ou |

c-}:@uo et (¢o+adx.e)l= 6(uonadx;no).

Or 1, est exactement le sous-espace de ¢, formé des a tels que ada soit
nilpotent donc nynad 2.5y =N, et

(7; 16) dim(¢o+ ad z.¢y) = 2dimey— dime,— dim g, — dim (¢, N1p).
D’ou finalement

(T; 17) dim(ez+ ) = dim e, + dimny— dim (e N1,) = dimn,
+ 2dim ¢, — dim g, == dim«,, C. .Q. F. D.

LemMe 75 2. — Pour gu'un a€xs, appartienne a b+ wy, il faut et il suffit
que les valeurs propres de ad a dans g soient réelles.

DEMONSTRATION. — Soit a =V + W, VEm,, WE b, + n,. Comme h7 est une
sous-algébre de Cartan de my, algébre de Lie d’un groupe compact M/Z, il
existe un m dans M tel que ad m.vehi, doncadm.a=h-+mn, hel, nen,
Les valeurs propres de ad a sont donc o et a(h) pour a€A. Or les racines
prennent des valeurs réelles sur ; et imaginaires pures sur hi : par suite ada
a des valeurs propres réelles si et seulement si hebh, donc si et seulement
sia=—adm~t.(h + n) appartient & h; + n,.

Rappelons enfin le lemme suivant (¢f. [6] p. 551 et [25 ], lemme 8) : nous
dirons qu’'un h el est « régulier dans hy » si a(h)2o pour toute
racine 2 € '

Lemne 7; 3. — Soit heby, régulier dans b : quel que soit n€ n, il existe
un neN tel que adn.h =h + n.

Nous pouvons maintenant passer & la démonstration da théoréme 7; 1 :
soit h un élément régulier dans by ; le lemme 1 montre qu’il existe un nen,.
tel que h-+n € r,, donc d’aprés le lemme 3l existe un n, € Vtel que ad n;h e ¢,
donc tel que a=adz—!'n,.he&r,. Mais les valeurs propres de ada sont
réelles car ce sont les mémes que celles de adh : a est donc de la forme
h'+n', h'eb;, n'en, et les valeurs propres de ad b’ sont les mémes que
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celles de ad h, d’ou a(h') ¢ o pour € X'. 1l existe donc d’aprés le lemme 3
un n, dans N tel que h'—=ad n,.a =ad(n,z~'n,).h; ad(n7'xn;') trans-
forme le centralisateur de h' en celui de h, c’est-a-dire conserve h; + m,.
Comme by est 'ensemble des b € h—+m, tels que ad b ait ses valeurs propres
réelles, ad(ny' xn3') conserve hy et par suite y —n;'an;' appartient au
normalisateur de H, c’est-a-dire & M. Donc toute double classe modulo N
(et a fortiori toute double classe modulo I') rencontre m.

Il ne nous reste plus qu’a démontrer que si deux éléments 5, et 5, de o
appartiennent & la méme double classe I' < T, ils sont congrus modulo M (la
réciproque étant évidente) : on peut supposer que ad 5; conserve hy et hi, car
il y a un tel élément dans toute classe de M modulo Mo (¢f. supra) et nous
avons vu que dans ces conditions, ad 5,.1,Cn + w'. Soient alors ¢, et ¢, deux
éléments de T tels que ¢, 5, = 5,1, et soit he hy :ona

(T: 18) ad(# 5 ). h=adz,.h+n,,
(73 19) ad(s:t,).h=ads,.(h +n,)=adz,.h + n;+ nj,

avec m,, n,, n;€n et ny;en’. Comme (n-+n')Nnhy=1{o0}, on déduit
de ¢,5,—=73,¢,, ad5,. h—=ad s,.h : donc ad 5,53" laisse hy invariante point
par point, donc 3,53' € M, C. Q. F. D.

3. Les représentations .4,(®m). — Le théoréme 7; L montre que nous

pouvons appliquer aux représentations de & induites par une représentation
de I' le théoréme 3; 6 du chapitre I : il nous faut donc déterminer maintenant
les nombres 1'(L, Lz, r) et par conséquent étudier les représentations A4, (w)
introduites au paragraphe 6 des différents sous-groupes I'e—=I'naTz—1deT:
il suffit bien entendu de faire cette étude pour 2 parcourant un systéme de
représentants des doubles classes modulo I':I'. Or nous venons de voir qu’on

peut choisir dans chaque double classe un élément x el et tel que adx
conserve a la fois by et h : dans toute la suite de ce numéro, = désigne un
élément fixe de G satisfaisant a ces conditions.

Etudions tout d’abord le groupe I, : 'automorphisme intérieur y — zyz—
conserve a la fois # et M; donc Lp— MHN, avec Ny—=T.NnHN. Or u, est
I'ensemble des a€r«, tels que ada soit nilpotent : comme /N —-expmn,, il
est clair que NnazTa—caeNz', dou No=NnaxNzt=expn, avec
n,=n,Nnade.ny=r, Nn,. D’autre part nous avons vu plus haut que la
transposée ‘ad x de ad x restreinte a h permute entre elles les racines appar-
tenanta X'U(— X'). Posons £, = X' n‘ad 2~ (') et soit 3} le complémentaire
de X, dans X' : ‘ad -1 (2') est la réunion de X, et de racines négatives qui
sont nécessairement les opposées des racines de X3, puisque 2’ [ donc aussi
‘ad z—1(X')] ne contient pas de couple de racines opposées. Comme u est
engendré par les e, pour a€ZX’, adx.n est engendré par les e, avec
a€ad z-1(X') et nnad z.u est le sous-espace vectoriel de g engendré par
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les e, avec 2€ 3. Enfin, comme n est le sous-espace complexe engendré
par ny, nnad .z.n est le sous-espace complexe engendré par

=u,nadz.n,—=nnadz.nn g,.

La représentation A4, (w) se compose de deux facteurs : 'un [qui est

d’ailleurs la représentation 4,(») = (or(w) &-(x-‘mx))_% 61‘2(;Z'):I ne dépend
que des fonctions o surI' et I';, I'autre est un produit tensoriel symétrique de
la représentation A3' 4,. Nous allons tout d’abord démontrer que A,(w)=1;
nous utiliserons le

LemMe 7; b. — Soit S un groupe de Lie connexe : on a d5( y)=dét (adsy).

DEMONSTRATION. — Soit Q un voisinage de O dans I'algébre de Lie s de S
tel que I'application exponentielle soit un homéomorphisme de € sur un
voisinage de e dans S. Soit da la mesure de Lebesgue sur 'espace vectoriel
réel s : on sait que pour a€L, on a ds(expa)—=o(a)da, ¢ étant une
fonction analytique ne s’annulant pas dans £ (cf. par exemple [1]). D'ou
pour » fixe et @ = exp a suffisamment voisin de e :

(7;20) 0s(y)dsa=ds(yay—')=dg(exp ady.a)=19(ady.a)d(ad).a).
D'ou d5()) v(a) =% (ady.a) dét (ads)) et en prenant a —o :
(75 21) os(y) = dét (adsy).

Corortarg. — Soit S un groupe de Lie connexe, A et B deux sous-
groupes fermés tels que S—=AB, AnB={e}; on a, a un facteur constunt
prés (cf. [23 ], lemme 27) : dg(ab) = dét (adsa)/dét (ad 4a) dqa dgb.

En effet, B est une section de S fibré par A : la fonction p correspondante
__94(a)
~ ds(a)
et de la formule (1; 3).

Appliquons le lemme & & la détermination de la fonction oy : tout d’abord
op(m) =1 poui‘ me& M, car m—> dr(m) est en réalité une représentation du
groupe compact M/Z dans le groupe des réels positifs. De plus, dp(n) =1
sur le groupe des commutateurs de H/V, c’est-a-dire sur /V. Il ne reste donc
qu’a calculer op (/) pour A=exph, hehs:ona

et le corollaire est une conséquence immédiate du lemme %

est p(ab)

(7; 22)  dr(h)=détadr(exp h) = dét exp (ad;,h) = exp(Tr(adsh)),

¢ = m -+ hj~+ n étant le sous-espace complexifié de ¢, Tr (adc,h) = Tr(adch).
Or les valeurs propres de ad h dans ¢ sont o un certain nombre de fois et « (h)
pour a € X' : d’ott

(7; 23) Tr(ad;oh):z a(h) et 6p(h):[[expa(h).

aeX! aeY
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Pour simplifier les notations, nous poserons pour a racine de g suivant |
et h—exph, hel, :
(75 24) h(a) =expa(h).

On a donc A (— a) = A(a)~'. On tire alors de (23) :

(7; 25) 8p(mhn) = H h(a).

aeX!

Des raisonnements analogues permettent de déterminer o : soit me M,
heH, n€N,; on a pour les mémes raisons que plus haut :

(7; 26) op (m)=0p_(n)=1

et si A—=exph, hely, on a dr (~)=exp Tr(adr_h). Les valeurs propres
de ad h dans le sous-espace m + h—+ (nnad 2.n) complexifié de ¢, sont 0 un
certain nombre de fois et a(h) pour a € 2}, d’ou finalement

(75 27) or (mhn) = H h(a)
reX;
D’autre part on a

op(z-'mhnx) =op(x~ ' mxa—"' hrxxr—'nx)= H (=" hx) (a).
ceX!

Or si A—exph, othxr —=exp (ada-t.h) et (z~'hz) (a) = h(tadz.a).
D’ou

(T; 28)  op(z'mhnzx)= H h(fad x—.a) = II h(a).

el o € tadx—1(T)
Or on a
=23 uXl et ade -1 ()= 2 ,Uu(— X2).
D’ou
(7; 29) or (mhn) op(z-tmhnx) = II h(a)*=dp, (mhn)?.

ceXll

D’ou finalement le résultat cherché :

ProrosiTioN T; 1. — Quel que soit x€ G et w€ly, on a Ay(w) =1.

Passons maintenant a ’étude de A,-(w) : nous nous contenterons de déter-
miner les composantes irréductibles de A.(w) restreinte 3 H. Remarquons
tout d’abord que A;(w) n’est pas autre chose [ puisque Aj(w) =1] que le
quotient de la représentation ® —>¢,% Dk ew—: de I'y dans 'espace des
dérivations d’ordre 1 au point e par le sous-espace des dérivations tangentes
aT2Tz—! : en identifiant les dérivations en e avec 'algébre de Lie comple-
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xifiée g, on voit que A, (w) est le quotient de la représentation adjointe de T,
dans g par le sous-espace stable ¢,+ ad x.¢y. Or ¢+ ad x.¢, contient b,
les e, et e, pour a€ 3, les e, pour a €X' etles @_, pour a € X : un supplé-
mentaire de ¢,+ adx.c, est donc sous-entendu par les e_, pour a€X.
Or e_, est vecteur propre de la représentation adjointe de H dans g, de valeur
propre A (a)~": par suite, les composantes irréductibles de A4, (w) restreinte
a H sont les représentations 2 — h(a)~* pour a € Z,.

On a alors immédiatement les composantes irréductibles de 4, (w) restreinte

a H {c¢f. remarque 6; 6) : ce sont les représentations A — ]—[ h(a)=na,
€L,
n, entiers positifs, Zn,—=r.

Or les racines « € X' restreintes 4 h; sont strictement positives pour I'ordre
lexicographique défini par h,, ..., h, (car elles sont positives comme appar-
tenant a4 2 et o = o sur ; entraine a € X’). Par suite, quels que soient les
entiers positifs non tous nuls ny, Tn, a est une forme linéaire réelle positive
et non nulle sur h; : comme /7 = exp by, on en déduit la :

ProrosiTiox T; 2. — Les composantes irréductibles de A,(w) restreinte

a H sont de la forme h—>| I h(a) ", ny entiers > o, de somme r. Ce
agey

sont des représentations de H dans le groupe multiplicatif des nombres

positifs, distinctes de la représentation unité pour r > o (**).

. Irréductibilité et équivalence des représentations UZ. — Soient L!
et L? deux représentations unitaires irréductibles de dimension finie de I :
rappelons que L! restreinte & M est encore irréductible et que L¢ restreinte
a H est de la forme 2 — L}, = () I, ' caractére unitaire du groupe abélien H
(I désignant Vopérateur identique). Soit U* la représentation unitaire de G
induite par L! : pour déterminer i( Uv, UZ’), il nous faut étudier les
nombres i(L!, L?; z, r) pour parcourant un systéme de représentants des
doubles classes modulo I' et r entier > 0. Nous avons vu qu’on obtenait un tel
systéme de représentants en choisissant pour chaque élément s du groupe de
Weyl W = M/M un élément z, dans la classe modulo M image réciproque
de s dans M. On peut de plus supposer que ad z,.h=1H. Pour r> o, les
composantes irréductibles de A,(w) restreinte & H sont réelles 2 1 : or la
représentation o — L} ® Z}‘_iwr_, étant unitaire, n’a pas (une fois restreinte
a H) de composantes irréductibles réelles >£1. Par suite, on a i(L‘, Lz, r):_:o
pour r > o.

Pour r —o, on a 4,(w)=1; donc i(L‘, L2; x, 0) est le nombre d’entre-

(#?) Comme HN est un groupe résoluble connexe du groupe dérivé N cette proposi-
tion donne en réalité les composantes irréductibles de A4.(w) restreinte & HNz.
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lacement des représentations & —> L}, et @ — L3_i0, de [,,. Or T, contient
MH et L' et Li_.py,=°Lj sont des représentations irréductibles de MH.
Comme L!=— L;‘;‘_lnx‘: 1 pour n€/N,, le lemme de Schur montre que
i(L’, L*; x,, 0) = 1 si les représentations L! et *L*> de MH sont équivalentes
et que sinon, i( L', L?; z,, 0) = o. En appliquant le théoréme 6; 5, on voit
que le nombre d’entrelacement i( UL, U‘L—’)“) est inférieur ou égal au

nombre d'éléments s de W tels que les représentations L' et sL? soient
équivalentes.

THEOREME T; 2. — a. Soit L une représentation unitaire irréductible de
dimension finie de I —= MHN. Si, pour tout élément s 7 e du groupe de
Weyl restreint W de G, les représentations L et *L de MH ne sont pas
équivalentes, alors la représentation unitaire induite UL est irréductible.

b. Soient L! et L* deux représentations irréductibles de dimension finie
de T : les représentations unitaires induites U et U sont équivalentes si
et seulement si il existe un s€ W tel que les représentations L' et <L de MH
sotent équivalentes.

Il est clair que la majoration précédente de i( U&r, TFP ) démontre les
assertivns du théoréme T; 2, sauf I’équivalence unitaire de UL et Ut [en
désignant par *L la représentation mhn —*y (h)*L,, de I']. Remarquons tout
d’abord que UZ (si elle n’est pas irréductible) se décompose en somme
directe d’un nombre fini de composantes irréductibles | puisque i( UL, UF)
est fini et méme borné par I'ordre de W] Désignons comme plus haut par Z
le centre (discret) de G et par K le sous-groupe image réeiproque dans G
du sous-groupe compact maximal K* de G*—= G/Z et soit M* I'image de M
dans K*. On sait qu’une représentation irréductible de dimension finie de A
de caractére A (*3) n’intervient qu'un nombre fini de fois dans la restriction
a K d'une représentation unitaire irréductible de & ([19], [23]) donc aussi
dans la restriction & K de UL : On peut donc utiliser les résultats de la
théorie des fonctions sphériques ([19], [24]) : on appelle « fonction sphérique »
d’espéce A de la représentation UL la fonction @ — ¢¥(x) = Tr(E(2)UL),
F(4) étant le projecteur orthogonal sur le sous-espace (de dimension finie)
des éléments qui se transforment par UZ restreinte 4 K suivant la représen-
tation de caractére A. Pour démontrer I'équivalence unitaire de UL et de U*Z,
il suffit de démontrer que pour tout caractére A de K, on a ¢7 = ¢;" : en effet
soient U= 2n; U et U't= Zn’;U" les décompositions en sommes directes
(finies) de représentations unitaires irréductibles de UL et U'L et soient ¢} et
¢/ les fonctions sphériques d’espéce A de U’ et U'/. Si pour tout 2, on a 93 = ¢3",

"(%) Dans ce qui suit nous désignons par « caractére » d’une représentation L la
fonction A(z) = (dim L TrL.,.
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on a 2n;94=2n’;¢y. Or des fonctions sphériques non nulles de représentations

" inéquivalentes sont linéairement indépendantes ([24]) et deux représentations
unitaires irréductibles sont équivalentes si elles ont en commun une fonction
sphérique non nulle ([19], [2%]) : en choisissant un 1 tel que 9} £ o0, on
voit qu'il existe nécessairement un indice j tel que Ui=U'"/ et n;= n';, d'ou
Péquivalence unitaire de U~ et U*L.

Il nous faut donc démontrer que ¢y = ¢3* pour tout A. Remarquons tout
d’abord que pour z€ Z, UL se réduit au scalaire y (z), x désignant le carac-
tére de L. Par suite, la représentation de K de caractére A ne peut intervenir
dans U% que si A(5) = x (%) pour 5 € Z : Pour une telle représentation, on a
(cf. [28], p. 240) :

(7; 30) E(})=(dimA)? | A(k)Ut_dk*,
K*
en désignant par dk* la mesure de Haar sur le groupe compact K* norma-
lisée par dk*=1.
K*

Dans [19], M. GobeMENT a calculé (dans le cas ou le centre de G est fini)
les fonctions sphériques d’une représentation induite par une représentation
de dimension 1 d’un sous-groupe 7" tel que G —= KT : nous nous trouvons a
peu prés dans le méme cas, sauf que la représentation de 7" (qui est ici I')
n’est plus de dimension 1 et que K n’est plus compact, mais extension de Z
par le groupe compact K*. Cependant les calculs de M. GODEMENT se généra-

lisent facilement a notre cas [ voir aussi dans [25] le calcul du caractére
f=>V(f)=Tr(U}) dela représentation UL (théoréme 1), d’out 'on déduit
facilement la fonction sphérique ¢¥(f) = (dim2)? [ A (k)¢ (ex— K f) dk'].
On obtient -

(7; 31) o¥(z)=(dimL) | ®f(kzk—)dk,

K*

la fonction ®5 étant définie pour €T et k€ K par

(7; 32) ®L(kk) = (dimA)? | x(Em—t)A(mk)dm*,
Mx

dm* désignant la mesure de Haar sur M*, normalisée par f dm*=1. Remar-

quons que la quantité sous le signe f au second membre de (32) ne dépend

que de m* puisque A(z) = X(z) pour z € Z; d’autre part (32) ne dépend que
de £k, puisque I'n K =M.
Soit alors s un élément de W et z, un élément de M d’image s dans W;
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on a:
(1; 33) (DfAL(’gk):(dim})?f o (@l m= 221 A (k) dm?
Mi
=(dim1)? | y(zix;'m) AN(mz ki) dm*
M*
= Y (zlkzt).
D’ou finalement
(7; 34) ol (z)=(dimL) | ®*(z;hkxk—t23")di*

K*

= (dimL)f(D{‘(k.xlr“ ) dk*= o (x)

car dk* est évidemment invariante pour K opérant 4 gauche sur A*.

REMARQUE T; 1. — Il semble trés probable que la représentation UZ est
toujours irréductible méme si *L = L pour un s 32 ¢ : c’est en tout cas ce qui
se passe dans tous les cas particuliers étudiés jusqu'a présent |groupes
complexes classiques [16], groupe unimodulaire réel ([1] et [13])].
M. HarisH-CHANDRA a donné récemment [ 25 ] une démonstration de I'irréduc-
tibilité de « presque toutes » les représentations UZ quand G est un groupe
semi-simple complexe, par des méthodes trés diftérentes des nétres : dans ce
cas, le grodpe M est un tore et L (qui est de dimension 1) se réduit au pro-
duit d’un caractére de M par un caractére y de H. Cependant
M. HarisH-CHANDRA n’obtient I'irréductibilité de ces représentations induites
que dans le cas ou x considéré comme forme linéaire sur A; |par
h —y(exph)] ne se trouve pas sur un ensemble de mesure nulle, réunion
des ensembles de zéros d’une infinité dénombrable de fonctions polynomiales
sur le dual de hj. Malheureusement ces fonctions polynomiales ne sont pas
obtenues explicitement, ce qui empéche la comparaison avec nos résultats.

ReMarRQUE 7; 2. — Dans le cas ou M* est connexe (d'ou M=M"2Z),
I'équivalence unitaire de U~ et UL résulte de la détermination du caractére
de la représentation UL donnée dans ce cas par M. Harisu-CHanbra ([25],
théoréme 2 et lemme 12).

5. Les représentations de la série complémentaire. — Comme nous
Pavons signalé au chapitre 11, il peut exister des représentations unitaires
de G induites par une représentation non unitaire d'un sous-groupe :
nous appellerons (suivant une terminologie introduite par MM. GELFAND et
NamaRk dans le cas des groupes complexes classiques) représentations de la
« série complémentaire » les représentations unitaires (s'il en existe) de G
induites par une reprézentation irréductible L de dimension finie non uni-
taire du sous-groupe I'. Supposons donc qu’il existe une forme d’entrelace-
ment B de UL avec elle-méme telle que B(f, g) soit une forme hermitienne
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définie positive (ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que U™ se

prolonge en une représentation unitaire) et soit 7' la £ @ E-distribution
sur G associée a B. Nous désignerons par ¢ — ¢% 'antiautomorphisme invo-

lutif de £ @ F [ ou de ®(£ @ E )] défini par
(a®@b)’=0Ra pour a,bek

et par S—S° Vantiautomorphisme « transposé » de (EQ@E) [ou
de @(EQE)] : S°(¢) =S(¢°). On vérifie facilement que, pour f et
gED(E) (*)ona (fhg)=(%f)". Si n désigne 'homomorphisme
canonique de @ (E') sur @, on a d’aprés (6; 18) :

(5 36) B(nf, mg) =T % f(Z)=T(f % &)
=T((g'x F)")=T(¢'x f)

et B(ng, nf)= T'(g’*f) : par suite B est hermitienne, si et seulement
si 7= T°. En particulier, le support de T doit étre invariant par la trans-
formation & —x~'. Si ce support est 'adhérence d’une double classe Q=T T,
il est nécessaire que '€ Q. Si I'on choisit pour 2 un élément de M tel
que adz.h =h, ceci entraine que z et ! sont congrus modulo M : on
a x>—=y €M et la classe s de « dans W est d’ordre 2.

Nous sommes donc amenés a faire les hypothéses suivantes : soit s un élé-
ment d’ordre 2 de W et z un représentant de s dans M, choisi comme
toujours de maniére que adx.2,—": on a alors 2>=—) € M. Soit L une repré-
sentation irréductible de dimension finie de T, de la forme A(£) L{, A étant un
homomorphisme non trivial de I' dans le groupe des nombres réels positifs
et L! une représentation unitaire de I' (**). Nous supposerons que le nombre

d’entrelacement i(L, L;x, 0) est non nul, ce qui entraine :
(Maxtoz)=7Aw)"!

(T 37) | Lie ~A—1L2.,A;p°ur @&l
“x—twr—

A étant un opérateur inversible dans £. On a alors
(7; 38) Ly ipy=Lispm=ALLA= LI L,L).

Or 2=y entraine y =x~'yx d'ou A(y)=2A(x'yxz) =2A(y)!, puisque
YEMCTy, dot A(y)=1 et L,= L. (38) montre que A>L7' commute avec
les opérateurs L, donc est un scalaire. Comme L' est unitaire, on peut
supposer que A est un opérateur unitaire de carré L,. Posons

(7; 39) u(a, by=<a, A—*b> pour a,bek.

(**) Rappelons que si fct ge®(E), fhk ge® (E @ E) (voir §1, n° 4).
(#%) Ceci est d’aillcurs la forme générale d’une représentation irréductible de dimen-
sion finic de I' si M cst connexe.
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On a pour wel, :
(T540) w(Lya, Ly 1w,d)=Mw)Mzoz){Lya, AL} 1p0>
=<a, A~b>=u(a, l))

Par suite « est une forme d’entrelacement non nulle de L, et L1y, : les
conditions (37) sont donc équivalentes & i(L, L; x, o) 0. De plus on a
(T; 41)  w(b, a)=<b, Atad>=<{A""a, b

={d72a, b )= w(Ly'a, b).

1
Comme 0;_(») = (dr(») dr(z'wx))?, on voit facilement que la fonction

pr(z'tx)\?

(GF(Z,)6p(x—'nx))—?[resp.< o) >L]est,unefonctionpsurl‘xacl‘ac—1
ris

(resp. sur I') relativement a I. (resp. I'z). Soit du, (resp. dv,) la mesure
quasi invariante associée : on vérifie sans difficultés que
-1
dpa (5, znz™") = (pr(znz=") pr(g)) *dvz(n)dr(%)
=1
= (pr(27'E@) pr(n)) *dvz(E) dr(n)-

Soit 7'la distribution sur 'ouvert £, associée a la forme d’entrelacement « :
c’est une mesure sur Q =TxI', donnée par [cf. théoréme 3; 1, b et for-
mule (6; 66)] :

(T543) AT (& wn)="(L; @ Ly)(30(3) 3e(n))* dppar(E, w0,

en désignant par & la forme linéaire sur £ @ £ canoniquement associée a u.
On en déduit :

(T; 44) dT' (g @n)=dT (0~ zy='%) ,
:l(L-r\@Zr—‘E)rl(a(“l))a( ~IE))?d[~L.r(7), x}’—‘ix—'),

— 1
(75 43)  dTo (i an)="(L,— @ Ly) & (3(n) 8()—E))* dpz(m, 2y~ cx").
Or (41) s’écrit encore (L' @ I)@°—=1ii et (42) donnc

(T546)  dpaa(n, ay—'52—) = (p(ayE2)p(n))* dve(y~') di ()
= 3()* (p(@E@) p())F dva(E) di (1)
= 3(y)? dpaE, 2na).

En reportant dans (45), on obtient 7= 7'°.
Supposons alors que 7" soit une mesure, non plus sur Q, mais sur G tout
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entier, c'est-a-dire que 7" soit continue sur @QQ(E® E) pour la topologie
induite par C(EQ E ); (nf, mg) =~ T'(f" % g) estalors une forme d’entre-
lacement avec elle-méme de la représentation induite par L dans G~ et comme
T'=T7, cette forme B est hermitienne. Si de plus B est définie positive,
alors cette représentation se prolongera en une représentation wnitaire UL
de G induite par L, dans I'espace de Hilbert 5¢Z complété de L pour la

1
norme B(7f, mf)* : on obtiendra ainsi une représentation de la série com-
plémentaire. ‘
Nous allons montrer que cette représentation est en général irréductible :

il suffit évidemment de montrer que (UL, UL)zx, ou encore (c¢f. § 6,
n° &, remarque 6; 7) que, si { ), } est un systéme de représentants des doubles

classes moduloI':T"avecadx,. A = £, i(L, L; z, r) —opourr>oettze
et que i(L, L; x,, 0)=o pour ¢ = s. Nous avons vu au n®2 que L! restreinte

a f{ était un multiple d’un caractére unitaire y de /. Par suite L, ® Z.rr‘m.v,
restreinte & A est un multiple de la représentation :

(75 47) b= L(h) h(x7 ha,) v (k) y (@ hay).

Si t=s, on a A(h)=i(x; hx,) et y(h)=y(x;'hzx,) et par suite
L,® L_xT:‘,,x‘ restreinte & A est un multiple de la représentation unité : la
proposition 7; 2 montre donc que i(L, L; x,, r): o pour r>>o0. Sit est
distinct de s et de e et si y n’est pas invariant par la rotation A — x; ' hx, le
caraclére (47) n’est pas réel et par suite 1'(L, L; z, r): o pour r>o.
Enfin on a i(L, L:e, o) —o car si ¢ était une forme d’entrelacement de L

avec L, on aurait
(T; 48) v(a, by =v(Lya, Lyb)=hw)*¢(Lya, L' b)

et par suite :

- [o(a b)| |o(Liya, Lyb)] ,

1; 4 ¢ || =sup ———- = A(@w)%su s =A(w)2||¢]l,
(T3 bo) vl =P g ) P UZoall 150 ] il
d’ou || ¢ || =0, A n’étant pas trivial. Finalement nous obtenons le théoréme
suivant :

Tutorime 7;3. — Soit L une représentation de T de la forme

mhn -> A(mh) y (k) Ly, } étant un homomorphisme non trivial de T dans
le groupe multiplicatif des réels positifs, y un caractére unitaire de H et L
une représentation unitaire irréductible de M. Soit s un élément d’ordre 2.
de W tel que ). =2, sy=x, sL=L. Si la représentation UL de G
dans G se prolonge en une représentation unitaire et si y ='y pour tout
élément t de W distinct de s et de e, alors cette représentation unitaire est
irréductible.
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ReMarQue T7;3. — Dans le cas des groupes complexes classiques,
MM. GELFAND et NaMARK ont montré [16] qu’il existait effectivement des
représentations de la série complémentaire, que ces représentations étaient
toutes irréductibles méme si L —*L pour certains £ € W, qu'une représen-
tation de la série complémentaire et une représentation de la « série princi-
pale » étudiée au numéro précédent n’étaient jamais équivalentes et que deux
représentations de la série complémentaire étaient équivalentes si et seule-
ment si il existait un t€ W avec L —=*L’. Si G ‘est semi-simple réel quel-
conque mais avec M* connexe (d'ou M—=M°Z), ces deux derniéres
propriétés d'équivalence résultent de la détermination donnée par M. Harisu-
Cranpra du caractére de UL [25]. Nos méthodes (quoique valables dans
tous les cas) donnent des résultats moins précis : par exemple si A n’est pas

de la forme 4 —)I I h(a)™", n, entiers positifs, alors UL n’est équivalente &

ael’
aucune représentation de la série principale.

6. Les représentations de la série dégénée. — Le sous-groupe I' consi-
déré jusqu’ici a été obtenu comme produit de H/V par le centralisateur M
d’un élément régulier de b;. Si Pon remplace dans cette définition I'élément
régulier de b7 par un élément singulier [ c’est-a-dire tel que a (h)=o pour
certaines racines o € ¥'], on obtient un sous-groupe I'>T et I'on peut consi-
dérer les reéprésentations unitaires de G induites par une représentation uni-
taire de dimension finie de I' : on obtient ainsi ce que nous appellerons (tou-
jours suivant la terminologie de MM. GELFAND et Namark) la « série
principale dégénérée » de représentation unitaire de G.

Partons d’un élément h singulier dans b et soit A’ 'ensemble des racines
de g suivant h nulles en h et soit lj, la sous-algébre de h; orthogonale a A’.
Nous choisirons la base de Weyl hy, ..., h;, €4, ..., @_, introduite au n° 1
de telle sorte queh,, ..., h;(1 < << m) forment une base de 4, eth;,,, ...,
h,, une base de l'orthogonal k) de b dans h;. Nous désignerons commme
au n° 1 par X' (resp. £") I'ensemble des racines positives non nulles (resp.
nulles) sur 7 et par 2| (resp. X)) 'ensemble des racines de X' non nulles
(resp. nulles) sur . Il est immédiat que si a et €I (i=1, 2) et si a +f3
est racine, alors a + € 2;siael,fed, eta + €2, alors a + B €.
Enfin on a 02;= 2.

Soit m' le sous-espace de ¢ engendré par ki, hi et les e, et _, pour
a€X'u2,; m' est une sous-algébre de ¢, stable par 0, donc engendré
par my=m’'N g, et h + h; est une sous-algébre de Cartan de m;,. On montre
comme au n° 1 que my, + b, est le centralisateur de lj, dans g,. D’autre part
m' est somme directe de la sous-algébre p (engendrée par les h,, e,, e_, pour
a€Z,UZl’) qui est semi-simple (*%), et de son centre, qui est I'orthogonal

(%) La semi-simplicité de p résulte du lemme suivant : soit g une algébre de Lie
semi-simple complexe, Yy une sous-algébre de Cartan, A\ lensemble des racines non
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dans hi+ b des h, pour x€2,U2". De méme m, est somme directe de
son centre et de po,—p N g,.

Soit w' le sous-espace de g engendré par les e, pour a €2 : ' est une
sous-algébre stable par 0, donc engendrée par ;. On montre comme au n° 1
que [mj, n, ]Cn, et que [h,, n;, ] =1|. Remarquons que w' est aussi le sous-
espace de g engendré par les X tels qu'il existe une forme linéaire A stricte-
ment positive sur by (pour l'ordre lexicographique défini par la base
h,, ..., h)) telle. que [h, x] —=2(h)x pour tout hel),.

Posons ¢, = m), + k, + w, : ¢}, est une sous-algébre de h, de complexifiée
¢=m'+§ +n'. Comme ¢'D¢, on a £ Dco. On vérifie aisément que ¢ est le
normalisateur de nj.

Posons H'—expl,, V' —=expw, : H'/N' est un sous-groupe fermé réso-
luble de G. Soit M'° le sous-groupe analytique engendré par w, : M H'
(resp. M'"°H'N') est un sous-groupe fermé de G, comme composante connexe

de e dans le centralisateur de A’ (resp. le normalisateur de /'). Soit M le
groupe de Lie simplement connexe d’algeébre de Lie m; : comme H' est sim-

plement connexe, M'0 est I'image de ' dans Papplication canonique

de M2 > H' sur M""H', donc est un sous-groupe fermé de G. Soit enfin My
le centralisateur de H' dans K et posons M'—=MxM" et I'=M'H'N' :
M' et I sont des sous-groupes de G, ayant M'® et M'*H'/N' comme compo-

nulles de g suivant Yy contenues dans un sous-espace vectoriel du dual de )y : le sous-
espace de g engendré par les h. et les e. pour a €A, est une sous-algébre semi-simple
de g. En effet, il est clair que p est une sous-algébre de g(a, B€A; et a + B €A entraine
2+ BeEA).

Soient Xx; :hH—Z M e.(i=1, 2) deux éléments de p, avec hi:Z wahe et soit B la

€A, a€l,

forme de Killing de p : il est immédiat que B(e«, @3) = 0 pour a, B€A; et a+B # o,
d’ou

B(xi, X2) = B(hy, ha) -+ 3 (M2 4+ Ao 23) Bex, €—).

e,
Or on a
ad @_ ad 8.3 = N_su+3 Nes@3=— N; g@3
et
ade_x ad e«(Zyzhy) =— a(Zyghs)h,,
d’ou

B(e-4, e.) =—a(hu)—2N§’3
SeA,

et par suite, les V,,3 étant réels et a(h,) réel > o, B(ex, €_.) << o0 : B(X1, X») = 0 pour

tout X, entraine donc .= o pour tout a€A;. De plus B(h, h) :Z a(h)? est une forme
TRV

quadratique définie positive sur l'ensemble des combinaisons linéaires & coefficients

récls des hx, d’ou 'on déduit facilement que B est non dégénérée, donc que p est semi-

simple.
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sante connexe de e, et fermés car ils contiennent le centre Z de G et leur
image dans G/Z est fermée comme produit d’un sous-groupe fermé par un
sous-groupe compact My/Z.

Comme H'cH, on a M'>M et M'H'>MH. De plus ¢, Dn, et par
suite I'> /¥, d’ou finalement I">T. On en déduit qu’il n’y a qu’un nombre
fini de doubles classes modulo I':T", ce qui va nous permettre d’appliquer le.
théoréme 6; 5 aux représentations de G induites par une représentation de I".

De plus, si pour un élément = de Mon a ada.h = et si ad x laisse b, inva-
riante point par point, alors x € M’ etla double classe correspondante est I'".
Il existe donc un systtme de représentants des doubles classes modulo T .
formé de e et d’éléments z, tels que adz;.h =1 et que adz, ne soit pas
I'identité sur h,. Il est clair que, si Uon désigne par W' l'image de M’
dans 1}, & chaque double classe modulo W' dans W correspond au plus un
élément de ce systéme de représentants (*7).

Soit L une représentation unitaire irréductible de I' dans un espace de
dimension finie £. On démontre exactement comme au n® 2 [¢f. (T; 11)]
que L est de la forme mnh —y'(h)L,(meM', he H', ne N'), y caractere
unitaire de H' et L représentation unitaire irréductible de M’. Considérons
un sous-espace £! non nul de £, invariant minimal pour la restriction a M’
de L et soit L' la représentation unitaire irréductible de M'° dans £ définie
par L. Si z€M', nous désignerons par *L! une représentation unitaire
équivalente A la représentation m — L}._.,,,. de M'® dans E't. Comme M'/M'
est fini, on montre aisément que L restreinte & M'® est la somme directe
d’un certain nombre de représentations irréductibles *L, x décrivant un sys-
téme (fini) de représentants des classes a gauche de M’ modulo le sous-
groupe M’ formé des éléments de M’ qui conservent E'!.

L' définit canoniquement une représentation unitaire irréductible du

groupe simplement connexe '°, groupe qui est le produit direct de groupes
simples compacts K;, de groupes simples non compacts S; et d'un groupe
abélien A. Un groupe simple non compact n’ayant pas de représentations
unitaires de dimension finie non triviales, L! se réduit 4 un scalaire sur
I'image canonique S du produit A4 < II.S;. Or HNnM'—=expl, est contenu
dans S : comme b, est orthogonale a i, il suffit de vérifier qu'un élément h
de la sous-algébre de Cartan h{+ by n’appartenant pas a h engendre un sous-

groupe a un paramétre d’adhérence non compacte dans M", ce qui est
évident puisque h engendre déja dans G donc dans M'° un sous-groupe a un
paramétre d’adhérence non compacte. L! se réduit donc a un scalaire ' (/%)
sur HnM’'. Nous noterons désormais yx(A) le caractére unitaire
hyhy— ' (hy)y' (h,) de H(hye HNM', h,€ H' : rappelons que /T estle
produit direct de Hn M’ et de H' puisque H est simplement connexe et que

(*') Il semble probable que les doubles classes modulo correspondent biunivoquement
aux doubles classes modulo W'.
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b7 est la somme directe de by = hynm| et deh,). Comme ¥y = y pour z€ M,
L restreinte 4 H est un multiple de la somme directe des caractéres sy,

s décrivantun systéme de représentants des classes a gauche de W'=MnM'|M

modulo le sous-groupe Mn M, MM (%),

Pour pouvoir appliquer le théoréme 6; 5 & la représentation unitaire
induite U%, il nous faut étudier les représentations 4,.(w) des sous-
groupes I';, associés aux différentes doubles classes ['z,I" : remarquons
que Iy, DI, DMH. On a

(7; 50) ¢=h+m-+ 2 (Ae®q+ A_q©q) + E ppes
LY BeXi
et comme adx, conserve h et m :
(7; 51) adz,.d=h-+m- Z (Aa®y+ A_y€_ o)+ E ppes

agtadxrt (X)) Betadxrt(Z])

et par suite un supplémentaire de ¢+ adx,.¢’ est engendré par les e_,

avec a€ 2, n‘ad2;*. 2. On en déduit comme au n° 3 que les composantes

irréductibles de la représentation A7* A.(w) restreinte a H sont de la

forme h — [l h(a) ", n, entiers > o et Tn, = r, donc sont réelles
aeE;n‘;\d T (Z))

positives. Comme il en est de méme de la représentatiou

A4() = Bry()/Be () o (21 0.2,

on voit que les composantes irréductibles de A,(w) restreinte a H sont des
représentations de H dans le groupe multiplicatif des réels positifs (*°).

Or Ly, ® La;iwx, restreinte 3 H est une somme de caractéres unitaires de
la forme sy(h)sX(x;*hx,) avec s et '€ W’'. On ne peut donc avoir
i(L, L; 2, r) # o que s'il existe un s dans W' tel que

x(h) =y (z7  ha)) =ty (h).

Or si t¢ W', on a ts¢ W' et la rotation A — x! ha, n’est pas 'identité

(*%) On a souvent *y = y pour S€ W' et L restreinte a H est alors un scalaire : c’est
évidemment le cas si M’ est connexe (par exemple si G est un groupe classique
complexe) ou si le centre de M’ est discret (on a alors x!'=1).

() Remarquons qu’on a pas en général Ao(k) = 1, mais

am= ] s« ] ser I ax”

a€X]Nnxtadx —1 X} BeZintadx—1 X} TEZiNn—tadx—1 X}

et qu'on ne peut plus affirmer @ priori que les composantes irréductibles de A, (w)
restreintes & H sont # 1 pour r > o.
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sur /' et 'on aura « en général » y £ ¢y pour tout s€ W' et par suite :

(75 52) i(UL, UL)éi(L,Z;e, o)—i—zi(L, L; z, r)::l.
Y

Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

TutorkME T; k. — Soit L une représentation unitaire irréductible de
dimension finie de I' et soit y le caractére unitaire associé de H. St pour
tout élément s de W n’appartenant pas a W', les caractéres y et sy de H
sont distincts, alors la représentation unitaire de G induite par L est
irréductible.

La majoration (6; 92) de i( UL, UL) donnée a la remarque 6; 3 du para-
graphe 6 n° & montre que U’ se décompose toujours en un nombre fini de
représentations irréductibles. On peut donc utiliser pour 1'étude de UL la
théorie des fonctions sphériques, ce qui permet de démontrer exactement
comme au n° & ¢ne la représentation unitaire induite par la représentation
£ — L1, du sous-groupe zI"z—"! est équivalente a Ut(zeM).

D’autre part, si y 3£ 5y pour s¢ W', UL (qui est irréductible) n’est équiva-
lente & aucune représentation de la série principale, induite par une repré-
sentation L), ,,—=x'(h)L), de T =MHN : en effet, les doubles classes
modulo I': I” correspondent biunivoquement aux classes a gauche de W
modulo W’ et l'on montre comme d’habitude que si x °y!, alors
i(L, Lt z,, r):o pour r>o. II suffit d’écarter le cas y = *y!, mais
comme U et UM sont équivalentes, on peut supposer que y = x' et par

. . — O - 7

suite y >y pour s¢ W'. On a alors L(UL, UU)éZl<L’ Lt;e. r). Or on
r=~0

montre facilement par les mémes méthodes que plus haut que les compo-

santes irréductibles de la représentation A4,(w) (correspondant & x —=¢)

1
restreinte 4 H, sont de la forme h—>| I h(oz)"l»[ h((3)7"#, ng entiers posi-
agX BeXi
tifs de somme r, ce qui montre que ce sont des représentations de A dans le
grotipe des réels positifs, distinctes de la représentation unité pour > o et
méme pour r=o si X, n’est pas vide, c’est-a-dire si I"~T ce que nous

avons implicitement supposé : d’ont immédiatement (( UL, UL) = o ().
P PP )

(*) On peut également considérer les représentations unitaires de la « série complé-
mentaire dégénérée », induites par des représentations non unitaires mhn ->A(mh) L},
de I", telles que *A = A-! et *L! = L! pour un élément s d’ordre 2 du centralisateur de
W' dans W et démontrer un théoréme analogue au théoréme 7, 3 sur leur irréductibilité
« en général ».

On trouvera enfin dans ([6], ¥) une généralisation du théoréme 7, 4 & des représen-
tations unitaires de G induites par certaines représentations unitaires de dimension
infinie de I' (¢f. aussi [1], [13] et [25 bis]).
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