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SUR LES GROUPES DE LIE FORMELS A UN PARAMETRE;

Par Micuerl Lizarp

(Poitiers ).

Introduction.

Si I'on prend, dans un groupe de Lie a n paramétres (c’est-a-dire de dimen-
sion n), un syst¢éme de coordonnées analytiques au voisinage de I’élément neutre,
les n coordonnées du produit de deux éléments du groupe sont des fonctions
analytiques de P’ensemble des 2n coordonnées de ces éléments. Les séries de
Taylor a l'origine de ces fonctions analytiques doivent vérifier des relations
exprimant que I'opération du groupe est associative et que I'origine est ¢lément
neutre.

Ces relations conservent un sens si 'on n’envisage plus des séries de Taylor a
coefficients réels ou complexes, mais des séries formelles a coefficients dans un
anneau commutatif arbitraire. On parvient ainsi a la notion de « loi de groupe de
Lie formel ».

Cet article est consacré a I'étude des lois de groupes & un paramétre. Du point
de vue adopté ici, deux problémes principaux se posent : celui de la détermination
de toutes les lois de groupes a coefficients dans un anneau donné, et celui de leur
classification par rapport a une notion naturelle d'équivalence. Le premier
probléme est résolu pour I'essentiel (théorémes I, IT et 1IT), mais les calculs dont
je démontre la possibilité théorique sont d’une extréme complication pratique. Le
second probléme est résolu dans le cas ou I'anneau de basc est un corps algébri-
quement clos de caractéristique p <o (théoréme IV). Le lecteur désireux de
connaitre des groupes véritables et non des lois de groupe verra apparaitre a cette
occasion une famille de groupes compacts (limites projectives de groupes finis)
dont ’étude ne parait pas encore faite.

Un certain nombre des résultats démontrés ici sont vrais pour les lois de
groupes de Lie formels a plusieurs paramétres. Mais surtout la notion de loi de
groupe, et les problémes auxquels elle conduit, peuvent étre formulés dans le
cadre d’une nouvelle espéce de structure algébrique, que je proposc d'appeler
« analyseurs ». Les problemes de prolongement des bourgeons et des transmu-
tations sont des problémes d’obstruction, qui conduisent & introduire les groupes
de cohomologie d’un analyseur. Le lecteur veconnaitra d'ailleurs dans cet article

des cocycles et des cobords; il verra que le probleme de classification des lois de
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groupes sur un corps de caractéristique p est un- probléme d’obstruction
« retardée ». _ :

Une prochaine publication exposera les propriétés générales des analyseurs. 11
m’a paru utile d’en faire connaitre d’abord une application simple (!).

I. — Notions générales.

Nous utiliserons la définition et les propriétés des séries formelles qui sont
exposées dans T'Algebre de Bourbaki (chap. IV, § 3). Nous nous ¢carterons
cependant légerement des notations de cet auteur en ne considérant que des séries
formelles dont le terme constant est nul, et en désignant, par exemple, par
K[[#, y]] Panneau des séries formelles en z et y, sans terme constant, a coeffi-
cients dans 'anneau commuiatif et avec unité K. Cette convention nous permettra
de substituer dans tous les cas des séries formelles aux indéterminées figurant
dans une série formelle.

Clest ainsi que, si f(z, y) € K[[z, y]], nous poserons

(1.1) Lf(z, y, 3)=f(f(=z, %) 3)—f(x, f(y, 3))-

Si f et g sont deux séries formelles (ayant mémes indéterminées et meéme
anneau des coefficients), nous conviendrons d’écrire

(1.2j f=g (mod deggq)

pour indiquer que f et g ne different que par des monomes de degré total au
moins égal a ¢ (entier positif). Par exemple, si f=3Z; jai jziy/, g = 3 ;bi jx'y/,
la relation (1.2) signifie que a; ;= b; ; pour tout couple (¢, j) tel que / + j << gq.

Nous dirons qu'une série formelle f(z, y) e K[[z, y]] est une lof de groupe a
coefficients dans K si elle vérifie :

a. f(z,y)=x+y (mod deg2);
b. T'f(x, y, z)=o.

Si nous considérons un anneau A de séries formelles sur K, la donnée d’une
loi de groupe f(z,y) permet d’y définir une structure de groupe en posant
ukv=f(u, ¢) pour tous u, v € A. En effet, 'opération % est associative d’apres
(1.3b), et les équations ¢tk @ =y et uk¢=y¢ sont résolubles en ¢ pour tous u,
veA, dapres (1.3 a). On vérifie facilement que 1’élément neutre est o, ce qui
donne, comme conséquence de (1.3 a) et (1.35):

(1.3¢) f(o, )= f(z, 0)==.
Nous dirons qu’une loi de groupe f(z, y) est abélienne si f(z, y) = f(y, x).

(1.3)

(') Les groupes de Lie formels sont actuellement étudiés par J. Dieudonné dans une série
d’articles (Comm. Mat. Hely., t. 28, 1954, p. 87-118; également Amer. J. Mat., 1955 et Math. Z.,
1955).

La méthode suivie ici est entiérement indépendante de celle de Dieudonné, fondée sur I’étude
de I’ « hyperalgébre » des opérateurs invariants d’une loi de groupe. Un théoréme de classification,
sans doute équivalent au théoréme IV de cet article, avait été obtenu antérieurement par Dieudonné.

Les résultats de cet article ont été exposés au Séminaire d’Algébre de la Faculté des Sciences de
Paris en décembre 1954.
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Tutorkme 1. — 8 Panneau K r’a pas d’éléments nilpotents, toute loi de
groupe & coefficients dans K est abélienne ().

Ce théoréme ne serait plus exact si 'on n’imposait aucune condition & 'anneau
de base K. En voici un contre-exemple : K est I'algébre de dimension 2 sur le
corps Fy a deux éléments possédant une base formée de I'élément unité et d’un
élément a de carré nul (a?=o0); on vérifie alors immédiatement que z -+ y —ary?
est une loi de groupe non abélienne & coefficients dans K.

Dans les applications, K est le plus souvent un corps; la restriction imposée
par le théoréme I est donc peu génante.

Si ¢ et ¢ sont deux séries formelles en z, a coeffcnents dans K, nous noterons
9oy la série composée : o (z) = ¢ (Y(z)).

Nous désignerons par G(K) I'ensemble des séries formelles en z a coefficients
dans K telles que, si 9(2) € G(K),

1.4 (x)=cx (mod deg2),

ou ¢ est un élément ‘nversible de K. Si 9(x) € G(K), il existe une série formelle
et une seule, notée ¢~ (), telle que 9~ 00 (z) = gog~* () = x. L’ensemble G(K)
est ainsi un groupe par rapport a 'opération o.

Dans G(K) nous considérerons le sous-groupe incariant G,(K) formé des
séries ¢ () telles que

(1.3) ‘ (r)=wx (mod deg2).

Si f(z) [resp. f(x, y)] est une série formelle a coefficients dans K, nous
appellerons transmutée de f par ¢(z) € G(K) la série

(1.6) ?=35(f(s71(2))),
ou respectivement,
.7 S2= 2 (f(s71(x) 37 (¥)))-

Si f est une loi de groupe a coefficients dans K, il en est de méme de la série
transmutée f?, quel que soit o € G(K). Il est clair que le groupe G(K) opére sur
I'ensemble des lois de groupes, d’apres

(1.8) JHv= (f¥);

Iensemble des lois de groupes se partage ainsi en classes de transitivité suivant le
groupe G(K) ou son sous-groupe G, (K). Nous dirons que deux lois f et & sont
équivalentes au sens fort (resp. équivalentes au sens faible) si elles sont trans-
mutées 'une en 'autre par un élément de G(K) [resp. de G, (K)].

Si f est une loi de groupe, nous appellerons stabilisateur (resp. stabilisateur
faible) de fle sous-groupe de G(K) [resp. de G, (K)] constitué par les éléments o
tels que f?= f.

(?) La démonstration compléte de ce théoréme a été publiée (C. R. Acad. Sc.. t. 239, 1954,
P. 942-945).
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Lewwe 1. — Sodent f(z1, ..., 2:), (31, -1 ¥s), 8 (¥ -, ¥s) des séries
Jormelles & coefficients dans le méme anneau K (1 < ¢ < r). On suppose que

f=o0 (mod deggq),
gi=gi (mod degq’) pour 1ZLiLvr.
Alors
S8, -5 8r)=S(8), ..., &)  [mod deg(g + ¢ —1)].

Démonstration. — Désignons par g;; et g; ; les composantes homogenes de
degré j de g et g respectivement. Une fois connue la série f, la composante
homogene de degré k de f(gi, ..., &) se calcule sous la forme d’un polynome
P((gi,;)) dont tous les termes ont un degré total > ¢. Nous obtenons la compo-
sante homogene de degré & de f(g), ..., g,.) sous la méme forme P((g;;)). Si
nous substituons les (g; ;) aux (g ;) dans un monome de P qui ne fait pas inter-
venir effectivement les g;,; ot j > ¢/, nous retrouvons identiquement les mémes
termes. Si, par contre, le monome contient un gj,; ot j >.¢', son développement
ne contient que des termes de degré total > (g + ¢ —1) par rapport aux
indéterminées y. Notre lemme est donc démontré.

Ce lemme sera trés souvent utilisé dans les caleuls que nous serons amenés a
effectuer, et dont nous épargnerons au lecteur les détails les plus fastidieux.

II. — La loi de groupe universelle.

Soit f(x, y)= 2 jai;x'y/ une loi de groupe a coefficients dans 'anneau K,
et  un homomorphisme de K dans un autre anneau K’ (#). Considérons alors la
série formelle w.f(x, y) = Zi ju(ai;j)z'y/. Une vérification immédiate montre
que u.f(x, y) est une loi de groupe a coefficients dans K'. Cette proposition
simple nous donne le moyen d’obtenir toutes les lois de groupe abéliennes. Nous

démontrerons en effet le :

Tutorene II. — Il existe un anneau A de polynomes da coefficients entiers
et une loi de groupe abélienne ¥ (x, y) a coefficients dans A tels que toute lod
de groupe abélienne ¢ coefficients dans un anneau unitaire quelconque W
s'obtienne d’une maniére et d’une seule sous la forme u.F(z, y), ott u est un

lomomorphisme de A dans K ().

Nous dirons alors que F(z, y) est une loi de groupe universelle. Si F(z, y)
et F'(z, y) sont deux lois de groupes universelles a coefficients dans les anncaux A
et A’ respectivement, le théoréme II prouve l'existence d’un couple d’isomor-
phismes réciproques u et u' (de A sur A’ et de A’ sur A, respectivement), tels

(*) Lorsque nous considérons un homomorphisme d’anneaux wunitaires (possédant une unité),
nous supposons toujours que ’homomorphisme est unitaire (c’est-d-dire met en correspondance les
unités des deux anneaux). Nous avons donc ici.u(1) =1.

(*) Le méme théoréme est valable pour les lois de groupes abéliennes 2 un nombre quelconque
de paramétres. Le fait essentiel est que A soit un anneau de polynomes 4 coefficients entiers, ce
qui permet une description trés simple de tous les homomorphismes de A  dans un anneau
donné K [¢f. (2.32)].
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que F'=u.F et F = '.}'. Une loi universelle et son anncau des coefficients sont
donc déterminés a un isomorphisme canonique pres.

Nous démontrerons le théoréme II en construisant, suivant 'ordre croissant de
leur degré total, les composantes homogenes de F(z, y). Introduisons d'abord la
notion de bourgeon.

Définition. — Nous dirons qu’'une série formelle f(z, y) déterminc un
g-bourgeon (g entier 1) si les conditions suivantes sont vérifiées :

fa fle,y)=z+y (mod deg2);

20 ? b. T f(x,y,3)=0 [mod deg(gq +1)].

Si f el f! sont deux séries telles que f(z, y)=f"(z, y) [mod deg(g —1)]. le
lemme 1 montre que I'f(z,y, 3)=T f'(z, y, ) [mod deg(g -+ 1)]. Par consc-
quent, si f détermine un g-bourgeon, il en est de méme de f; nous conviendrons
alors de dire que f et f' déterminent le méme g-bourgeon. Un g-bourgeon est
donc une classe de séries définies [mod deg(g + 1)], et vérifiant (2.1); si I'on
veut considérer un représentant déterminé de cette classe de séries, il suffira de
prendre le polynome dont tous les monomes de degré total > ¢ sont nuls.

Toute série f(z, ¥) qui détermine un g-bourgeon vérifie [cf. (1.3¢)] :

(2.1¢) Sflo, z)=f(r,0)=ux [mod deg(gq +1)].

Les conditions (2.1) sont évidemment plus faibles que les conditions (1.3) :
toute loi de groupe détermine, pour tout entier ¢, un g-bourgeon. Mais il n’est
pas toujours vrai qu'un g-bourgeon puisse étre déterminé par une loi de groupe.
Considérons, par exemple, le cas ou Panneau des coefficients est le corps
premier Fa. Alors f(z, y) =« + y + xy* détermine un 4-bourgeon qui ne peut
¢tre déterminé par aucune loi de groupe, puisque (th. I) les lois de groupes
sur F» sont abéliennes.

Nous dirons qu’un g-bourgeon prolorge un'g-bourgeon si ¢'> ¢ et si toute
série qui détermine le ¢'-bourgeon détermine en méme temps le g-bourgeon :
autrement dit les deux bourgeons doivent avoir mémes composantes homogenes
de degré total < q. Nous dirons de méme qu'une loi de groupe prolonge un
g-bourgeon si elle le détermine.

Nous dirons qu’un g-bourgeon est abélien si toute série f qui le délermine
vérifie f(z, y) = f(y, ) [mod deg(q + 1)]. Nous démontrerons le

Tueoreme III. — Tout g-bourgeon abélien est prolongeable en une loi de
groupe (quel que soit Uentier positif q et Uanneau des coefficients) (*).

Etudions d’abord le probléme du « prolongement élémentaire » : étant donné
un ¢-bourgeon déterminé par une série f(z, y), cherchons un (g + 1)-bourgeon
qui le prolonge.

(®) Ce théoréme s’étend au cas de n paramétres. Il en résulte I'existence (pour tout ¢) d'un
g-bourgeon abélien universel qui coincide avec le g-bourgeon déterminé par la loi de groupe
abélienne universelle. Les théorémes II et III ne constituent donc qu'un seul résultat. et sciont
démontrés simultanément. Leur démonstration apportera des précisions supplémentaires. assez
incommodes & formuler dans un énoncé- de théoréme.
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Désignons généralement par T, f(z, y, z) la composante homogeéne de degré
total (¢ 4 1) de ' f (=, ¥, ). D’aprés (2.15), nous avons

Tf(2, ¥, 3)=Tqu f(,y,5) [mod deg(g+2)].

Il faut trouver un polynome %(z, ), homogene de degré (g 1), tel quen
posant f'=f+ %, on ait Ty f'(z, ¥, 2) = 0. La série f'(z, y) détermine alors
un (g + 1)-bourgeon qui prolonge le g-bourgeon donné.

Lenwe 2. — Avec les notations précédentes, on a

I‘<7+1f,(x’ Y z)= rq+1f(‘z'7 Y z)— Sh(x, .}’;'Z)y
ou

Sh(x, y, z)=h(y, 2)—h(z+y, 2)+ h(z, y +3)—h(z, ¥).
Démonstration. — Posons g(z, y) = f(x, y) —x—y. D’apres le lemme 1 :

f'(fq(‘l" yha)y=FUS (= y)a)+h(f (2, 5), 2)=f(f(#,¥), 3)+h(x+y,z)
[mod deg(gq + 2)].

Ensuite, en appliquant encore le lemme 1 :

Sz y) z2)=f (2, y)+z+8(f(2,1) 5)=f(z,5)+h(z, y)+z+g(f(2,)), 3)
[mod deg(q + 2)].
Nous obtenons ainsi

2.2) f/(f(xp) 5)=Ff(2,0), 2)+ (2, y)+h(z+y,5) [mod deg(g + 2)]-
Nous démontrerions de méme

(2.3) f(&, (0 3))=S(2, f(y, 5))+ ~(y; 5)+ (2, y +2)  [mod deg(g + 2)].
Les relations (2.2 et (2.3) entrainent le lemme 2. Nous en déduisons la :

Prorosirion 1. — Le g-bourgeon déterminé par une série f(z, y ) est prolon-
geable en un (g + 1)-bourgeon st et seulement s’il existe un polynome h(z, y),
homogéne de degré (q + 1), tel que dh(x, y, z3) =Ty f(2, ¥, 7).

Définitions. — Pour tout entier ¢ > 2, nous désignerons par B(z, y) le poly-
nome a coefficients entiers :

(2-4) By(z, y)=(2+y)y —a7—yr.

Pour tout entier ¢ > 2, nous désignerons par Cq(z, y) le polynome a coeffi-
cients entiers :

Cy(z, y)=By(x, ) .si ¢ n’est pas une puissance entiére d’'un nombre premier;
(2.5) Cola, y)= FIB,,(a:,y)si g=p*, ol p est un nombre premier et 2 un entier

naturel.

Le fait que les polynomes C, soient a coefficients entiers résulte de la relation
bien connue (z + y)?= 2"+ y? (mod p), ou p est un nombre premier.
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Lexue 3. — Soit K un anneau quelconque. Pour tout entier q > 2, les seuls
polynomes P(z, y) € K[z, y] qui soient homogénes de degré q et qui vérifient

(2.6) {a' 8P(z, 5, 2)=P(y, 2) —P(z +y, 2) + P(2, y + 3) — P(2, y) = o;
Vb Pa,y)—P(y,2)=0

\

sont de la forme a Cy(z, y), ot a€K.

Pour ne pas interrompre notre exposé, la démonstration de ce lemme sera
donnée au paragraphe III. Nous admettrons aussi provisoirement le résultat
suivant : pour tout ¢ 2, les coefficients de G4(z, y) sont des entiers premiers
entre eux dans leur ensemble.

Des lemmes 2 et 3 nous déduisons immédiatement la :

Prorosition 2. — Sodent f(x, y) et g(x, y) deux séries formelles i coeffi-
clents dans K, telles que f= g (mod degq) et que f et g déterminent toutes
deux des q-bourgeons abéliens. Alors il existe a€ K tel que

Sl y)=8(x,y)+aCe(z,y) (mod deg(g +1)].

Introduisons maintenant une famille dénombrable d’indéterminées (),
(é=1, 2. ...) et désignons par

A =7Z[()] Panneau des polynomes a coefficients entiers par rapport a
tous les (a;);
A, =1Z[ay, ..., ;] Panneau des polynomes a coefficients entiers par rapport a
(a1, oo vy 2g);
A =Q[(e)] I'anneau des polynomes & coefficients rationnels par rapport
' a tous les (a;);
Al = Qe . 4] anneau des polynomes a coefficients rationnels par rapport

d(ay, ooy 2g).
Des identifications évidentes nous permettent d’écrire les inclusions :

(2.7) { AvcAuc...cAjcAgc...CcA; AjlcAbc...cAjcAj,c...cA
2. )

A,;cAj pour tout entier ¢ et AcA’.
Nous considérerons de méme A4[[#, y]] comme un sous-anneaude A, [[z, y]], etc.

Prorositiox 3. — Il existe deuz suites de séries formelles fq(z, y) et o4(2),
telles que, pour tout entier g1, on ait

a.  folz,y)yedqllr, y]] et gu(r)eGi(Ay);
b. fo=fq+1 et 97= 9g+1 [mod deg(g + 2)];

(2.8)
c. Sa(z, ¥)— 24 Cqi (&, )€ A g [[x, 7115
d. fY(z,y)=xz+y [mod deg(g--2)]
Démonstration. — Nous allons construire successivement les couples de

séries fy, ¢q. Nous prendrons d’abord

(2.9) Sz, )=z +y+azy et ?1(.1'):_‘,-_51,.1"3.
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On vérifie immédiatement que les conditions (2.8) sont satisfaites en ce qui
concerne f; et ¢;. Nous supposerons déja construits fi, ..., fy; 91, - - ., §q Véri-
fiant (2.8). Nous pourrons supposer de plus que chaque f; déja construit est un
polynome (non homogene) de degré total (r—+1), car on peut remplacer
chaque f; par le polynome de degré (r -+ 1) qui lui est congru[mod deg (r -+ 2)]
sans cesser de vérifier les conditions (2.8). Cherchons & déterminer f,.,; et 0g.4.

Les relations (2.8 a) et (2.8 d) montrent que f détermine un (g + 1)-bourgeon
4 coefficients dans Ag4. Désignons, conformément aux notations précédentes, par
Tg.afe(z, ¥, 2) la composante homogene de degré (g -+ 2) de T fy(z, ¥, 3);
c’est, d’apres (2.8 @), un polynome a coefficients dans A,. Posons

(2.10) &1(2, 7) = 97 (24(2) + 94(¥))-

La série g4(z, y) est, d’aprés (2.8 a), une loi de groupe a coefficients dans A .
De plus, la relation (2.8 d) implique.

(2:11) Jo=(f31)%'=g;  [mod deg(q + 2)].

Soit &(x, y) la composante homogene de degré (g + 2) de g,(z, y), de telle
sorte que .

(2.12) 84(#, y)=Fo(@, y)+ h(z,y)  [mod deg(g + 3)).
D’apres le lemme 2, nous avons

(2.13) Oh(z, y, 3) =Tqus fo(@, 5, 5)€ A2, ¥, 7],

et, puisque g, est une loi abélienne :

(2.14) k(w, y)—h(y, x)=o.

Le polynome % appartient & A [z, y]; puisque tout élément de A poss¢de un
multiple entier dans A,, il existe un entier naturel n tel que

(2.15) nk(z, y)eAqlz, 3]
Désignons par Aq Ianneau A, réduit modulo n, c’est-a-dire 'anneau quotient

A,/nA,, et notons k(z, y) le polynome obtenu a partir de rh(z, y) en rem-

placant chaque coefficient par son image canonique dans A,. Les relations (2.13)
et (2.14) nous donnent
ok (z, v, 3) = o,

(2.16) ~
k(z,y)—k(y, z)=o.
Par conséquent, d’aprés le lemme 3 :
(2.17) (2, y)=aCpa(2,y), ou ael,

Soit @ € A4 un élément dont I'image canonique dans A, s0it &. Larelation (2.17)
s’écrit encore [en remplagant les égalités dans A, par des congruences (modn)
dans Aq] :

(2.18) nh(x; y) = aCyie(x, y)+ nk'(z, y), ou A/(z, y)eAq4lz, yl.
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-Définissons alors fy44 et 9444 par les relations
(2-19) i3, 7) = fo(@ 3) + K (@, 3) + 8011 Cara(a, 7);

P7+1(2) = o () +(,gl - “q—f—l)l“/’*"

('2 20) si (¢ + 2) n’est pas une puissance d’'un nombre premier;

%ﬁ(fi‘) =94(2) +;], (% - “7+.1>""’+’

si (¢ + 2) est une puissance du nombre premier p.

Les conditions (2.8 a, b, ¢) sont évidemment satisfaites. Pour vérifier (2.8 d)
nous nous appuierons sur le lemme suivant : ’

Lemwe 4. — Soient f(x, y) une série formelle & coefficients dans ’anneau K
telle que f(z, y) =z + y (mod deg2), et g(z, y) une série formelle telle que

glz, y)=f(z, y)+ k(z, y) [mod deg(g+1)] o& k(z, y) est un polynome
homogéne de degré q (entier > 2). Soient ¢(x) et Y (z) deux éléments de G,(K)
tels que Y(x) = ¢(x) + bx’ [mod deg(g +1)], o beK. Alors

gY¥(z, y)=f%(z, )+ k(z, )+ bBy(z, y)  [mod deg(g +1)].
Démonstration. — Nous utiliserons le lemme 1 pour démontrer successivement :

(2.21) Y1(z)=9~'(x)—ba7 (mod deg(g +1)].

(2.22) g1 (@), 1) =& (37 (@), 9~1()) — b@7+y9)  [mod deg(g +1)].

(2.23) g(o~ (=), () =f(9e~(=), 9~ (¥)) +k(x, y)  [mod deg(g +1)].

(2.26) $(f(e (@), 971(3) + k(@ ) — b(@T+ y1)) = f? (2, y) + k(z, 3) + bBy (2, ¥)
[mod deg(g —+ 1)].

Les trois derniéres congruences entrainent le lemme 4.
Achevons la démonstration de la proposition 3. D’apres (2.12), (2.18)
et (2.19) nous avons

(2.28)  Sfon(@,y)=8¢(2,7)+ (aw— %)Cqﬂ(z, ¥)  (mod deg(g +3)].

Appliquons maintenant le lemme 4 [ou nous remplacons respectivement K, ¢,
S & ¢ 4 par Ay, (9+2), &4, fa+1, 945 Pg+1]; nOUS obtenons
(2.26) Sz, y)=83(z, y)=a~+y [mod deg(g +3)],
ce qui établit (2.8 d) pour 'indice (g + 1).

Nous supposons donc construites des séries fy(z,y) et gq(z) vérifiant les

conditions de la proposition 3. Définissons les séries F(z, y)e€A[[z, y]] et
¢(z) € A'[[#]] par les conditions

9 o F(,7)=fy(2,y) [mod deg(g+2)] pourtout gx;
(2.27) { ?(2)=9q(x) [mod deg(g +2)] pour tout g > 1.

Ces conditions sont c'ompatibles (2.80), et nous avons, d’apres (2.8d) :

(2.28) Fo(z, y)=2+y.

BULL. 80C. MATH. — T. 83. PASC. HI. 17
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-‘La série F est donc une loi de groupe abélienne: a coefﬁclents dans A. Nous
sommes maintenant en mesure de démontrer le lhéoréme IIT en méme temps que -
le théor2me II. : :

Soit K un anneau unitaire et g(z, y) une série a coefficients dans K qui
détermine un g-bourgeon abélien. Remarquons que l'anneau A, est lanneau
unitaire libre engendré par (a4, ..., a;) et que, par conséquent, un homomor-
phisme u, de A, dans K est entitrement déterminé par la donnée de u,(a4), ...,
ur(ar) qui peuvent étre choisis arbitrairement dans K.

Supposons déterminé pour un entier or(x £ r £ g—1) un homomorphisme u,
de A, dans K tel que (°)

(2-29) ur.fr(@, y)=g(x,y) (mod deg(r+2)].
Pour r =1, ’homomorphisme u, existe et est unique, puisque
Sz, )=z +y+auzy.

Définissons ’homomorphisme u, de A, dans K en convenant que u. (%,1) =0
et que u,. coincide avec u, sur A,. Alors :

(2.30) Uy fraa(z, y)=g(z, 7). [mod deg(r-+2)).

Si g (r+2), les séries u,.fr.1(z, y) et g(x, y) déterminent toutes deux
des (r + 2)-bourgeons abéliens, et, d’aprés la proposition 2, il existe un élément
€K tel que

(230 85 )=t fra(® 7) + erCria(@, ) [mod deg(r+3)].

Pour qu’un homomorphisme u,.4 de A,,, dans K prolonge u, et vérifie (2.29)
ou lon remplace r par (r—+1), il faut et il suffit que v, 4(orq)=c,. Cette
condition est en effet suffisante, d’apres (_2.8c). Elle est nécessaire, car,
d’aprés (2.31), on doit avoir Uri1(%r41)Cria (2, ) = ¢,Cria(2, ¥); or nous
avons admis que les coefficients de C,..2(z, ) sont premiers entre eux dans leur
ensemble. Les éléments w,.4(a,4+1) et ¢, s’obtiennent donc comme une combi-
naison linéaire A coefficients entiers des mémes éléments de K, ce qui établit
que Uris (ar+i) = Cr.

Partant de ’homomorphisme u4, et poursuivant notre construction jusqu’a ug_s,
nous voyons qu’il existe un homomorphisme u,_4 de A,_, dans K, uniquement
déterminé par la condition (2.29), oi I'on remplace r par (¢—1). Soit u un
homomorphisme de A dans K qui prolonge u,_4. Alors la série u.F(x, y) est une
loi de groupe a coefficients dans K qui prolonge le g-bourgeon déterminé
par g(z, y) : le théoréme III est démontré.

Supposons maintenant que g(z, y) soit une loi de groupe abélienne & coeffi-
cients dans K. Alors les homomorphismes u, sont univoquement déterminés par
la condition (2.29), pour tout r > 1. Il existe un homomorphisme unique u de A

(%) Nous généralisons ici la notation u.f(z, y) introduite au début de ce paragraphe & des séries
qui ne sont plus des lois de groupes. Il s’agit toujours d’appliquer ’homomorphisme u aux coeffi-
cients de la série considérée.
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dans K qui prolonge tous les homomorphismes u,, et 'on a u.F(z, y) = g(z, ),
ce qui.démontre.le théoréme II. '

L’anneau A’ peut étre caractérisé comme le produit tensoriel de 'anneau A par
le corps Q des nombres rationnels. Si I'anneau K est une algabre sur le corps Q,
tout homomorphisme de A dans K se prolonge univoquement en un homomor-
phisme de A’ dans K. Le théoréme II et la relation (2. 28) entrainent donc la :

Prorosition. 4. — Toute loi de groupe abélienne f(xz, y) dont 'anneau des
coefficients est une algébre sur le corps des nombres rationnels est équivalente
(au sens faible) a la loi x + y.

Nous démontrerons plus loin (3.14a) que toute loi de groupe a coefficients
dans une Q-algébre est abélienne.

(2.32) Remarques. — a. Les conditions (2.8) de la proposition 3 ne suffisent
pas a déterminer univoquement les séries f,(z, y). A moins d’imposer des
conditions faciles & imaginer, mais absolument artificielles, je ne vois pas
comment « choisir » parmi les lois universelles possibles. La notion naturelle
d’unicité pour la loi universelle F(x, y) est exposée dans la remarque qui suit
immédiatement ’énoncé du théoréme II.

b. Considérons. les polynomes f(z,y)=z+y+ Z aijziy/ qui déter-
. 2Li+j<Lq
minent des g-bourgeons abéliens. Leurs coefficients a@;; doivent annuler un
certain nombre de polynomes a coefficients entiers. Ils constituent donc une
variété algébrique dont il est inutile de préciser-le corps (ou méme 'anneau !) de
définition. Cette variété algébrique est un espece affine de dimension (g —1),
c’est-a-dire qu’on peut trouver des « paramatres » ai, ..., %g_4 qui s’expriment
comme des combinaisons linéaires a coefficients entiers des a; ;, et tels que les a; ;
s’expriment comme des polynomes a coefficients entiers par rapport aux a, . . .,
aq_1. Cette remarquable simplicité de structure est assez cachée : le lecteur qui
voudra tenter les calculs verra qu’il n’est pas aisé de déterminer les coefficients
d’une loi universelle, méme en se bornant aux termes de degré petit (<10, par
exemple). Il serait donc souhailable de trouver une détermination plus explicite
d’une loi de groupe universelle F(z, y).

III. — Démonstration du lemme 3.

Démontrons d’abord que, si g n’est pas une puissance du nombre premier p:
(3.1) By(z, y)#o (modp).
Posons en effet g = p*s, ou s 21, s = o (mod p). Alors
» (& + y )= (2P* 4+ yP*)y = 29 4 sgls—W yp* . .+ y7  (modp),
et par conséquent

(8.2) By(x, y) =sal—thtyr'+. . .20  (modp).

BULL. SOC. MATH. — T. 83, FASC. III. 17.



Si maintenant ¢ = p*, nous avons

(2 +yyP—'=zr~'4 yr*~  (modp),
d’ou (7) .
(z + y Y= (2P 4 yP*~)»  (modp?).
11 en résulte

(3.3) Cor(@, )= Cpl(a, P ") %o (modp).

Les relations (3.1) et (3.3) montrent qhe, quel que soit Tentier ¢ 2, les
coefficients du polynome Cq(z, y) sont prémiers entre euzx dans leur ensemble.
Considérons maintenant un anneau quelconque K, et proposons-nous d’étudier

les polynomes P (z, y) _Za, g-iZyI ol ai g € K tels que

i=0

(3.4) 8P(z,y,23)=P(y,5)—P(x+y, 3)+P(z, y +2)—P(z, y)=o.

Nous avons d’abord

3P(z,0,0)=P(0,0)—P(z,0)=0 et 3P(o0, 0, 3)=P(0, 3)— P(0,0)=0,
relations équivalentes 4
(3.5) ago= agq=o.

Nous acheéverons de traduire I’hypothése 6P —o en écrivant que le coefficient
de z'y/z* dans P(z, y, z) est nul, ce qui conduit aux relations
(3:6) ("Jf/)aiﬂ-,k: (1‘;")4,,,“ pour ij+k=g (1<i,kLqg—).

En particulier, si nous faisons dans (3.6) { =1, puis j =1, nous obtenons

(3.7) i g—1= (g::)a,_qﬂ, pour 1<LiZq—1.
(3.8) (I+1) i1, g—i—1= (g — ) arg— pour 1ZLi7{<Zq—2.
Prenons d’abord pour anneau de base le corps premier F, a p éléments.
° Supposons g = p. Alors, si nous considérons le polynome

Pz, y)=P(2, y)— a1,p-1Cp(2, ¥),

nous avons 0P'(z, y, 5) = o0 et donc P'=o, puisque le coefficient de zyr-*
dans P’ est nul [appliquer (3.7)]. Le polynome P ést donc un multiple de C,(z, y).

2° Supposons ¢ = o (mod p) et ¢ 3£ p. Si nous faisons successivement dans (3.8)
{=(p—1),(p—2), ..., 1, nous obtenons

Ap—1,g—p+1= Ap—2,g—p+2=.. .= A1, q—1= 0.

La relation (3.7) montre alors que ai,q_i=0 si o0 (modp). Le polynome

(") Nous utilisons ici un résultat classique : en élevant A la p'*me puissance les deux membres
d’une congruence (mod p), on obtient une congruence (mod p?).
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Pi(x, y) peut donc s’écrire sous la forme P'(27, y), ot P’ est un polynome de
degré }—Z a cocfficients dans F,. Mais l'identité (z+ y)'=a2"+ y” (modp)
montre que

(3.9) 6P (x, y, z) =P (zr, y7, 2P) = o.

Nous sommes ainsi ramenés au degré q’:%- Si ¢' est encore divisible par p

sans lui étre égal, la réduction se poursuit, et nous aboutissons finalement aux
résultats suivants : si ¢ = p*, les seuls polynomes P de degré ¢ vérifiant 5P =o
sont de la forme aCy(z, y), ot a€F,; si ¢g=pts, ous2£1,sz=0 (modp), les
polynomes P de degré g vérifiant 6P = o sont de la forme P'(z7*, y*) ot P'(2, y)
est un polynome de degré s vérifiant 6P'= o.

3° Examinons enfin le cas ot ¢ =£ o (modp). Puisque le coefficient de z)-1—!
dans Cq(z, y) n’est pas nul (mod p), d’aprés (3.2), nous pouvons prendre « € F,
tel que P'(z, y) =P(x, y) —aCy(x, y) ait son terme en zy?~* nul. Désignons
encore par a;,q_; les coefficients du polynome P’. La relation (3.7) montre comme
précédemment que a;,q_i= 0 si £32£ o (mod p). La relation (3.8), ot nous faisons
{=rp montre que ,p ¢_rp=0, si rp = q—2. Tous les coefficients de P’ sont
donc nuls, sauf éventuellement celui de z9—'y. Nous avons P'(z, y)=bax'y,
avec b e€F,. La condition 6P'= o implique alors b= o, sauf si (¢ —1) est une
puissance de p, qui doit étre au moins égale & p puisque nous avons supposé que
le coefficient de z)y?~! dans P’ est nul. Si nous tenons compte des résultats
obtenus au 2°, nous pouvons résumer ainsi notre étude du cas ou I'anneau de base
est le corps F,, :

(3.10) Un polynome P (z, y) a coefficients dans F,,, de degré ¢ > 2, et vérifiant
3P(z, y, 5) = o est de la forme aCg4(z, y), sauf si ¢ = p*¥+ p*, avec o Z 1 < k.
Dans ce dernier cas, il est de la forme «C,(z, y) + bz** y"*(a, b € F,).

Achevons la démonstration du lemme 3. Considérons, pour un entier g > 2,
le module L des polynomes a deux indéterminées z, y, de degré ¢ et a coef-
ficients entiers rationnels. Puisque les coefficients de C,(z, y) sont premiers
entre eux dans leur ensemble, le sous-module {C,! de L formé¢ des multiples
entiers de C,(x, y) est facteur direct dans L, et nous pouvons écrire la somme
directe

(3.11) L={C,+M.

L’opérateur ¢ applique L dans le module L' des polynomes a trois indéter-
minées z, ¥, 5, de degré ¢ et a coefficients entiers; cet opérateur annule {C,4}.
Soit M’ le plus petit sous-module de L' qui contienne oM et soit facteur direct
de L' (autrement dit : L'/M' est sans torsion, dM c M’ et M'/dM est un groupe fini).
Alors le théoréme fondamental sur les groupes abéliens de type fini nous apprend
quon peut choisir des bases Ei(z, y) et Fi(z, y) dans M et M’ respectivement
(1£LiZLq), telles que

(3.12) 8Ei(z, y, 3) =W Fi(x, », 3),
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ou les A; sont des entiers o, tels que chaque A sou d1v151ble par 7\,+,
(pour 1 L i L qg—1) (7 bis).

~ Soit K un anneau quelconque; le module des polynomes en z et y, a coeffi-
cients dans K et de degré ¢ s’obtient sous la forme K@ L. Si P(z, y) est un tel

q

polynome, nous pouvons Pécrire sous la forme P (%, y)=aCq(z,y) +2 bEi(z,y),"
' i=

avec a, b; € K. La relation dP = o équivaut, d’aprés (3.12), a :

(3.13) )\,b;=o. pour 1LiZLgq.

Traduisons maintenant le résultat (3.10), en faisant K = F,; nous voyons que
ri=1 pour 2 Z 1 Zq; M7Z o, et, plus précisément, A4 =1 sauf si ¢ est somme de¢
deux puissances entieres distinctes d’'un méme nombre premier.

Supposons que P(z, y)eK][z, y] soit de degré g et vérifie oP = o, P(.z‘ y)-
P(y, z)=o0.Dpres (3.15), P(z, y) =aCy(z, y) + bE,(z, y),avec a, b €K
et 4,6 =o0. Le polynome P'(z, y) =puP(x, y’) vérifie les mémes conditions
que P, quel que soit 'entier . Supposons b < 0; nous pouvons choisir p tel que
pb #£ o, et que ppb =0, p désignant un diviseur premier convenable de A,. Mais,
d’aprés (3.10), on a ’

Ei(z, ) =vCqy(z, y) + V' 2P*yr* (modp), avec A <4k, etv, v entiers, v o (modp).

Alors P'(z, y) = p(a+vb) Cy(z, y) + w'ba”y**. Comme ' b5~ o0, on
voit que P’ n’est pas symétrique en z et y. Il est donc absurde de supposer b £ o,
et le lemme 3 est démontré.

(3.14) Remarques. — a. Si K, considéré comme groupe abélien, est sans
torsion, la seule relation P = o implique l'existence de a €K tel que P =aC,.
Ce résultat, joint -au lemme 2, montre que toute loi de groupe a coefficients
dans K est alors abélienne.

b. Un calcul plus poussé montre que A, est égal au produit py...p,, ol py, ..., pr
sont les nombres premiers tels que ¢ soit somme de deux puissances entitres

distinctes de chacun d’eux. Par exemple, pour ¢ =10, ;= 6; pour g = 3o,
)\1 = 15.

IV. — La classification des lois de groupes.

Le probleme a étudier est le suivant : étant donné deux lois |[de groupes abé-
liennes f et g a coefficients dans le méme anneau K, existe-t-il une série ¢}(z) € G(K)
telle que /¢ = g?

Nous examinerons d’abord un probleme de prolongement élémentaire,
analogue a celui déja traité pour les bourgeons. Soit @(x)eGi(K), tel que
J?= g (mod degg); existe-t-il ¢'(z) € G4 (K) tel que 9 = ¢’ (mod deggq) et ique
S =g[mod deg (g +1)]?

(" ¥is) On peut seulement affirmer, a priori, que les F, correspondant aux », 7 o constituent une
base de M’. Mais nous allons voir qu'aucun %; n’est nul.
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D’apres la proposition 2, il existe a €K tel que
8@, y)=f(#,y)+aCy(z,y) [moddeg(g~+1)].
Si¢'(z) = o (2) + bz’ [mod deg (g + 1)]; nous avons, d’aprés le lemme 4,
' J¥(@ )= F%(@ )+ bBy(z, 7)  [mod deg(q +1).
Deux cas st.)nt a distinguer. '

Premder cas : ¢ n’est pas une puissance d’un nombre premier; alors B,=C,, '
il faut prendre b = a, et ¢’ est déterminé [mod deg (g +1)]-

Deuxiéme cas : ¢ = p*, p premier, h entier > o; alors B,= pC,, le probléme
du prolongement élémentaire n’est résoluble que s’il existe &’ €K avec a = pd’;
il n’est pas nécessairement déterminé, car il faut seulement prendre b = o'+ ¥/,
ou b ek, pb=o.

A partir de ces résultats, on déterminerait sans peine les classes d’équivalence
des lois de groupes a coefficients entiers rationnels. Reprenons les notations du
théoreme II et de la proposition 3; les lois de groupes u,.F(z, y) constituent un
systeme complet de représentants-de ces classes d’équivalence lorsque u, parcourt
Pensemble de ces homomorphismes de A dans Z (anneau des entiers) vérifiant

u,(q) =0 si (g4 1) n’est pas puissance d’un nombre premier; o = u.(ag) < p
si (g -+1)= p*, ou p est un nombre premler On remarquera, que G4(Z) est un
sous-groupe d’indice 2 de G(Z), et que si deux lois de groupes a coefficients
dans Z sont équivalentes au sens fort, elles sont aussi équivalentes au sens faible
[¢f., plus loin, (4.4) et (4.5) ou Von fera n=-—1]. L’ensemble des classes
d’équivalence des lois de groupes a coefficients dans Z a ainsi la puissance du
contiu.

Nous nous bornerons désormais a étudier le probléme de classification dans le
cas ot Panneau de base K est un anneau de caractéristique p (c’est-d-dire
vérifie. pa = o pour tout a €K), p désignant un nombre premier choisi une fois
pour toutes. Si p' est un nombre premier distinct de p, il existe, pour touta€K,
un élément a' de K et un seul tel que p'a’=a. Cette remarque nous permet
d’énoncer plus 51mplement les résultats concernant le prolongement élémentaire
des transmutations :

Prorosition B. — Soient f et g deux lois de groupes abéliennes a coeffi-
cients dans l'anneau K de caractéristique p, et o(z)e€Gy(K) tel que
Jf?= g(mod degq), q entier > 2. Si q r’est pas une puissance de p, il existe
un élément a de K et un seul tel qu'en posant ¢'(z) = ¢(z)+ az?, on ait
S¥=g[mod deg(g+1)]. Si g= p", larelation précédente f? = g[mod deg(g+1]
nlest vérifiée pour aucune valeur de a si fo % g[mod deg(q +1)], et est vérifiée
pour r’importe quelle valeur de a €K si f¢= g[mod deg(g+1)].

Ainsi le calcul successif des coefficients a., ..., a4, ... de ¢(z) == +2a.,a;'l

=2
conduit & des problémes impossibles ou indéterminés pour a,, @y, ..., Gy, - -
Nous allons étudier comment la possibilité de .trouver le coefficient a,» dépend
des choix effectués antérieurement pour a,, ..., @y
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Définition. — Soit f(x, y) une loi de groupe a coefficients dans 'anneau K.
Nous appellerons ztérés de laloi f la suite des séries gn(z), définies pour tout
entier n € Z, et vérifiant les relations

&o(x)=o, Gnv(x) = f(2, gu(x)).

Les relations suivantes sont de simples traductions, en termes de séries
formellés, de propriétés élémentaires des groupes :

(4.1) f(gn(x), gn(x)) = gnin(x) pour tous n, n'€Z,
(4.2) En(&n ()= gnn(x) pour tous 2, n'€Z.

Sig(z) € G(K), etsi g/ (z) est le n'*™°itéré de la loi de groupe f'(x,y)=/[%(z,¥),
(4.3) &n(z) = g3(x).

Si S (2, y) est une loi de groupe abélienne, gn(x) son n'*™ itéré, nous avons
(4.4) &n(f(%, ¥)) =S(8n(2), §a(y)),  pour tout nel.

La relation f(z, y) =« + y (mod deg2) entraine

(4.5) gn(x)=nx (mod deg2) pour tout n€Z.

Supposons maintenant que f(z, y) soit une loi de groupe abélienne a coefti-
cients dans I'anneau K de caractéristique p. Si son p*™° itéré g,(z) n’est pas nul,
soit ¢ le plus grand entier tel que g,(x) = o(mod degq). D’apreés (4.3), g 2.
Soit 2 €K tel que g, (z)=rz? [mod deg(g + 1)]. Nous avons

gp(f(z, y)) =M a+yy  [mod deg(g+1)]
et

S(gp(®), gp( X)) =21(27+ y7) [mod deg(q +1)].
D’apres (4.4), nous en déduisons
(4.6) »By(z, y)=o.

Puisque % £ o, cela n’est possible que si ¢ est une puissance de p, d’apres (3.2).
Ce résultat justifie la définition suivante.

Soit f(z, y) une loi de groupe abélienne a coefficients dans I'anneau K de
caractéristique p, et g,(z) son p**™* itéré. Si g,(x) = o, nous dirons que f est de
hauteur infinie. Sinon nous appellerons hauteur de fle plus grand entier / tel
que gp ()= o(mod degp*).

Lemye 5. — S¢ f(x est une loi, abélienne de hauteur h a coefficients
y Y). 1]
dans Uanneau K de caractéristique p, son p**™ itéré g,(z) est une série g (")
h
en ',

, . . N byt .
Démonstration. — Soit g,(x) :Zlfx” *+I. Démontrons, par récurrence sur £,
=0

que 2;=o0 si {3z o(modp”). Supposons démontré que 2j=o pour j </ et
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J 5 o(mod p*). Nous obtenons, en appliquant une fois de plus le lemme 1 :

i—1 i—1 .
(h.9) S(gp(zx), g,,(y))sf( 21;9:1"'#, inyp"—rl)_,_)‘,(g,-p’w_,__yp'w)
j=0 j=0
[mod deg(p”+ i+1)].
i—1
(4.8)  &p(f(2, 7)) =X 1i(f(m, )P+ (@ + y P+t [mod deg(ph+i+1)].
i=0"

Remarquons que la puissance (p*)*™° d’une série formelle en z et y est une
série formelle en z** et y”*; si nous appliquons (4.4) en tenant compte de notre
hypothese de récurrence, il vient

(4.9) MBphii(z, y) = k(2 yrt),
ou k(z, y) désigne un polynome en z et y. D’apres (3.2), si ¢z o (modp"),

cette derniére relation implique A;=o. Ainsi ;;= o quel que soit £ £ o(modp"),
et le lemme 5 est démontré.

Lewne 6. — Soient f(x, y) et f'(z, y) deuz lois de groupes abéliennes a
coefficients dans I’anneau K de caractéristique p, et g, (x), g,(x) leurs nitme:
itérés respectifs. Alors la relation

Sz, y)=f(=,y)+alpm(z, y) [mod deg(p”+1)],
ou a €K, h entier > o, impligue

gp(-t)zg’p(x)——az'p" [mod deg(p”-+1)].

Démonstration. — Nous allons établir plus généralement, par récurrence
sur n, les relations
- , nt—n
(4.10) gn(x)= g (x)+a zP [mod deg(p”+1)] (8).

Cette relation cst évidemment exacte pour »=1. Si nous la supposons vraie
pour l'entier 2, nous avons successivement

(%11) g (@) =Jf(2, gu(2)) =f'(2, ga(x)) + aCp(x, gn(x))  [moddeg(ph-+1)].
(n+1)P"— nP"-—lz
p

(4.13) Sz, gn(z))=f <:L', gn(z)+a nl'_"l;—_nzl‘,‘) =f'(z, $y(x))+a
mod deg(p +1)]-

(4.12) aCpn(z, gn(x)) = aCpr(x, nz)=a Ph [mod deg(p +1)].

h
nrt—n ot

Ces trois derniéres relations montrent que (4.10) est vraie pour 'entier (n—+ 1),
donc pour tout entier naturel, et en particulier pour p, ce qui démontre le
lemme 6.

Cororraire 1. — Quel que soit h, il existe une loi de groupe abélienne de
hauteur h a coefficients dans I’anneau K de caractéristique p.

(®) Les relations (4.10) sont valables méme si K n’est pas de caractéristique p.
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* En eﬂ'ét, si & est infini, nous prendrons la loi # 4 y. Sinon il nous suffira de
prolonger en une loi de groupe (théoréme III) le' p*-bourgeon déterminé
par z + y + Gz, y). '

Cororraire 2. — Soient f(x, y) et f'(x, y) deuz lois de groupe abéliennes &
coefficients dans U'anneau K de caractéristique p, g,(z) et g,(x) leurs pitmes
itérés respectifs, o (z) € Gy (K) tel que fo= f'(mod deg p*). Alors la relation plus
JSorte fe= f'[mod deg (p*+-1)] a lieu si et seulement si g%=g',[mod degr (p*~+1)].

En effet, f¢=f'+ aC, [mod deg(p*+1)], o0 a€K, et, daprés (4.3) et
le lemme 6, la relation @ = o équivaut a g% = g'[mod deg(p*+1)].

Prorosition 6. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une loi de
groupe abélienne a coefficients dans l'anneau K de caractéristique p soit
équivalente (au sens faible) a la loi x + y est qu’elle soit de hauteur infinie.

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire, puisque le p'*™°
itéré de la loi 2 + y, ainsi que de toutes ses lransmutées, est nul. Elle est suffi-
sante, d’apreés la proposition B et le corollaire 2 du lemme 6.

Lenne 7. — Soit g,(x) = g(a”") une série formelle en 2" & coefficients dans
Uanneau K de caractéristique p; on suppose g(z)=iz(mod deg2), 2eK.
Soient 9y (x) et ¢s(x) deux éléments de Gy(K) tels que ¢»(z) = g1 (x)+ cx?
[mod deg(g +1)], otz c €K, q entier > 1. Alors

g% (x) = g¥(2)+ (Mc—reMzrr"  [mod deg(g +1)p"].
Démonstration. — Nous avons d’abord [¢f. (2.21)]:
(4.14) e (z)=97'(z)—cz?7  mod deg(g +1)].
D’ou, en ¢levant tous les termes a la puissance p# :
(4.15) (3t (@) = (97! (2))P"— er*zr7*  [mod deg(gp”+1)].
Ensuite, d’apreés le lemme 1 :

(4.16) gp(97'(2)) = gp(97' (2)) — hePtztr*  [mod deg(gp”~+1)).

(4.17) g%(2)=29:(8p(37" (2)))— he*zo?"  [mod deg(gp”+1)].
Puisque g, (97" (2)) = 22" [mod deg(p*+ 1)], nous avons

(4.18) 92(8p (97" (2))) = g5(2) + c2rzer*  [mod deg(gp”+1)].

(4.19) §9(x) = g8 (@) + (e —rert)ar*  [mod deg(gp?+1)].

Remarquons enfin qu’une congruence [mod deg(gp”—-1)] entre deux séries
en 2" équivaut & une congruence’[mod deg(gq + 1) p*], ce qui achéve la démons-
tration du lemme. '

CoroLraire. — Avec les notations précédentes, ¢,= o, (mod deggq)
implique g% = g% (mod deg gp*).



— 269 —

Reprenons le probleme de I'équivalence de deux lois dc groupes abéliennes f°
et /' a coefficients dans le méme anneau K de caractéristique p. Pour que fet f’
soient équivalentes, il faut qu’elles aient méme hauteur, car une transmutation
conserve 'ordre d'une série¢ formelle (degré minimum des composantes homo-
génes non nulles). Nous supposerons donc que f et /' ont toutes deux la méme
hauteur %2 < o (le cas de la hauteur infinie est élucidé par la proposition 6).
Soient g,, £, les p*™ itérés respectifs de f et f'; g,(z) =)z (mod deg2p*),
&,(x) =Nz"" (mod deg2p*), ou d, ¥ €K; A, ¥'Zo.

Pour que f et f' soient équivalentes au sens faible, il faut que A =1'. En effet,
quel que soit ¢(2)€Gi(K), g3(z)=212""(mod deg2p*). Nous supposerons
d’abord cette condition satisfaite.

Cherchons a construire ¢(z) =2z +Za,'z", tel que /%= f'. Pour abréger,

i—2

q
nous appellerons g-section de o et nous noterons ¢, le polynome z —0—2 aizt. Une

i=2

g-section ¢, d’une transmutation ¢ de f en f’ doit vérifier

(4.20) Sr=Jf" [mod deg(g +1)].

Etant donné une g-section g, vérifiant (4.20), nous savons, si (1) n’est pas une
puissance de p, calculer rationnellement a,. €K tel que ¢g. s ()=204(x)+ag. 127!
vérifie (4.20), oul ¢ est remplacé par (g +1).

Pour des raisons typographiques, nous noterons (trans ¢,).gp, (irans g,). f les
transmutés respectifs de g, et de f par o,.

Apreés avoir déterminé ¢,._,, nous pourrons calculer @, si et seulement si
(proposition 3 et corollaire 2 du lemme 6) :

(4.21) (transopiy).gp=g), [mod deg(p*—+1)]

Pour k << /i, (4.21) est vérifiée parce que nous avons supposé f et f' de hauteur 4;
pour Ak =~h, (4.21) est vérifiée parce que nous avons supposé A =A". Consi-
dérons donc le cas ou kA > /. Remarquons que 9,:_, = ¢,«_s[mod deg(p*~*+1)],
et appliquons le corollaire du lemme 7. Nous obtenons

(4.22) (transpk_y). 5, == (transpr—h). &p [mod deg(p%—+ p")].

Ainsi seuls les choix des coefficients a;, pour 2 < (< p*—*, décident de la
possibilité de calculer ultérieurement le coefficient a,. Il ne peut y avoir de
choix que dans la détermination de @, @, ..., @, ..., mais ces choix, supposés
possibles, ne sont pas arbitraires : le choix de a, conditionne la détermination
de a,"*, etc.

Clest pour celte raison que nous avons mentionné, dans l'introduction, un
probleme d’ « obstruction retardée ».

Supposons choisis les coefficients a;(2 < i< p*1) de g,._, de telle sorte que

(4.23) (transgpi—i).g,=gp [mod deg(pi+i—t+ ph)].

Nous déterminerons ensuite, par des calculs rationnels, les coefficients ;€K



— 270 —

pour pi—t << i < p*, de fagon a obtenir la (pf— 1)-section g,._, vérifiant

(4.24) " (transgpi_s).f=f  [mod degp*t).
D’apres (4.23), nous pourrions déterminer des coefficients b; € K de telle sorte
p+hy :
qu’en posant $(z) = g, () + Z bz, on ait
i=pk

(4.25) (transd).f=/f"  (mod degpt+h).

et, par conséquent

(4.26) (transd).gp= g}, (mog deg pk+h),

Puisque ¢,i_1= ¢ (mod deg p*), le corollaire du lemme 7 donne
(4.27) (transgpk—1).gp=(trans¢).g,= g, (mod deg pk+h).
Soit p, € K, tel que
(4.28) (transgp ). gp(2) = gp(2) +wear* ™" [mod degph+i+ ph)].
Le lemme 7 nous donne alors la condition pour que
oph(@) = 9okt (@) + apraxP*  vérifie (transg,h).g,=g),  [mod deg(pk+t—+ ph)]. -
11 faut et il suffit pour cela que
(429) hapi— i ap= i

Pour’la premiere fois, nous rencontrons une équation algébrique non linéaire
pour déterminer un élément de K. Cette circonstance nous conduit a prendre
comme anneau de base un corps de caractéristique p algébriquement clos.

Tukoreme IV. — Deux lois de groupes a coefficients dans un méme corps K
de caractéristique p algébriquement clos sont équivalentes si et seulement si
elles ont méme hauteur.

Démonstration. — Nous savons que la condition est nécessaire, et qu’elle est
suffisante dans le cas de la hauteur infinic. Montrons qu’elle est suffisante pour
deux lois de groupes f et f' de méme hauteur . <. Soient, en conservant les
notations précédentes, les p'*™® itérés :

gp(@)=Aar" (moddegaph),  g,(x)=)zr* (moddegaph), avec kX i'eK, N0
Transmutons f par ¢ (z) = az, ou a €K, a 7% o. Nous avons

SY¥z,y)=af(at maty) et g;f(x) = ag,(atz)= a'—"")xr"(mod degaph).

Pour que g7 = g/, (mod deg2p*), il faut et il suffit que

(4.30) Warh-1=.

Cette équation en @ posséde (p*—1) racines distinctes dans K. On les obtient
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toutes en multipliant I'une d’elles par tous les ¢léments non nuls du corps
fini F,» 2 p* éléments, qui est contenu dans le corps algébriquement clos K.

Transmutons donc f par §(z) = az, oit a est racine de (4.30). Nous sommes
ramenés a 'étude précédente, ou nous avons considéré I'équivalence (au sens
faible) de lois telles que f¥ et f’, dont les p'*™** itérés sont'congrus (mod deg2 p*).
Nous avons vu que le probleme se rameéne a la résolution d'une suite d’équations
du type (4.29), pour k=1, 2, .... Or chaque équation (4.29) en a, admet p*
racines distinctes dans K. On les obtient toutes en additionnant a 'une d’elles
tous les éléments de F,., multipliés au préalable par une racine p de I'équa-
tion p”*~' = »*~'. Ainsi la construction de o (z) € G, (K) tel que (f¥)?= f peut
se poursuivre « en évitant les obstacles », el f#°¥= f", ce qui démontre le théoreme.

Le théoréme 1V et le corollaire 1 du lemme 6 montrent qu'il existe une infinité
dénombrable de classes de lois de groupes a coefficients dans un corps K de
caractéristique p algébriquement clos. En fait, nous ne savons écrire explicitement
un représentant que pour deux de ces classes : la loi # + y ( « addition » ), de
hauteur infinie, et la loi # + y + £y ( « multiplication » ), de hauteur 1 (car son
PrMe itére est 7).

Une loi de groupe de hauteur /(1 <<k < ) ne peut pas étre un polynome.
Soiten effet P (z, y) € K[z, y] un polynome de degré « >>1 en z. Alors P (P(z,)"), 2)
est de degré a? en z, tandis que P(xz,P(y,z)) est seulement de degré « enz.
Un polynome ne peut donc étre une loi de groupe que s’il est de la forme
z +y + axy(a € K), et, par conséquent, équivalent.a z + y ou z + y + z)".

La transmutation la plus générale d’une loi de groupe f en une loi de groupe
équivalente f' s’éerit sous la forme oo, ol ¢ est une transmutation particuliére
de fen /', et b un élément quelconque du stabilisateur de f. Si 8 désigne le
stabilisateur de f, le stabilisateur & de f’ est 9o Soo™!. Par conséquent les
stabilisateurs des lois de groupes de méme hauteur a coefficients dans un méme

corps K de caractéristique p algébriquement clos sont des sous-groupes conjugués
de G(K).

Désignons généralement par G;(K) I'ensemble des éléments o(z) € G(K) tels
que o(x)=ax[mod deg({-+1)]; cette définition, valable pour ¢ entier > o.
contient comme cas particulier la définition du sous-groupe Gy (K) de G(K).

Nous savons déja [¢f. (2.21)] que les G;(K) forment une suite décroissante
de sous-groupes dans G(K). Plus précisément, on peut démontrer facilement
que les G;(K) constituent une N-suite (*) dans G,(K), c’est-a-dirc que le
commutateur de deux éléments choisis respectivement dans Gi(K) et G;(K)
appartient a G, ;(K), pour tout couple d’entiers ¢, j > 1.

Le groupe G(K)/Gi(K) s'identifie au groupe multiplicatif K* de K, en
associant a la classe [modGy(K)] de o(z)eG(K) I'élément aek tel que
o(x) = ax(mod deg2). Le groupe G;(K)/Gi.y (K) s’identifie au groupe additif K,
en associant a la classe [mod Gipy (K)] de ¢(x)e€Gi(K) Iélément b ek tel
que ¢(z)=x + bz’ [mod deg(i+ 2)].

(°) Pour Papplication des N-suites a I'étude des groupes nilpotents et des N-groupes, ¢f. Lazaro,
Ann. Ec. Norm. Sup.. t. U, 1954. p. 101-1g0.
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Si nous prenons sur G(K) la topologie induite par la topologle habituelle des
séries formelles, G(K) devient un groupe topologique complet Les sous-
groupes G;(K) constituent un systtme fondamental de voisinages de I'élément
neutre dans G(K), qui s’identifie a la limite ‘projective des groupes quo-
tients G(K)/G;(K), munis de leurs'hqmomorphismes naturels les uns sur les
autres.

Si S désigne le stabilisateur d’une loi de groupe a coefﬁclents dans le corps K,
nous poserons ;= 8n G;(K), pour tout entier i>1. Les sous-groupes S;
constituent un systéme fondamental de voisinages de I’6lément neutre dans le
sous-groupe fermé (donc complet) § de G(K); 8, est le stabilisateur faible de la
loi de groupe. Les groupes quotients $/8; et 8;/Si., s'identifient a des sous-
groupes de G(K)/G4(K) et de G;(K)/Gia (K) respectivement, donc aussi a des
sous-groupes de K* et de K respectivement. Nous utilisons ces identifications
canoniques dans I’énoncé de la :

Prorosirion 7. — Si' S est le stabilisateur d’une loi de groupe de hauteur h
Jfinie & coefficients dans un corps K de caractéristique pblgébriquement clos,
et si (8;) est la suite de sous-groupes de 'S précédemment introduite :

a. 8|8, s'identifie & Fic K*; c'est donc un groupe cyclique d’ordre (p*—1);

b, 84..4/8, s’identifie & U'ensemble p,F,. des éléments pyja(p, €K, a€F ).
ou :

pg= 0 si q n'est pas une puissance de p;

pq est une racine de Uéquation pl'~' = ¥*~* si g = p*, Uélément €K étant
lié au pieme jtéré g, de la loi de groupe par la relation g,(x)=2z""(mod deg 2 p*),

Démonstration. — La proposiiion 7 ne fait quc craduire, en tenant compte des
identifications introduites les résultats obtenus dans I'étude des transmutations
d’une loi f en une loi /', que nous surposons maintenant confondue avec
lef. (3.39) et (4.30].

Si la loi considérée était de hauteur infinie, ‘5/3, s’identifierait a K* et $;_4/S,
a K pour ¢-égal & une puissance de p.

Considérons une loi de groupe f.a coefficients dans un corps K de caractéris-
tique p (non nécessairement algébriquement clos), et soit K’ une extension de K.
Nous pouvons, par une identification évidente, considérer que f a ses coefficients
dans K'. Soient S et &' les stabilisateurs de f lorsqu’on la considére sur K et K/
respectivement. Le stabilisateur $ s'idantifie canoniquement 4 un sous-groupe
fermé de &'. Mais, si K est algébriquement clos, et si la hauteur & de f est finie,
la proposition 7 montre que §'= 83, et §,=8,8,,, pour tout entier g. Autre-
ment dit, $ est dense dans &', et, comme ZS est fermé, $ =&'. Ainsi le stabili-
sateur d’'une loi de groupe de hauteur finie a coefficients dans un corps K de
caractéristique p algébriquement clos est invariant pour toute extension de K. La
proposition 7 montre de plus que c’est un groupe compact, limite projective des
groupes finis $/S;. Nous pouvons donc énoncer la :

‘Prorosition 8. — Le stabilisateur d’une loi de groupe de hauteur finie a
coefficients dans un corps de caractéristique p est un groupe compact. Les
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stabilisateurs de deuz lois de groupes de méme hauteur finie & coefficients
dans deuz corps de caractéristique p algébriquement clos sont isomorphes.

Nous obtenons donc ainsi une suite infinie de groupes compacts, définis chacun
4 un isomorphisme preés. »

Soit f une loi de groupe de hauteur finie 4 a coefficients dans un corps K de
caractéristique p, S son stabilisateur, et g,(z) ses n'*™* itérés. Nous avons

(4.31) gp(z)=2zP* (mod deg2p’), avec .€K, %.#o.
D’apres (4.4), (4.5), (4.2):
(4.32) gn(z)eS si nzo  (modp).
le_1
(4.33) g(2)=2P"zr*  [mod deg(pkh—+ ph)).

Nous en déduisons, d’apres (4. 1), que pour tout entier k >0 :
(4.34) n=n' (modp*) équivaut & gu(x)=gw(x) (mod degpkh).

Sintend, au sens de la topologie p-adique, vers un entier p-adique v, g (z) tend,
au sens de la topologie des séries formelles, vers une série déterminée g, (x).

La relation (4.34), ainsi que les relations (4.1) 2 (4.3), restent valables
lorsque les entiers rationnels 7 et n' y sont remplacés par des entiers p-adiques.
Par conséquent, siv = o (mod p), g,(z) €S, et g¥= g, pour tout o € S.

Si nous désignons par Zg le groupe multiplicatif des unités p-adiques (entiers
p-adiques inversibles), Dlapplication v— g,(z) est un isomorphisme (et un
homéomorphisme) de Zg sur un sous-groupe fermé central (c’est-a-dire contenu
dans le centre) du stabilisateur S. Nous appellerons ce sous-groupe : groupe des
itérés p-adiques.

Prorosition 9. — Le stabilisateur d’une loi de groupe de hauteur 1 a
coefficients dans un corps de caractéristiques p coincide avec le groupe des
itérés p-adiques.

Démonstration. — Faisons, éventuellement, une extension du corps de base
pour obtenir un corps algébriquement clos. Désignons par S le stabilisateur,
par &' le groupe des itérés p-adiques, qui reste invariant par l'extension, et
posons, pour tout entier i1, 8;=3nS;. La relation (4.33), ou il faut
remplacer & par 1, montre qué 8|8 est un groupe cyclique d’ordre (p —1) et
que 8,_,[8, est un groupe cyclique d’ordre p si g est une puissance de p. Si nous
appliquons la proposition 7, nous voyons que &' est dense dans $. Comme &' est
fermé, =1, et I'extension du corps de base a laissé invariant le stabilisateur S.

I1 serait souhaitable d’étudier les stabilisateurs des lois de groupes de hau-
teur k(1<<h<<oo) sur un corps de caractéristique p algébriquement clos. Ces
groupes sont toujours non abéliens. En effet, si nous étudions une loi de groupe
de hauteur /4 > 1, nous pouvons toujours supposer, aprés remplacement éventuel
par une loi équivalenté, que f(z, y)=ax + y(mod deg p*), et que le p®me
itéré g, de f vérifie g,(z) = 2" (mod deg2 p*). Montrons, avec les notations
précélentes, que S, /S,._, n'est pas abélien. Pour tout a €¥,., nous pouvons
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prolonger z + az” en une série 9(z)€S, telle que ¢(z)=x+ az’ + ba"
[mod deg (p*+1)], ou beK. Soit w’(x)__.t—i—ax/’—;-b'z" [mod deg(p*+1)]
un autre elément de S. Alors
;oc‘;'(w)zx-a—(a-o—a’)x/’+(b+b'+aa'ﬁ)xﬁ’ [mod deg(p2+1)]
et . '
Yes(x)=x+(@+ a)ap + (b + b+ a aP )P’ [mod deg(p2+1)].

Puisque a@ et a' peuvent étre choisis quelconques dans F,i>F,., nous pouvons
supposer que aa” >~ a'a?, ce qui prouve que S,_4/8,,_, n’est pas abélien.

I1 existe des lois de hauteur 4 telles que les séries appartenant au stabilisateur
correspondant aient tous leurs coefficients dans F,i. Partons en effet d’une
loi f(x, y) de hauteur % a coefficients dans un corps K de caractéristique p algébri-
quement clos, et soit g,(z) son p'™¢itéré. En appliquant le lemme 7, nous démon-

trons facilement qu’il existe ¢(z) € G(K) tel que g¥(z) = 27, SiY(z)= Za, zt

est un ¢lément du stabilisateur de f?, nous devons avoir Y(z"")= (4/(.%))”",
condition équivalente & a; € F» pour tout £~ 1.




