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v QUELQUES REMARQUES
SUR LES VARIETES A STRUCTURE PRESQUE COMPLEXE ;

Par M. Kentaro Yaxo.

1. Introduction. — La théorie des variétés a siructure analylique complexe,
et surtout la géométrie de connexions affines dans de telles variétés a é1¢ inau-
gurée par J. A. Schouten [1] (*) et a été développée par lui avec la collaboration
de D. Van Dantzig [1]. Ils ont montré qu’il existe, dans une variété a structure
analytique complexe, une classe spéciale mais trés importante de connexions
affines et que, si la variété est munie d’une métrique hermitienne

ds?=2 g[_.s(z, 3) dzb dz¥

et la connexion affine de Levi-Civita appartient a cette classe spéciale, alors

les coefficients gu:,(z, E) de cette forme hermitienne doivent avoir la forme

00(s, )
W T gzwdey

0.1)

ot ®(z, ) est une fonction scalaire a valeur réelle.

Cette métrique a été aussi indépendamment trouvée par E. Kachler [1]
et s’eppelle actuellement métrique kaehlérienne.

La. théorie des variétés complexes a métrique kaehlérienne s’est récemment
montrée la fécondité surtout dans la géométrie différentielle globale (S. Bochner [1],
[2), [3]; S. S. Chern [1]; B. Eckmann et H. Guggenheimer [1], [2];
H. {Guggenheimer [1], [2], [3]; A. Lichnerowicz [t], [2], [3], [4], [5], [6];
A. Weil [1]; K. Yano et S. Bochner [1]).

Or, une structure analytique complexe d’une variété donne, & chaque espace
tangent en un point de la variété, une structure d’espace vectoriel complexe.

Inversement, si une variété réelle & un nombre pair de dimensions posséde
une « structure » qui associe, a chaque espace tangent en un point de la variété,
une structure d’espace vectoriel complexe, cette variété s’appelle variété a struc-
ture presque complexe. L’idée de la structure presque complexe a été premie-
rement introduite par C. Ehresmann [1], [2].

Une structure presque complexe dans une variété réelle de dimension 27 est
défnie par un tenseur mixte réel ¢i; satisfaisant-a ¢f; 9y =-—4;, ou par n formes

(1) Les nombres entre crochets renvaient 3 I'index bibliographique.
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de Pfaff a valeur complexe w* formant avec leurs conjuguées @* un systéme
de formes indépendantes.

G. de Rham, C. Ehresmann [1], [2] et P. Libermann [1], [2], [3] ont donné,
en termes de ces formes de Pfaff, une condition nécessaire et aussi suffisante dans
le cas ou ces formes de Pfaff sont analytiques sur la variété, jpour qu’une structure
presque complexe soit induite par une structure complexe, .

B. Eckmann et A. Frolicher [1] ont aussi donné¢, en termes du tenseur ¢},
une condition nécessaire et aussi suffisante dans le cas ou le tenseur est analytique
réel sur la variéte. ‘

Il est trés intéressant de remarquer qu’il y a une relation close entre ce travail
de B. Eckmann et A. Frolicher et celui de A. Nijenhuis [1] qui a étudié¢
les conditions que certains vecteurs propres d’'un tenseur de la forme ¢f; soient
toujours tangents & une sous-variété. En effet, le premier membre de la condition
d’Eckmann et Frolicher donne justement l'invariant trouvé par Nijenhuis (voir
aussi J. A. Schouten [2], [3]).

On peut étudier la condition nécessaire et suffisante pour qu’une structure
presque complexe soit complexe du point de vue de la géométrie de connexions
affines. Une telle étude a été tout récemment faite par W. V. D. Hodge [1]
ct E. M. Patterson [1].

Le présent Mémoire est un petit essai de clarifier les relations entre les travaux
cités plus haut.

I1 a été Pobjet de deux conférences faites par I’auteur a la Faculté des Sciences
de Marseille au mois de novembre 1953.

L’auteur voudrait exprimer ici sa profonde gratitude a MM. les Professeurs
J. A. Schouten et A. Lichnerowicz — les conversations avec eux furent extré-
mement précieuses pour ce travail — et aussi 2 M. le Professeur P. Vincensini
qui lui a donné une heureuse chance de rester 4 Marseille et de faire deux confé-
rences 4 la Faculté des Sciences de Marseille.

2. Varlété a structure analytique complexe. — Considérons une variété V,, a
un nombre pair de dimensions toul entiérement recouvert par un ensemble
de domaines ouverts munis d’une carte locale, c’est-a-dire d’un systeme de
coordonnées locales. Une carte locale associe, a chaque point de son domaine,
2n nombres réels zi(¢, j, k, ...=1,2, ..., nj 1, 2, ..., n) ou n nombres
complexes 22 = z*+ iz (A, v, oo =1, 2, oo R A By Yy . =1, 2, ..., ).
On appelle (z') les coordonnées réelles et (s) les coordonnées complexes de
ce point par rapport a cette carte.

Or, supposons qu’il existe un atlas, c’est-2-dire un ensemble de cartes locales,
tel que la variété est entierement recouverte par leurs domaines et, pour un point
dans Pintersection de deux domaines de cartes locales, les coordonnées com-
plexes z™ du point par rapport a une des cartes locales sont les fonctions analy-
tiques complexes, 4 jacobien non nul, de coordonnées complexes s* du méme
point par rapport a I'autre carte locale :

(2.1) A= fr(3', 2% ..., z").
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On dit alors que la variété admet une structure analytique complexe définie par
cet atlas.

On appelle variété a structure analytique complexe, ou tout simplement
variété complexe, une variété V., qui admet une structure analytique complexe
et on la désigne quelquefois par C,. 3

Cela étant, on appelle variété complexe conjuguée une variété G, qui peut étre
mise en correspondance homéomorphe avec la variété C, de telle maniére que, si
la"carte locale (z) de C,, correspond a la carte locale (z*) de C,, il y a les relations
= 7! entre les coordonnées complexes des points correspondants, z* désignant
les nombres complexes conjugués de z*.

Or, si l'on a une fonction analytique réelle f(z’) des coordonnées réelles z/,
on peut la regarder comme fonction analytique f(z, z) de coordonnées com-
plexes z* et de coordonnées complexes conjuguées z*. On développe cette
fonction en série de z* et z* et I'on remplace z* par s*. Alors on cbtient une
fonction analytique f(z*, z") de z* et de z*. Donc, on peut toujours regarder
la fonction analytique f(z, z) sur la variété V,, comme fonction analytique sur
la variété G, < C,.

Pour définir les dérivés partielles d’une fonction f(3, z) dans Cy, on la consi-

. - . . j
dere d’abord comme fonction de z* et z* et prend les dérivées particlins 4-"

et L et enfin on pose
dz}
(2.2) sh= gt
. . . d
On désigne ces dérivées partielles par 51)« et %
[ 7 o)

Les équations Zh=z+ peuvent étre regardées comme celles qui définissent

la variété originale Va, dans C, < C,.

3. Vecteurs et tenseurs dans une variété complexe. — Un vecteur contrevariant
dans une variété complexe Va, de dimension topologique 27 est défini comme
un _étre géométrique qui a, dans chaque systtme de coordonnées complexes

locales, 2n composantes ¢—= (v7~, u7-) dont la loi de transformation vis-a-vis
d’une transformation de coordonnées complexes (2.1) est

(31) = -d—upy viz

Donc, un vecteur contrevariant ¢! de V,, peut étre regardé comme vecteur
contrevariant dans G, < C, défini sur la sous-variété z* = z*, une transformation

de coordonnées complexes dans C, > C, étant donnée par
(3.2) = fA(2Y, 22, ..., 3"), z'i=:f'\(z;, z% ..., 37),

ou f* désignent les fonctions complexes conjuguées de f*.
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De cette définition, il est évident que si (vl, vi) sont les composantes d’un

vecteur contrevariant, alors (¢*, o), (o, ¥*) et (07, 5) le sont aussi.
Or, (¢*, ¢*) étant regardé comme un vecteur dans C,>< Cy, (¢, 0) est sa pro-
jection sur le plan vy, tangent 4 C,, et (o, vl) est sa projection sur le plan 7y,

tangent a C,..

Quant a <‘,x, v)‘>, on peut lui donner une interprétation suivante : on décom-
pose d’abord (¢, v"*) en (v}, 0) et (o, v"). Entre v, et v, il existe une correspon-
dance. Par cette correspondance, le vecteur (o, vl) correspond a (v*, o) et (v*, 0)

a (0, u"">. La somme des vecteurs correspondants donne o, 07‘>.

On appelle ce‘vecteur, vecteur conjugué du vecteur original. Si le vecteur
original et son vecteur conjugué coincident, on l'appelle vecteur autoconjugué.
D’apres Pinterprétation précédente, un vecteur autoconjugué doit étre tangent a

la sous-variété s»= z* dans C,, < C,,.
Or, un vecteur ayant pour composantes (07\, 97) dans un systéme de coordonnées

complexes (z*, 3*) si l'on passe du systéme de coordonnées complexes (%, z*) au
systeme de coordonnées réelles

zx=%(zx+;).)7 xi=2ii(51~}>.),
le vecteur aura les composantes
o'k = %(‘,)._,_ 97\), A= Zil(vl— 0;).

Donc, un vecteur et son conjugué ont les composantes complexes conjuguées
les unes aux autres et, par conséquent, un vecteur autoconjugué a les composantes
réelles dans un systeéme de coordonnées réelles. Donc, on appelle aussi un vecteur
autoconjugué : vecteur réel.

Les mémes considérations s’appliquent aux vecteurs covariants et aux tenseurs
généraux.

Cela étant, de la loi detransformation (3.1) des composantes d’un vecleur
contrevariant, on voit que si (v), 51) sont les composantes d’un vecteur contre-
variant, ({¢*, — i) le sont aussi, et si (v*, (;1) est auto-conjugué, (iv", — l.‘;)‘) le
sont aussi.

On peut considérer que le vecteur (i¢*, — io*) est obtenu de vi= (¢*, ¢*) en
le multipliant par la matrice

s, o
33 =l —is
m

Puisque ¢/; change un vecteur contrevariant arbitraire ¢ en un vecteur contre-

variant ¢/jo/, on voit, d’aprés la loi de quotient, que ¢¢; définissent un tenseur
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mixte de second degré. Il est auto-conjugué et satisfait aux
A
(3-4) ol ¥k =— .

Nous appelons collinéation fondamentale la correspondance ¢ — ;07
Or si I'on définit deux tenseurs p; et ¢i; par

. [ I
(3.5) pii= @ —ish),  ql=(3f+iz}),
ils ont les composantes
81 ° o o
(3.6) Piiz[ Oll 0]' g'j= o BE
w

Donc, on voit que, pour un vecteur contrevariant arbitraire ¢ = (_v)-. ¢*), on a
plivi=(v* o) et q",vi:(o, vi->

ct, par conséquent, pi; est un opérateur qui projette un vecteur contrevariant sur
le plan y, tangent a C, ct ¢‘; celui qui projette un vecteur contrevariant sur le
plan y, tangent a C,,.

Il va sans dire que

(3.7) Pli+qii=¢ et ph—gli=—1i3

4. La connexion affine dans une variété complexe. — Dans une variété

complexe Vs, une connexion affine est définie par les composantes ' (3, z) ayant
la loi de transformation

(4.1) Ii{= 95

3

9zt (dz 0zt n 0237 °
937 dzk st dzidzk )

De la forme spcéciale (3.2) de transformations de coordonncées et de (%.1) on

voit que les quantités

A N ~ 7 i o
lp_;, 1(1"’ I btd {,_-,y 151‘7’ lv:lv

>

sont toutes transformées comme les composantes de tenseurs.
Or, considérons la dérivée covariante ¢i;.; du tenseur o¢;. Par un calcul direct.
on obtient

5

IS
u; k2

Il
c

) ?ZH;K':-*-ZI.I

14
3
~

Y N N
(4.2) Po,=Tlg=T,,=l;:=0
on a
(4.3) $lik=0

par rapport & cette connexion. Puisque le tenseur ¢f; définit une collinéation dans
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un espace vectoriel tangent, les équations (4.3) signifient que la connexion affine
ne change pas cette collinéation fondamentale.
11 est a remarquer que les trois conditions

olk=0, pyr=o0 et gir=o0

sont toutes équivalentes. Donc, on a :

Tnroreme 4.1. — Dans une variété complexe, il est possible d’introduire
une connexion affine telle que ¢';, = o, c’est-a-dire telle qu'elle ne change pas

la collinéation fondamentale définie par le tenseur o';.

De plus, puisque les composantes T}, et I‘&k sont encore arbitraires, on voit

qu’il y a une classe assez large des connexions affines satisfaisant aux conditions
¢jik=0,  pliu=o ou  gl=o.
Or, on sait que les équations

A

X -
= o, FFLV= o, l‘fb—_:o, T _=o

v p‘v
ont séparément un sens géométrique qui ne dépend pas du choix de coordonnées.
. .Y .
Prenons, par exemple, la premiére équation Io, =o. On peut lui donner une
interprétation suivante : On considére un vecteur arbitraire vi= (o0, ¢#*) dans le

plan v, tangent a C, et lon forme la différentielle covariante de ce vecteur le
long de C,, :

N -k T b -_ %
vt = ol d3zv, Svh= dvt+ ¢4T" dzv.
By Y

Donc, I'équation I‘%‘w = o signifie que le plan :{,, tangent a C, est toujours paral-
12le le long de C, par rapport a cette connexion affine.
De méme on peut facilement vérifier les interprétations suivantes :

TL_=o0, <. est paralléle le long de C,;

ro;=o, C, est totalement géodésique;

(4.4) -
ri,=o, C, est totalement géodésique;
; I‘Zv= 0, Y. est paralléle le long de Cn,
et
(5.5) I‘;.A“=I‘%;= 0, 7Yn est un champ de plans paralléles;

P;_';.y —_:1"‘7;." =0, 7 est un champ de plans paralléles.
Donc, on a :

Tutorene 4.2. — La condition ¢/, = o est équivalente au fait que Yn €t Yn
sont tous les deuzx champs de plans paralléles.
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Tnrorene 4.3. — Dans une variété complexe, il est possible d’introduire une

connexion affine telle que v, et Y, sont tous les deux champs de plans paral-
léles. (Schouten et Dantzig [1]).

5. Métrique hermitienne et métrique kaehlérienne. — Supposons qu'on se donne,
dans une variété complexe, une métrique définie positive
(3.1) ds*= gjk(3, 7 ) dsi dz,
ou les coefficients gj,= g, satisfont aux
(8.2) Buv=§R7i=0,
et sont autoconjugués
(3.3) Eus= g_k—;
Alors la métrique (5. 1) prend la forme
(5.4) ds’:zgpc(z', 2 )dzdz

et s’appelle métrique hermitienne.
Puisque le tenseur g ¢/, 9%, a les composantes

—fur  gus
gikglighe= | 5% Gwd
SikP sP%e )

gy T 8ui

les équations (5.2) sont ¢quivalentes aux

(8.5) grietisii= gu.
Sil'on pose
(5.6) Eriei=%ji

I'équation (3.4) prend la forme
ojt¥ k=— guk
et Péquation (5.5) la forme

ool k=+ guk,

d’ot l'on voit que le tenseur ¢;; est antisymétrique dans ces deux indices. En
effet, le tenseur 9, a les composantes

(8.7 ?ik=[ ° —Lg“;]-

i &y o
Sil'on considére (5.4) comme une métrique

dst=2g,3 dztdzsv

dans G, xﬁ,., alors C, et C, deviennent les variétés isotropes.
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Si I'on reste sur Va, définie par z4 = z* dans C, < C,, le plan y, tangent & C,
et le plan v, tangent a C,, deviennent les plans isotropes.
Or, si les coefficients g, de (5.4) satisfont aux

(5.8) %5y _ %o, %8s _ dgga’

dz® oz dzw dz¥

(8.4) s’appelle métrique kaehlérienne.
Or on peut aisément vérifier que la condition (5.8) est équivalente a

(3.9) oljr=o0

ou a

3. ;‘=57’\(=‘i?_{7‘}_
(310) o = = L) = wif =0

ou encore a
(5.11) Qi k= (&1:9%7); 6= 0,

les { %] étant les symboles de Christoffel formés avec les gji.. Donc, les
théoremes 4.1 et 4.3 nous donnent :

TutorknMe 5. 1. — Pour qu’une variété complexe & métrique hermitienne soit
a métrique kaehlérienne, il faut et il suffit que le parallélisme de Levi-Civita
ne change pas la collinéation fondamentale.

THEOREME 3. 2. — Pour qu’une variété complexe & métrique hermitienne soit
a métrique kaehlérienne, il faut et il suffit que le champ de plans nuls +, et.

par conséquent, le champ de plans nuls v, aussi, soicnt tous les deux champs
paralléles par rapport au parallélisme de Levi-Civita (E. M. Pauerson [1]).

D’autre part, si 'on considére la forme exiéricure

(5.12) ¢ =0 dzl A dzl = — 20 g dah /A dzh,
on trouve
dy=—1 <dj’;“’a — %) dzt A\ dat A\ dz
_ ,'<"6’47 — ’)@) dah p.daw A d3v.
dzY Jdzi

Donc, on voit que (5.8) est aussi équivalente i do = o.

6. Variété presque complexe. — Considérons une variéié & un nombre paiv 2n
de dimensions de classe Cr+1. S'il y existe un champ de tenscur mixte ¢f;(x) de
classe G satisfaisant aux relations

(6.1) o9k =— 0,
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on dit que ce tenseur donne une structure presque complexe a la variété et 'on
appelle la variété : variété presque complexe.

Cela étant, considérons la valeur propre a ct le vecteur propre 2¢ du
tenseur ¢f; :

(6.2) 9‘,'7J’= alri.
En multipliant (6.2) par ¢”; et en sommant par rapport a £, on trouve ¢*=—1,
d’ot a=-+¢ ou a=—1(. Puisque le tenseur ¢‘; est réel, on voit qu’il y a
q P qual y
n valeurs propres + 7 et n valeurs propres — .
Désignons par £, (z) («, B, v, ...=1, 2, ..., n') n vecteurs propres corres-
pondant a la valeur propre - ¢ et linéairement indépendants. Alors ses conjugués
; L S =
complexes £z (z) («, B, 7, -..=1', 2/, ..., 7') sont n vecteurs propres corres-

pondants a la valeur propre — ¢ et linéairement indépendants.
Dans ce cas, 2n vecteurs £ et £ sont linéairement indépendants, parce que si
1'on a les relations de la forme

e+ Yk =0

pour certains y* et ya non tous nuls, en le multipliant par ¢; et en sommant par
rapport & Z, on trouve

- . —~ i
‘YGE&-—YQ-EE:O, d’ou Y“E&: Y"E;: o,

i

ce qui est une contradiction a notre supposition que &, et £; soient respectivement

linéairement indépendants.

Les n vecteurs £, déterminent un champ de plans v, de dimension complexe »
et n vecteurs E,'; un champ de plans complexe conjugué :;,, et les plans v, et ;,l
n’ont pas de direction commune.

. . i . . . 3
Or, 2n vecteurs contrevariants £; et £; étant linéairement indépendants, le

déterminant de la matrice (E&, F;i;) est différent de zéro. Donc, on peut définir la
matrice inverse (57, 5/5) de cette matrice. Alors, on a

i - _ 1 =
(6:3) Be=33 =0 Hi=o =3
et
(6.4) B+ EgEr = 8.

Cela étant, dans une variété a structure presque complexe, si 'on pose
I . I/ .
(6.5) pli= @ —iey),  g4=(F+ie),
on voit qu'un vecteur propre ui correspondant a la valeur propre - ¢ satisfait a
pliul=ul, qljui=o,
et le vecteur propre ¢i correspondant & la valeur propre — ¢ satisfait a

p‘,—vi=o, q',-vi: el

BUL. 80C. MATH. = T. 83, FASC. I.

e



— 66 —
Donc, on a
Plth=tL,  glth=o,

(6.6) , L
Pit=o  gi=tk

En multipliant pi; E; = o par E/; et en sommant par rapport a @, on trouve
(6.7) Plj=EaE}
et, de méme,
(6.8) giy=t5E

grice aux relations (6.4) et (6.6).
De ces deux équations, on obtient

(6.9) ?ly=i(pli—q')) = i(E&E}'-‘—E';E;—‘-‘)-
Un vecteur arbitraire dz’ peut s’écrire sous la forme

dut = 8 dwi = (pi;+ q';) dzi = Eyw® + £ 03,

0= EI“ dzi, W= E;i dxi.
Donc :

Si dz' satisfait & ¢/; dz/ = o, il a la forme dz' =, w?;
Si dz' satisfait & pi; da/= o, il a la forme dzi = ¥ w®.

Or, on sait que, dans une variété presque complexe, il existe un champ de
plans v, de dimension complexe n et un champ de plans complexes conjugués {',,
qui n’a pas de direction commune avec le premier.

Inversement, supposons que, dans une variété 4 un nombre pair 2n de
dimensions, il existe un champ de plans v, de dimension complexe n et un champ
de plans complexes conjugués y, qui n’a pas de direction commune avec le
premier.

On prend n vecteurs & linéairement indépendants dans le plan y,, alors
n vecteurs complexes conjugués El; sont aussi linéairement indépendants et dans
le plan y,. De plus, on sait que 2n vecteurs &, et EIE sont linéairement indé-

pendants. Donc, on peut définir la matrice inverse (£}, E}E) de la matrice (EQ, Ef;), et
I'on a les relations (6.3) et (6.4).
Donc, si 'on définit un champ de tenseur ¢/; par (6.9), on vérifie aisément
qu’il a les composantes réelles et satisfait & (6.1) grace aux relations (6.3) et
(6.4), & étant les vecteurs propres de ¢/; correspondant & la valeur propre + ¢
Cetfz ceux correspondant & la valeur propre — 7. R
Par conséquent, la variéid a une structure presque complexe. Donc, nous
avons : .
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TutorkMe 6.1. — Pour qu’une variété ¢ un nombre pair 2n de dimensions
soit & structure presque complexe, il faut et il suffit qu’elle contienne un

champ de plans v, de dimension complezxe n et son conjugué complexe 4, qui
n’a pas de direction commune avec le premier.

Or, dans une variété a structure presque complexe ¢/;, on a (6.9). Donc, si
Pon pose

(6.10) é’ii——‘E?E,’?"‘ E,ﬁi /qt,
alors la métrique ds?= gi; dz' dz’/ est définie positive et 'on a
(6.”) 6’7'3?":’?’,’: £ij

Donc, si I’on pose

(6.12) Rij=&iry"js
on trouve
(6.13) s =— (& —85) =— o

On peut facilement voir que le déterminant | ¢;; | est différent de zéro.

Inversement, supposons qu'il existe, dans une variété de dimension paire,
un tenseur antisymétrique ¢;; dont le déterminant est différent de zéro. Alors
on peut transformer la forme quadratique extérieure ¢;; dz’ A\ dz/ dans une forme

canonique :
oij dxi N\ dxi = 26% A 62,
ou
pa=2%dzi, Hx=)2*dz,

i
d’ou
(6.14) 2= A NE— N2,

Done, en posant
1 R T - I 1
Ef‘: —ﬁ A‘.“—l/\‘_“), E,l= E(X?‘+ ”'f);

on trouve (6.13) et, par conséquent, si I'on définit gi; par (6.10) et ¢f; par
¢'j= g ¢,;, on voit bien que ¢/; satisfait a ¢i; ¢/y=—3}. Donc, on a

TutoriMe. 6.2. — Pour qu’une variété soit & structure presque complexe, il
Jaut et il suffit qu'il existe un champ de tenseur antisymétrique ¢;; dont le
déterminant est différent de zéro (A. Lichnerowicz [7]).

7. Intégrabilité de structure presque complexe. — Considérons une variété a
structure presque complexe ¢/;(z). S'il existe un systtme de coordonnées
complexes z*= z*(z) dans lequel le tenseur mixte ales composantes de la forme :

i3 o
7.1 = 3
(7.1) ?' -t P
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on dit que la structure presque complexe of; est induite par un systtme de
coordonnées complexes (z*).

Si la structure presque complexe ¢f; est induite par deux systemes. de
coordonnées complexes (z™) et (3), des équatlons

i = ez_l 9z r
I= 9z 971 %"
et du fait que ¢; et ", ont tous les deux les composantes de la forme (7.1), on
voit que les 5™ sont les fonctions analytiques complexes des variables z*, ¢’est-a-
dire que ¢'; est induite par une méme structure complexe
Or, si une structure presque complexe ¢f; est induite par un systtme de
coordonnées complexes (z*), on a, dans ce systéme de coordonnées, (3.6), donc,

pijdii=0 ou dzl=o

sont intégrables et donnent n solutions z*= const.

Inversement, ¢f; étant de classe G et, par conséquent, p." '; pouvant étre
considérés comme fonctions complexes de variables complexes #f, supposons que
les équations

(7.2) pijdxi=o

solent complatement intégrables. Alors, le rang de la matrice (p/;) étant 2, les
équations (7.2) donnent n solutions indépendantes z*(z) telles que

dzh
P dzt=o

pour toutes les valeurs de dz* satisfaisant aux (7.2).
. . . . . . i -
Mais, dz! saiisfaisant aux (7.2) pouvant étre écrites sous la forme dzi=f;w®
et @ étant arbitraires, on en tire

dzh k

9k 5z =

d’ou, en le multipliant par ] % of en sommant par rapport a zz

dzr
dzk 1 i=0

De ces équations, on trouve

dzh .dzh .

ozl Tl ?I= O
de méme

Jdzr  .dz o

Bﬂ_ld_x_ =

Ces deux équations nous montrent que ¢¢; a les composantes (7.1) dans le systéme
de coordonnées (z}), c’est-a-dire que la structure presque complexe ¢¢; est induite
) q plexe ¢’
par une structure complexe. Donc, on a :
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Tutorkmg 7.1. — Pour qu'une structure presque complexe ¢'; de classe Co

soit. induite par une structure compleze, il faut et il suffit que les équa-
- tions p'jdz/ = o soient complétement intégrables.

Pour cette raison, si une structure presque complexe est induite par unc
structure complexe, on dit que cette structure presque complexc est intégrable.

On peut exprimer le méme fait aussi sous la forme suivante :

Si une structure presque complexe ¢’; est induite par un systéme de coordonnées
complexes, les équations p?; dz/ = o sont complétement intégrables et donnent n
solutions indépendantes, donc, n vecteurs propres du tenseur ¢f; correspondant
a la valeur propre —¢ sont tangents a la famille de variétés de dimension complexe 7.

Inversement, si n vecteurs propres du tenseur ¢¢; de classe C® correspondant
a la valeur propre — ¢ sont tangents & une famille de variétés de dimension
complexe n, les équations pfjdz/=o0 sont complétement intégrables et, par
conséquent, la structure presque complexe ¢f; est induite par une structure
complexe. Donc, on a :

TueoriMe 7.2. — Pour qu'une structure presque complexe ¢'; de classe C®
soit induite par une structure compleze, il faut et il suffit que n vecteurs
propres du tenseur ¢'; correspondant ¢ la valeur propre — i soient tangents a
une famille de variétés de dimension complexe n, ou d’une maniére équiva-
lente que n vecteurs propres du tenseur ¢'j correspondant & -la valeur
propre —+ U solent tangents & une famille de variétés conjuguées de dimension
compleze n. '

Or, si ¢i; est de classe C®, pour que les équations pi;dz/ = o soient comple-
tement intégrables, il faut et il suffit que

. .
d(piy dzt) = — i(%’- — %) dxk \ dx!

soient satisfaites pour toutes les valeurs de dz' satisfaisant aux pi; dz/ = o, d’on

apie  dply
. e A— — L2 t w, — .
(1.3) Tix (w M)qkq, 0
Donc, on a :
TutorkMe 7.3. — Pour qu’une structure presque compleze ¢'; de classe w®

soit intégrable, il faut et il suffit que le tenseur ¢'; satisfasse a (7.3).
Or étant donnée une forme différentielle extérieure
Biiy...i, dxs Ndzs \ ... \ dxir,

on désigne par C, P et Q les opérations qui consistent a remplacer respecti-
vement dz‘ par ¢';dz/, dz' par pi;dz/ et dz! par ¢ijdz/. Alors, pour une forme
linéaire £ =£;dz’, on a

QdPE =— iE".T'“ dak A dux!,
(1.9 .

PdQt=— 2 EiTigs dak \dx!.
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Donc, on a :
Turorkme 7.4. — Pour qu'une variété ¢ structure presque complexe ¢'; de

classe Co soit intégrable, il faut et il suffit qu'on ait Q dPt = o(ou P dQE = o)
pour n'importe quelle forme linéaire k.

En substituant (6.5) dans (7.3), on trouve
(1.5) The= — g (thr+ it 9%,
ol nous avons posé
(7.6) t%zs(%—%) v’z—(%%— %) ke
De (7.5) on voit que Ti;;= o et t/;;= o sont équivalentes, d’ou I'on obiient :

Tutorins 7.5. — Pour gn'une structure presque compleze ¢i; de classe C»
soit intégrable, il faut et il suffit que t';;= o (Eckmann et Frolicher [11).

Le tenseur ¢/, a été aussi trouvé indépendamment par A. Nijenhuis [1] du
point de vue du théoréme 7.2 (Schouten [2], [3]).

H. Guggenheimer [3] a démontré que la condition t/;;= o est équivalente au
fait que

(7.7) (dCdC+CdCd)f=o0

pour n’importe quel scalaire /. W. V. D. Hodge [1] a montré que la condi-
tion tiz;= o est équivalente au fait que

(7.8) (dCdC + CdCd)t = o

pour n’importe quelle forme £ d'un degré fixe.

8. Intégrabilité de structure presque complexe (suife)..— Si une structure
presqae complexe ¢f; est induite par un systéme de coordonnées complexes (z*),
on a (7.1) dans ce systtme de coordonnées complexes donc, on peut prendre

comme £, et Ef; les vecteurs suivants :
£y =3, E; =03
Par conséquent, les équations aux dérivées partielles

i of
(8.!) XEfE Ed_f,t:o
sont complétement intégrables et admettent  solutions indépendantes z*, 52, ..., 5".
Inversement, dans une variété a structure presque complexe ¢/;(z) de classe G,
si le systéme des équations aux dérivées partielles

¢ df
xifEfa;sz =0
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est complétement intégrable et admet 7 solutions indépendantes z*, on a

: i dz*
(8.2) S =
et, de méme,

Izt
(8.3) laonZ.ﬂ: 0

Donc, en multipliant (8. 2) par £%, on trouve
. dzh
Cigm =
d’ou
dzh  .dzh

— il
dxi azi ¥

j= Oy

de méme
dzh  .dzt

— — " cii=o.
dxi dzri ™/

Ces équations montrent que, dans le syst¢tme de coordonnées complexes (z*),
le tenseur ¢¢; a les composantes (7.1). Donc, la structure presque complexe s/,
est induite par ce systéme de coordonnées complexes. Donc, nous avons :

Tutoreme 8: 1. — Pour qu’une structure presque compleze ¢¢; de classe C»
soit induite par une structure complexe, il faut et il suffit que les équa-
tions Xz f = o sotent complétement intégrables.

Or, si les fonctions ¢i; sont de classc C®, les conditions d'intégrabilité
compléte de Xz f = o sont données par

(ng?)fz*faﬁ;{-xaf,

ou _
j Ok iy o
(8:4) B % —Eo 3 =aggky
8 dx/ L ¥4 Y
on Y;E"Y sont certaines fonctions.
Les équations (8.4) sont équivalentes aux
AW
8.5 I I A T AL,
(8:5) Ppy= (d;k o.::i)EfiEx' °
d’ou
- o8 I\ i,
. dag=— | /1 __ 2% Lk — .
(8.6) Qa gy <d.z/~‘ o7 f3fy=o,

ce qni montre que
X : Of
Xof=¢ta a5 =°

sont aussi complétement intégrables. Donc, nous avons :

TukonriMe 8.2. — Pour qu’une structure presque complexe ¢i; de classe Co
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soit induite par une structure complexe, il faut et il suffit que les condi-
tions (8.5) ou (8.6) soient verifiées. (C. Ehresmann [1], P. Libermann [1]).

On peut aussi obtenir le théordme 8.2 de la maniere suivante : D’aprés le
théoréme 7.1, pour qu’une structure presque complexe soit complexe, il faut et
il suffit que p; dz/= o soit complétement intégrable. Mais puisque pi;= E,E¥ et
les vecteurs £ sont linéairement indé¢pendants, pi; dz/ = o sont équivalentes aux

(8.7) wi= £ dz/ = o.

La différentiation extéricure de (8.7) nous donne

<lﬁ ﬁ)zixl'/\ dzk.

(8.8) dor=— 1 L —

Mais on a, d’autre part,

dzi= L w4 wg A,
et, par conséquent, (8.8) nous donne
(8.9) dw* = % (Q“gYwﬁ N\ oY+ Q“g,{wB AoY =+ Q“B.—{wﬁ A oY+ Q“E?wg A u)?),

ol nous avons posé

IE  9E? )\ ..
(8.10) 9«M=—<%—d—i—kj>ezz£.

Les formes w* et wz étant linéairement indépendantes, d’aprés un théoréme de
Frobenius, on a le théoréme 8. 2.
Les Q4,, définies par (8.10) peuvent s’erire aussi sous la forme

L . dEL .
(8.11) Q"bc=£f< Sb gi »E-es/b).

oxJ dx’

On appelle Q4 I'objet de non-holonomie du systeme de 2n vecteurs £5.
. o . : -3 . .
L’équivalence de deux conditions T?js=o0 et 2;-=o0 sc voit de la maniere
suivante :

En substituant pi, = ZE} et ¢;=E E¥ dans

. dapt apt
Tijr= < = ;,’—;—’) 9%
on lrouve
(8.12) Thje=— G EBE 0 gy
ou inversement

(8.13) 9°‘E~7=—‘5?‘555‘T’/"~

Donc, Tijz= o et Q*gz= o sont équivalentes.
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9. Connexion affine dans une variété presque complexe. — On sait qu'il est
possible d’introduire, dans une variété complexe, une connexion affine de telle
maniere que ¢’ ;= 0, c’est-d-dire, de telle manitre que les champs de plans y,
et v, sont tous les deux paralleles.

Cela étant, supposons qu’il soit possible d’introduire, dans unec variété a
structure presque complexe ¢i;(z), une connexion affine de telle maniére
que ¢}, == 0.

On sait que le tenseur ¢f; définit, dans chaque espace tangenl un plan -+, de
dimension complexe n déterminé par les vecteurs propres £ £, correspondant a la
valeur propre -+ Z et un plan complexe conjugué v, déterminé par les vecteurs
propres Ei— correspondant i la valeur — /.

En dérivant les équallons ¢ijEh, = iz, covariantement, et tenant compte
de ¢%;, ;== o0, on trouve ¢;:. k= £ 1 ce qui montre que ., sonl des combi-
naisons linéaires de £5. Donc, on obtient

(9.1) B, r = DY,
de méme

i i e
(9.2) E{—j;k=ziq>5k.

Ces équations montrent que le champ de plans v, et le champ de plans ;7,, sont
tous les deux champs paralléles par rapport a la connexion affine introduite.

Inversement, si y, et y, sont paralleles par rapport a une connexion affine, on
a(9.1)et (9.2).

Or, des équations £2E = o5 ct & q;_ 0, on trouve, par la dérivation covariante,

j o
E;‘;kelﬁ_" "I):ﬂ: 0,

5ty =o,
d’oul
(9.3) £ =—E DF,
De méme on a
- PO
(9.4) s =g

Des équations (9.1), (9.2), (9.3) et (9.4), on obtient

oy .
=i (EaE]—EEF), =
Donc, nous avons :

TueorkME 9. 1. — Pour que ¢';,y=o, il faut et suffit que les champs de
plans 1, et ¥, soient tous les deux paralléles par rapport a cette connexion.
Or, la condition ¢/; ;= o est équivalente &

dapt ,
Plse= 'd‘%{‘ ~+ prs Ty —p'rTh=o.
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Donc, si l'on a ¢¥;, ;= o et, par conséquent, p¥;, ;= o, on en tire

dpi,  Jpt
(9.5) T‘ikE(%—%) %79k = Pirq®iqtxSrs,

ou nous avons posé

(9.6) Srye=T5—Tf,

et, par conséquent, si la connexion affine est telle que son tenseur de torsion
satisfait a

9.7) P'rgfiq'xSTse= o,

la condition d’intégrabilité de la structure presque complexe cst satisfaite. Donc,

on a:

TukoreMe 9. 2. — Pour qu’une variété & structure presque*compleze ¢'; de
classe G soit a structure compleze, il faut et il suffit qu’on puisse y introduire
une connexion affine telle que ¢¥;, = o (cect est équivalent au fait que les champs

de plan vg, et v, sont paralléles par rapport & cette connexion affine) et
que pir g% &S sy =0, 0t S"y est le tenseur de torsion de cette connexion affine.

Si I’on substitue (6.5) dans (9.7), on obtient

Stk— ¢ 9k Slse+ 91r9%i 8 sk + olr 9t 87
—1(9'rS7jk— 9% 8% — 0txStjr— 9'r0%94k Sy ) = o,

ce qui est équivalent &

(9.8) Stjt= 9591 Sl— 91r9%j S sk— 91r94 S0
ou a
(9.9) 9ir9% 94k STk = 9187 jx— 9% Sk — 9% Sj,.

Or, si la connexion affine est semi-symétrique, c’est-a-dire si le tenseur de
torsion de cette connexion affine a la forme

(9.10) Stjr=8or —8% 9/,

@; étant un certain vecteur covariant, on voit facilement que la condition (9.7)
est toujours satisfaite. Donc, on a

Tusorenr 9.3. — Pour qu’une variété a structure presque complexe ¢';j de
classe C® soit a structure complexe, il faut et il suffit qu’'on puisse y intro-
duire une connexion affine semi-symétrique telle que ¢'; ;,=o, ou d’une
maniére équivalente, telle que les champs de plans vy, et },, soient paralléles
par rapport ¢ cette connexion affine.

Il va sans dire que si la connexion affine est sans torsion, la condition (9.7)
est toujours satisfaite. Donc, on a:
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Tukorkme 9.4. — Pour qu'une variété a structure presque complezxe ¢'; de
classe C® soit & structure complexe, il faut et il suffit qu’on puisse y intro-
duire une connexion affine symétrique telle que o¢;, ;= o0 (W. V.D. Hodge[1];
E. M. Patterson [1]).

En combinant les théorémes 9.1 et 9.4, 0na:
Tutoreme 9.5. — Pour qu’'une variété a structure presque complexe o'; de

classe C® soit & structure complexe, il faut et il suffit qu'on puisse y intro-
duire une connexion affine symétrique par rapport a laquelle les champs de

plans y, et 1, sont paralléles (E. M. Patterson [1]).

10. Variété presque complexe & métrique hermitienne et celle i métrique
kaehlérienne. — Considérons une variété a structure presque complexe o¥;{x):

(10.1) ol o/k =— 8,
et supposons qu’elle soit munie d’'une métrique riemannienne définie positive
(10.2) ds*= g dzjdzxk.
Si la métrique satisfait a
(10.3) Bt k= &k

clle s’appelle métrique hermitienne dans la variété presque complexe.
SiTon pose

(10.4) Sij=&ir?"j
les équations (10.1) ¢t (10.3) s’écrivent respectivement
vijpk=—gix et gpsle=+gu-
Donc, on voit que
(10.5) Siy=—9ji-

Il est facile de voir que (10.3) et (10.5) entrainent (10.1). Donc, on peut dire
que la variété presque complexe & métrique hermitienne est caractérisée par un
tenseur antisymétrique ¢;; et un tenseur symétrique g;; satisfaisant a (10.3).

Silon a, de plus,

(10.6) OjkU= 0,

alors la variété s’appelle variété presque complexe & métrique kaehlérienne.
Dans une telle variété, le tenseur ¥, s’annule :

(10.7) tipr= (ol k— 9l j) ol1— (90— 9l ) pla=o.

Donc, si les composantes ¢'; sont fonctlons analytiques réelles de coordon-
nées !, la variété presque complexe & métrique kaehlérienne est a structure ana-
lytique complexe et, par conséquent, une variété kaehlérienne.
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Mais, si les composantes ¢/; sont seulement de classe C'(r £ »), on ne sait pas
encore si la variété presque complexe 4 métrique kaehlérienne est a structure
analytique complexe ou non. Dans ce cas on I'appelle variété pseudokaehlérienne.

Donc, une variété pseudokaehlérienne cst caractérisée par un tenseur anti-
symétrique j; et un tenseur symétrique g jx satisfaisant aux (10.3) et (10.6).

Il va sans dire que, dans une variété pseudokaehlérienne, on a
(10.8) ?1}1-E<%%+%+%>

= Qij; k+ Qjk; i+ Pki; j= 0.

Inversement, supposons qu’dn a, dans une variété presque complexe a métrique
hermitienne, (10.3), (10.7) et (10.8). On «a, en général,

tikr=(9g5; & — 9uk;)) 71— (Pyjs 1— 9ut5 1) 9k
=k —9k:) 11— (90t — 9j13) o'k
= (2jx9/1— 2ij03/%) — 29jk;:97 1

Donc, sil'on a ¢jxy= o et 9;j,= 0, on en tire (10.6).

Donc, on peut dire qu’une variété pseudokaehlérienne est caractérisée par o
antisymétrique et gy symétrique satisfaisant aux (10.3), (10.7) et (10.8).

Cela étant, considérons une variété a an dimensions a métrique rieman-
nienne ds*= gjx dz/ dz* définie positive et irréductible, et supposons qu'il existe
un tenseur antisymétrique ¢, de rang 22 telle que ¢;,,= o.

Alors le tenseur g,¢‘j0%x donne une forme quadratique définic positive
telle que

(&st359%); 1= 0.
Donc, d’apres notre supposition sur I'irréductibilité, on doit avoir
Ese ¥ idk=Cgjk,
c? élant une constante positive. Donc, en écrivant ¢*; au lieu de % 9*j, on a
et %= &jkr

et de plus ¢;;—=-—29ji et 9;;,,= 0. Donc la variét¢ est kaehlérienne. Donc si une
variété a un nombre pair'2n de dimensions & métrique riemannienne définie
positive irréductible contient un tenseur antisymétrique de rang 27 dont la
dérivée covariante s’annule, elle est kachlérienne (A. Lichnerowicz [7]).

Cela étant, revenons a une variété presque complexe & métrique hermitienne. Si
Pon considere, dans chaque espace tangent vectoriel, une transformation vf > ¢f; ¢/,
I'équation (10.3) montre que cette transformation ne change pas la longueur de
ce vecteur. De plus 'équation (40.5) montre que cette transformation change un
vecteur en un vecteur orthogonal au premier.

. . . . e i o .
Or, il est assez facile de voir qu'on peut choisir 2n vecteurs A4 et A; unitaires et
orthogonaux entre eux tels que

(10.9) M=+ 9’/7~§=—1&-
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En posant '
(10.10) E‘,:é—a(;{,—iﬂ- ), = 7"2:().34.;').;
on trouve - ‘
(10.51) " oEh=il, oE=—it
et ‘
(10.12) &irthEs=o, gik555;= oy g,}&éE;:o'

Ces équations nous mantrent que le plan y, déterminé par Z; et le plan v,

. {
déterminé par £ sont tous les deux nuls.
En désignant par (Ej.‘, Ej‘) la matrice inverse de la matrice ('E,L, El;), on obtient

(10.13) &ik=EER+ EXEY,
et

(10.14) o= (et —£L6F )
et, par conséquent,

(10.15)' vy = i — E7EF)-

Des équations (10.13) et (10.15), on trouve

(10.16) gjx dzl dok = 2w w2
et

(10.17) 9k dzi \dzk= 2l w2 \ w3
respectivement,

Cela étant, nous allons considérer un systéme de coordonnées non holonomes
défini par an vecteurs contrevariants £ et al;. Si I'on désigne par g, et ¢pc respec-
tivement les composantes de gi; et @i par rapport & ce systdme, les équa-
tions (10.16) et (10.17) montrent que

(10.18) gre= [8; "f’;“]
et

[ iB_ev
(10'19) ?bt'——[_isﬂv' ° ]'

Or, les composantes I'y, de la connexion { ; } par rapport a ce systéme de coor-
données non holonomés sont données par

a ¢ 9%}
(10.20) g = kr(shet { |+ S el)-
Donc, P'objet de no_n-holoﬁomie (8.11) est donné par

(10.21) Qa4pc=I'§,— T
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Or, le fait que gy, ,== o est exprimé par

dg ab
dxi

El— gesT4.— Baelj.= o0

ou par

(10.22) g+ l‘gc =o,

ot P'on convient que si I'on ajoute la barre 4 un indice déja barré, ceci signifie de.

supprimer la barre,
Donc, des trois relations

5 5 v ky
Tfe—T& =+0% To—T2 =400z —I

+ I =—0,
et (10.22), on obtient
(10.23) rg.= i(ﬂ%w Qb — !ﬁab)

(G. Vranceanu [1]).
De cette équation, on tire
ol I = = B
(10.24) 15 = (0% 0Fyu— 0Tap).
Donc, on voit que si la variété presque complexe & métrique hermitienne est

intégrable, on a I‘g,,zo. Inversement si l'on a I‘g,,: o, alors il est clair

que 935.{: o, d’aprés (10.21). Donc, on a :

Tutorime 10. 1. — Pour qu'une variété presque complexe it métrique hermi-
tienne soit intégrable, il faut et il suffit que T'§, soient nuls.

Or, la condition ¢; ;= 0 s’exprime par

0 .
e — 9eoThe— gacThe =0
ou Pﬂl‘
4T 2 {5‘
(10.25) rj.+ rgc= o, Tz —Tg=o.

Donc, si les conditions g,;,,==o0 et ¢;;,;= 0 sont toutes les deux satisfaites,
on obtient, de (10.22) et (10.25),

4 8
(10.26) I‘E»c=[‘§.:=o,
donc,
-3 -3
(10.27) Q“g;}: PB?_—F?E= o,

et, par conséquent, la variété est intégrable.

Les équations (10.26) montrent que les espaces non holonomes déterminés
par (£5) et (g;) sont tous les deux paralléles.

Inversement, si les espaces non holonomes sont tous les deux paralléles, alors on
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a (10.26) et, par conséquent, ¢; ;= 0, et la variété est intégrable et kaehlérienne.
Donc, ona:

Tutorenk 10. 2. — Pour qu’une variété presque complexe ¢ métrique hermi-
3 (PR , 3 . . . X (-2
tienne soit & métrique kaehlérienne, il faut et il suffit que I‘Bx,: I‘:;.-{_—_ o. Dans

ce cas, la structure presque complexe est intégrable.

Turorkme 10.3. — Dans une variété presque complexe & métrique hermi-
. . , ., i i
tienne, si deux sous-espaces non holonomes déterminés par &, et k5 sont paral-

leles, la métrique est kaehlérienne et la structure presque complexe est
intégrable (E. M. Patterson [1]).
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