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ÉQUATIONS INTÉGRALES DES FONCTIONS DE MATHIEU
ASSOCIÉES ET APPLICATIONS;

PAR M. ROBERT CAMPBELL.

Recherche des noyaux des équations intégrales auxquelles satisfont les fonctions de
Mathieu associées. Limite de cette recherche au cas où elle conduit à résoudre des équa-
tions différentielles.

Applications :

i° Au calcul numérique des fonctions de Mathieu associées.
2° A la détermination des valeurs asymplotiques.
3° Au développement de ces fonctions en séries de produits de fonctions de Bessel.
4° A la recherche de relations entre fonctions de différents ordres. Position du même

problème dans le cas où les fonctions sont de période quelconque.

Nous avons donné précédemment (1) une méthode de calcul des fonctions de
Mathieu associées fondée sur leurs développements en séries de polynômes trigo-
nométriques. Il est intéressant de rechercher également des équations intégrales
auxquelles elles satisfont, comme cela a été fait pour les fonctions de Mathieu
ordinaires ( a).

Nous emploierons les notations utilisées dans notre précédent travail (3) :

JD^(^) désignera la fonction entière, solution de Inéquation dite de Mathieu
associée :
(Ep) ^ - 2v ̂ d- + (a + k^ sin^U == o,

qui se réduit pour k == o au polynôme de Gegenbauer C^(sinÇ) et Ce^Ç) dési-
gnera le produit cos^Ç/^^Ç), qui satisfait, lui, à Inéquation « réduite »

W [̂.̂ ^ .̂n^o.

( 1 ) Cf. Sur les fonctions de Mathieu associées (Bull. Soc. Math,. Fr.y t. 78, IQÔO, p. i85).
( 2 ) WHITTAKER et WATSON, Modem analysis, p. 4o4î POOLE, P/'oc. London Math. Soc., t. 20,

1921, p, 374; INCE, Proc. Royal Soc. of Edinburg, t. 59, 1940, p. 176; GOLDSTEIN, Trans. Cam. Phil.
Soc., t. 23, p. 3o3; BICKLEY, Phil. Ma^., t. 30, 1940, p. 3i2.

( s) Loc, cit., p. i85.
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Rappelons que cette équation différentielle est obtenue à partir d'une séparation
de variables dans l'équation des ondes lorsqu'on rapporte celle-ci à un système de
quadriques rfe népo/^/o/i homofocales c: '^T -";-'! ï.-J^O^T^ï S^OFÏMJ.DS'

: p: ïSïJfcE irj <WS Ç, "r:: '̂'̂  ./̂ K^ sitt̂  ̂

et que l'on en cherche les solutions de forme (9 étant l'azimut) :

p = ch^cos"^ U(Ç)V(iq)cos/n9;

alors av ==== aw-h i.
U est alors solution de (E^), V solution d'une équation très analogue en Y) (avec

lignes hyperboliques), appelée ^modifiée de (Ep) » ( < ) , . : ^
Nous nous proposons donc d'obtenir une équation intégrale pour la fonctioli

p^(Ç), c^esl-à-dire une relation de la forme i - i ; , ^

^(8)==^ ̂  N(6, Ocos^ç^(Ç)^. -^ . ——^V
•' —^

Recherche du noyau. — Le problème se ràtnèné dôn<î %. la âêlërniinartioh des
noyaux possibleis Ni(8, Ç) de l'équation; Considérons alors l^éqfïiitïon dtes' ondes
^ttePori êeril en coordonnées sémî-pôïnires; soit" ; - s ) { ? /

<0.' î^î)^^-^
Une solution de cette équation, G(p, z)^ entière en p et z^

.,? .;--r..--,,r;. —!- ^-t---1 G<'P»^).î==.G|(/co9Ççhn,../sin,Ç5h^)^,^ -^..^^., ,,^_ ^^..y

est alors dêvèloppàblèèn séries dé fonctions fondamentales idiês^ équations (ty)ilet
(E^ modifiée), c'ëit-à-diresôùs la forme s z i j i '

06

SB^(O/^("I) ,(')• ,,..„; : '! ';,"' ';,"^"''
' ; ' ' ' i "' " • • ' • • ' • • — - - ' - O ' ^ ' ^ - • • ' • - • — — r . . ; ^ ' .^ - . - , : ::>,^,,,> ". • ; .-;?;,. ;.-.?..,.;. '..^i;-.' • ! ^ ^ } ' .

Eri posant Ïn ===9 et en appliquant l'orthôgonàlité des fbncliidns^cos^^on
obtient la relation

/.-hw - ' :• •- - • - •. , . - • : : • " • ' ^ . ••; '
/ Gr/cosecos^/sinesinçJjoe^Ocos2^^

^—Tt

r. -B^^(ô)r^^^($)pxîOS»yÏ^= ] 1 ^
^ »/_^ ^ - - — l - - -

puisque pe\ est supposée normée. On obtient de cette façon une infinité de noyaux
d'équations intégrales pour les fonctions pe\^ par exemple [en séparant les

(') Dans cette étude, qut vise surtout les applications, on supposera av^niier, pÔûirseîilBfîter au
domaine réel. • : • ' •" • • ' ' . •' - ' •' - : ^'^"••i- ' ';•• • ' . • • • ' • "/:^ • • • - ' - . •-,.^-i • , - : . . , • ; . i ; . ,

( t) Voir à ce sujet : POOLB, Proc. London Math. Soc., t. 20,1921, p. 874; GolJDStÊîN, Transi Cafh.
Phil. Soc., t. 23, 1923, p. 3o3; MAC LACHLAN, Mathieu Fonctions, p. 208; R. CAit̂ ûBï.t., C. /?.
Acad. Se., t. 222, 1946, p. 26.



— m —
variables dans l^éqimtîon^Opy^mtrodidsant le paramètre^ : i l
^^• ; i ,^<^ '-N^cti^/^^inÔsîn^),"' 1 ; ' " • / l i " ' 1 . - ' • - ' • • • '; • - - — - r - • ::"- ...—----:
^^ ^ ]Ms,= ̂ os /̂t̂ m ô sio Ç ̂  — ^2 ) ̂ ( qf cos a cos ç ) cps-'» ç ̂ os-̂  6 * ;. K j ;

! ' ' "' 'ï.S'SSS.

pn pçut présenter les choses autrement, Si l'on refait dans l^éqjuaUan^O^) le
changement
^ i 1 ; ' . ? * 0 . t ' • '^< ?';; ' i i';'^ • t ; ' • ' - î . s . ' 'A.;-H*-^' ' - ' ^ - ::- '!•;;•;.; ;;.:' ^ •^•:, ij • . ' ' ' . " •:: ';^',.; '• • " ;' • . ' ' -' • -' • . , ; î . . --J\ /^. , .

, . „ : • . - .? . , . . . / . . ,r, . - , . , , . P^/0111?^05^ f.^/^51"^^ ....^.::,1;- . . . , . -^ ,..,.n.-
sWÀoliïliôns & ¥ariàtbtes wmséparées ëùî, et TÎ, mGrâiis de là fônne P(^, ̂ ) <Aïsm^
^^t^^lerdêiréquatiônyaûx^téTi^éès partiales 1

^ ̂  ̂  -(27n+i) [tgS^-th^^]^^y<(si^^5h^)^^^^

qm ^iB^igj e^ po$ikat, jc^mme ^ci-dessus^ jrî^ss ift^ eA api^^iie chtegeiïieittide
fonction ï ' .f

, . p == cos-^f cos^B^,,

.-. ^ •^-S^l^^^tA1^^]*^^"^-^^!®^ :;
On peut alors chercher une solution de réquation (E^) sous la forme

U ( 0 = = > - / '^N^,t)q»(^)^' :"fi t /" :! • : ïb •;r;^-^—-i

,.^,, , ^--ît / ;^ , -,, ' / • . r , ^ ..
En substituant, on obtient (

^-^[A.+ïti——l+^sin^U' ———- •: l . ' • • •••.-"--- .',-:;
^2 L cos'ç •/ J

, . -+ - î t» i3 , ^ r v ^ i _ v ^ i ) /'4-7t

== V_ W^\ ̂ T ^ kîfî ̂ \N iw ̂  ̂  M^ ; ̂ ^ ̂ - -i fG r

qui}'-c^après•:'("la)vls>éicrîtt ";" r'- 'r' '^':-;'^''1" -.• L "^" " ''V ' " • : • ' '7 •ï -:'"^— u
/'"^"^^N ^-(-^ r v / i^*^ \ - J ^ ^ ,-. . : ; . - . ., ., î^f_ w<î)(6)^ + u [A + ̂ r^ ̂ 2 ̂ ^j^ ̂ - s '

Or 7t . ; — - :—.-'-.. -. /^ î•-•..\ • -..—'':' - 4•—:-
/.+Tî ^1V /•-t-71 ^-+-lty ^^ ̂ = / $^(NQ)^ [0Nà-^^e]^+1 ^N^e.

»/_^ •C 1 ». -: • ^ -••t/..^^J-'" • - : 1 ^ -; • • .-;• • " »7_n'" ,"

Si Fon choisit N(6, Ç) et ^{9) pour que le terine tout -intégré soit nul

^çnndiMon (I y, la qu^ntit^ ^ W ( 9 ,^) 0(9) rf9 sera solution de l^quation (£%),
'"'''1 " ' 1 ' " ' ''l " ' " ' ' l ' ' i" ' ' "' '" ' '"" " ' '"'" •'—"fc 1 ' " " ' • . "

sÏ^ lu^êniéy ^itiàfoitJ Si^dè plus, 0 et U sont dès solutions dé même période
(N ayant lui-même cette période), 0 et U sont multiples Pun de Fautrê. Les deux
solutions trouvées ci-dessus donnent immédiatement les noyaux symétriques :

^li= cos (V À:2— ^/sinO sinç] Jm(ç/cos6 cosç) v'cos9 cosç,

91^ = t/ [ kf sin 9 sin ç ] cosv 6 cos^ ç ( ̂  paramètre ) ? '

(on prend cos ou sin, ch ou sh, suivant que pe\ eist pairon impair ).
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Rechercher les noyaux qui nous intéressent revient donc à chercher une
solution de Inéquation des ondes (écrite par exemple en coordonnées polaires),

qu'on puisse développer en séries de fonctions fond amen taies ̂  B^ pe\ (g) pe\ (ivï).
0

Pour limiter cette recherche, nous nous bornerons seulement à chercher les solu-
tions de V2/? == — k^p qui s'obtiennent par des séparations de variable. Nous
allons donc, d'abord, déterminer les surfaces de coordonnées (de révolution
autour de 0^), sur lesquelles Inéquation V 2 / ?^ :—k^p se décompose en deux
équations différentielles. Rappelons que dans le cas V^^o, la question a été
résolue par M. René Lagrange [Sur les surfaces de révolution qui possèdent
des harmoniques (Acta mathematica^ igSg)].

Décomposition de l'équation des ondes. — Avec les notations de Hobson ( < ) ,
soient

z -+- ip ==/('n -h 16), x •+• iy = p e1^

les équations de la surface de révolution cherchée, / étant l'inconnue. Le ds1 de
l'espace est

p2 cl^^f\f\ -h iQ)f'(f\ — 1 6 ) (o^-t- û%2).

L'équation des ondes s'écrit d'autre part
à f M\ à l à\]\ ., „ à 1 1 W\ ,, ,,, ,,,„
^(^^^(^^^^(p^)---^^^^

[où/4. signifie/(Y) + î'O)], les solutions de la forme
^==T(9)H(TO<?^?

s'obtiennent en résolvant
i ^H i ̂ T . f^fL i dH f^f^ i 6fr f^f.0= H ̂  -+- T ^- -4- 7-7 H rfn ^'7^7: T rfe ^^^(T^-T^+^A/-

Les conditions cherchées sont donc
^"/ __ y/ A

(A) !~ f ou ,-log(/+—/-)= fonction de (•»! seul),
/4-——J- v ' \

(A') •^^^ ou ^log(A-/-)== fonction de (6 seul),
/+—/- n"

(B) 4^2 A^^ ̂  ̂ /^ de 1^ forme H^)-h Ti(0).

(A) et (A') expriment que/+—/_ (ou 2/p) est le produit d'une fonction de 9 par
une fonction de Y). Reste alors à écrire que p est une fonction harmonique. Si
p==^(yî )^a(9) , on doit avoir

^-^=0,
î S^

d'où l'on tire sans difficulté que les surfaces cherchées sont des quadriques et que
la condition (B) se trouve satisfaite.

(l) HOBSON, Spherical and ellipsoïdal Harmonies^ Chap. X, p. 4Io•
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Le problème plus général des solutions de la forme

P = = T ( 6 ) H ( - » i ) R ( Y i , 6)<?^ç

se résout également. Les conditions (A) et (A') deviennent alors

p R 2 = produit d^une fonction de 6 seul par une fonction de 71 seul,

mais la condition (B) est plus compliquée :

/.,,, i \ à [ <m\ à i <m\-i r /^V /^?V1 / w°\( 3 ) pRL^(p^)+^(p^)J+[(^J+(ji)J(^-7T)=Gl^ )+G2(8)•
En utilisant une remarque faite par M. Lagrange {ibid^ p. 287) selon laquelle

le premier terme ci-dessus vaut

- ̂ + ̂  [(^^(S)2]^56111)-^ seul)'
la condition (B') s'écrit

(B-) (m-- ̂  ̂ ^_y + ̂ /Vl=/(r. seul)-4-/(6 seul).

1° Si nous voulons que la décomposition ait lieu quelque soit m, il faut que
cette équation soit une identité, c'est-à-dire que . /^ y, et f^f'_ soient l'un et
l'autre une somme/(vî seul) +/(0 seul).

La première condition est celle que M. Lagrange a résolue en posant

dans

t\ -+- 16 = a, /(iq + 16) = a(a),

•ri-ie=p, /(-n-te) ==^(p),

^ f^/L
àf\^ (/^-/_)9-

qui devient ainsi
/-^--^r ut^ i-
\^2 ^/[(^-PS)2]"0\<7a- <7p./ |_(^—Pp)2.

dont la solution g'énérale est (ibid., p. 292)

U'yf = 0^*-»- 46M34- ÔCM1-»- 4<^M -4- e

et de même en v'^ avec p.
La deuxième donne, elle,

u'" v " '— = const., —7 == const.,

c'est-à-dire a = b == o, d^où
Mg2 = 6 CM2 + 4 du -h e.

Les surfaces cherchées sont alors les quadriques comme au cas précédent. La
fonction R(ï3, 9) == i.
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2° Si nous voulons que la décomposition ait Iwai seulement pour une-valeur
donnée de m, par exemple : m === o (ondes à symétrie circulaire), il suffit que la
condition (B") soit une équation. Avec le même changement de variable, elle
s'écrit --^.u; / . • : — . , ; 'v •;[, ' , J':.; ; / ': ^:-i • . : ^ . : : - / • ' - ' . l , n'. "^ •--.'•":.; ̂  ..^.v;- ;- •s ••-•
/ow\ / / i c M 2 — p ' 2 ^ -^-4-^ ^-.. ^ , ...„; < • . . . . -.- - . . - , - - . - - . • - - ;-:-.-- • . . ' : ^("') '^^-^-^u^''

t u " ' v " ' \ l .ï,;:.^wtft ...,\.l -.., . , - " /•.;_,...i;-I.\.i -^^
-^b-vA^^F-I^^J-0 r^)'

On la résout en supposant (î ===cônst.(^,V, p", b^ constants). Sï

elle est

^-Oo- U,' ^^^^"^^•LIÏ, --Ip^'v^--^^^ ̂ i^-

6U /3—6Up /U f f -+- U^U^ [6)1-4- 6pLU -^^(Uî—^y^lU' .

Si l'on prend U' comme fonction et U comme variable, U"3 est alors facteur
intégrant et l'on obtient ' ^ i L^

U^ ==^<ï — IK^ ) U* -h 4 ̂  -4-, 6 ç Û^ -i- 4 ̂ U -+- e -i- ̂ ^ U^ Log U

et une formule analogue pour Vp2 (les constantes n'étant pas les mêmes). Il resie
à déterminer les constantes abcdel pour c(ue les expressions satisfassent à la
condition^^Y-V " . - . / ' • • r ' - - ' :• ' ' '"" i"H:"• ; ' ' ? ' : " ' : : ' • : • ; i - • - L - - • " ; " ; • —— •—^-T- •••u^.

Si M(a, P) désigne le crochet facteur ;de.4aPp dans (K"), on ^ à éçrire^què
(u—vY'M.Ç^^) esti(}entiqueD(ienjt nul .qu^ud on reniplaiçe Ug2 et ̂  p^r Iles
expressions trouvées. On constate alors aussitôt que / doit être nul, ce qui ramène
an cas précédent, et les surfaces cherchées à être encore des quadriques.

La recherche des noyaux revient alors à celle des solutions à variables séparées
de l'équation V2/? + k2? = o, écrite dans les différents systèmes de coordonnées,
dont les surfaces sont des quadriques de révolution.

i° Sphères et cônes, — Le découpage de l'espace par sphères con^îïtriqfœs^t
cônes de révolution conduit aux solutions (^ est la cblatitude, r le rayon vecteur)

J \ (k r ) ' :
/t-»-^

S(r,cosX)=————Î^^COS^^WP- (m^l i t ièf) . '^^^^ r •
\/r

On repasse aux variables E, Y) (ou 0) des fonctions de Mathieu associées par
f r" •""' • • ' ; i^' "v ï l" '• i < i " ?.____ f l

r == ^p^-h^cs -î— ( cos 2 ç -h cos 2 0 )2,
V/2

î2 == ^ ( cos 2 ç -+• ces 2 0 )2,
V2 ' • • • - - :^———— •-- . • • -———.- -

i \fï sinç sinO z:
CQS ̂  ;

/CUS'2Ç 4-COS 2 0 r

Si 7i— w = E est entier, la fonction P^(cos^) est entière. Le^noyttuxN^ qu'on
en déduit est bien tel que N;( cos~^ cos^Q soit une fonction entière de Ç et 0 qui
s^écrit

N3= 7^J , i(AT)P^fiy\/C08Ç C O S O ;
W-+-E-4- ^ \ r /
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où

r = —(cos2Ç + cos ^O) ' 2 , z == ^/'sinç sin6
V2

et où Fon pourra séparer parties réelle et imaginaire.

Si m===— -) on doit retrouver le noyau (Tune fonction de Mathieu ordinaire;

or, P^ (cos À) devient

P""2 i(cosX) == cos""^ cosEX,
E— ^

ce qui redonne en particulier, pour E == o, le noyau Jo[Âr1.

2° Paraboloïdes homofocaux. — La séparation des variables s'effectue ici,
mais on obtient des équations différentielles de type

d^Y i dy l , m'̂d^Y i dy I , m'2
-rr -+- - ~r -4- ( a -+- kî uî -t- -ra^2 M aî  \ M2—— -t- - —- -+- ( a + X"2 M2 -t- — | y = o
du2 u du \ u2 I

et une autre où a est changé en — a.
-t..//» <La solution évidente en est u^1 e12 , avec a= ̂ (m-}-\)k.

En remarquant que

"^"(H)511^-?)'.4 2 / - V 4

'-^iW^- ,^ 4 a/ \ 4 a.=/sin(-^+|)sh(»^+^),

i L (uî — p3)
cette solution (uv^1 e ï redonne le noyau déjà trouvé N3.

La deuxième solution, qui s^écrit

^ ^e-i^du
nîït /» 1
u e J ^m^-1 î

donne un noyau qui s^exprime à l'aide des fonctions y incomplètes ou des fonc-
tions WA/U de Whittaker, c^est-à-dire, en choisissant convenablement UQ :

W y i-J^(^+r)1w , ̂ /^W v i-J^+r)1w , , _ r ^ ( ^ _ ^ ) 1 ,
- ? 5 — L / J - , ? — L / J-?5 -T-L^ J -p -r

où r et z ont les mêmes valeurs que ci-dessus.

3° Restent les quadriques homofocales à centre, mais le noyau qu^on trouve
pour les fonctions de Pellipsoïde allongé s^écrit

^-^(^-.)
et ron ne fait que retomber ici sur des relations banales entre ces fonctions et
celles de Pellipsoïde aplati. Le problème de la recherche systématique des noyaux
que nous nous étions posé est donc achevé.

î5



Application de ces équations intégrales. — i° Soient d'abord quelques appli-
cations de l'équation intégrale la plus simple, qui, relativement aux fonctions
pe^) s'écrit

r •12

ch ( kf sin 6 sin ? ) cos^ ? ve\ (
7:

~i

jo^(6)==X,, / ch(^/sin6 sm^cos^ç^COrfç.
^ 7:

On peut l'utiliser pour calculer pe^(Q) sous la forme l-A^C;(sin9), c'est-
à-dire retrouver ainsi le développement déjà calculé (') et cela même dans le cas
où la méthode que nous y avons exposée est en défaut (ce qui peut arriver pour v
entier).

On peut, en effet, en tirer un développement de la forme (soit kf== q) :

^(8, ^)=Po(e)-4-.ypi(6)+^pî(6)+...

en puissances croissantes de q (intéressant lorsqu'on cherche une définition
pour q petit). On n'a pas à se soucier des valeurs caractéristiques de Œ, mais il
faut calculer le X^. On tient compte du fait que si q -> o,

Po(e)-^Pn(sin6).

Ebauchons le calcul dans le cas le plus simple ( v = ̂  n == o) • Alors, \n -> i si
k->o. On pose donc

. = i-+- a iy-+-a2^2.4__^

p e o ( 6 ) ± = i + y p , ( 9 ) 4-y2pî (e) -+- . . . .

D'autre part, on peut développer le ch en série de Mac-Laurin, d'où

( I -^ -a ly-^-a2Ç 2 -^ - . . . ) [ I -^ -y(3 l (e}- . -^2p2(0) -^- . . . ]
7t

=f ^ i+^sin2esin2Ç-+-. .»[ i+ypi(Ç)4-. . . ]cosS^.

Le calcul est plus simple que pour les fonctions de Mathieu (même celle
d'indice zéro) en raison de la présence du terme cos^rfÇ = dt. On peut immédia-
tement former l'équation générale du système, (3^ devant être une fonction
linéaire de Po(sin9), P3(sin9), P2n(sin9) sans terme constant :

î sin^Oa^^O)^/^^1-511^,
«/O 0 2 .

a*-4- a2[J2+ ^4= \ [̂  d^ -4- — sin2 0 -+- ~ sin^,
t/n ^ • 5 .

â^îT'

as^ o^_2?2-4-...+ P2,.=/' [̂  â?e -h ̂  sin^ +...-+- sln2/?e

( l) Cf. loc. cit. {Bull. Suc. math. France^ t. 78, i^ôo, p. i85).
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^
Comme on précise la définition de la fonction ce\ en stipulant que le coefficient

constant dans le développement en série des Pn soit i, on détermine les p i (0)
pour quelles ne contiennent aucun terme constant. On trouve ainsi

I I 7l3
X-^iS^ïâoo^0^'

^(e)=,+ Çp,(sin6)+^ [3^1^ ^P.J +"(^).

2° Valeurs asymptotiques. — Rappelons que l'on a déjà utilisé cette même
équation intégrale à propos des développements de peh^('n) en série de fonctions
de Bessel (1). Les valeurs asymptotiques depeh^(ri)^ pour n grand, peuvent être
calculées, soit à partir de ces développements, soit directement, grâce à la précé-
dente équation intégrale. On a démontré que l'expression

r T
/ ch(^/sin6 sin^cos^U^)^

J 7t71
~?

était la solution de Inéquation (Ep) en même temps que U(E) = ZA^C^(sinÇ).
Donc la fonction

7Z

r^î
V(-r0=^ / cos(Vsh7i8inÇ)cos2vçU(ç)<

"
~~2

est la solution correspondant à U(^) dans Inéquation modifiée.
Posant alors, comme a fait Marschall ( 2) :

^fker, = x, Ç == ^ - a,

on obtient
71it

^? r/ /2Â:2'cos il ( x — -—r ) cos a

7Ï

~ %

V(a?)==X,» r cosf^—^——^cosal VA^G;;(cosa) sin^arfa.

-î L » -I

Posant alors cosa == i— - et faisant tendre x vers ininfini, on obtientx

__/\^\r /,< ./_i „< ,^_l ~|
l imV(^)=X,,^A^C;(i).» v î ) cosa? / < 2 cos t dt-^-sh) x I t '^mtdt .
.r>» •—— [ •/0 »/o J

Ces intégrales ont un sens et sont connues dans la théorie des fonctions eulé-

riennes lorsque v est compris entre — - et 4- -• Mais le produit

fv+n ^ v-i^ î ) f t ^•/a
—( V4-.: l r*^ v—-

x v 2/ y t '^ostdt
•/)

( 1 ) Cf. loc. cit. (Bull. Soc. math. France^ t. 78, 1950, p. i85).
(2) Proc. Edin. Math.. Soc., t. 40, 1921 , p. 22^.
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a un sens quel que soit v, car

—— f t 2cos^=-——[/ - JsinJo———-^ Ç t'^smtdt.

^^ ^^~ ^Jo

Le terme tout intégré tend vers zéro quand x-^ao et l'autre permet de faire
descendre d'une unité l'exposant de t\ et l'on a toujours

^mc^(,)= ̂ /è^H" n .-H sin(^^r- ? - ?)'
( (ou cos).

C'est la valeur asymptotique cherchée. Si v == o, on retrouve l'expression
asymptotique des fonctions de Mathieu donnée par Heine et Marschall. Le cas où
y == ^ donne

ceh^) ~ X,, \/fj,(^ A^ ̂  sin (•Ç .-,) .
\ 0 /

3° Application de l'équation intégrale à noyaux de Bessel, — On sait le
prix que Bickiey {loc. cit.) et Mac Lachian ( Theory of Mathieu functions)
attachent aux développements des fonctions c^/,(Ç) en séries non de fonctions de
Bessel, mais de produits de fonctions de BesselÇ1). Toujours en supposant pe^Ci)
développé sous la forme IA^C;;(sinÇ), on va essayer d'obtenir un de ces déve-
loppements.

Pour cela, nous appliquons l'équation intégrale de noyau N3 :
7l

^)=^f "J , T^(cOS20^COS2gr1p;;^J4j/2-sln^^
J T. ^+.7+ fcLv2 J l ^COS20-hCOS2Çj n / v '

ï

On prendra E==o. P;;^(cosÀ) vaut alors sin"1^ soit (^Y1. L'équation s'écrit
( en pe^) et puisque m -4- E ==: m === /i,

^^J 1^4 /(COS' J>0-^-^»S2S)71

/ 2 n~i~^ l v2
^^ ( 0 = ;̂  ———-——————————i——-- cos'^ 0 /?^ ( 9 ) ̂ 9.

71 /<+-
~~ï (cosaô -+- cosaÇ) 2

La formule suivante de Sonine ( 2 ) :

^Arl±H^ ]̂ ,,^,^(^^J_^^K)^,,^
(^ 2 4-R 2 —2rRcosy) ' 2 0

fournit le développement cherché de/?^(Ç).en série de produits de fonctions de
Bessel.

(1 ) Voir aussi DOUGALL, Proc. Edin. Math. Soc., 1922-1923.
(2) Math. Annalen, t. 16, 1876, p. 80.
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En effet, en posant
r=^, R==^-^, ç = = 2 0 ,

on obtient

J, v/2^(cos2^-hcos2e)^ yi J^,(^)J^,(^-^)C?(cosy)
? î Î Ï v / ^gj v / frit

^'^^(cosîS -+- COS28) " 0

En prenant \|<î.g= J ) {s = . ) ) on a un développement du noyau de Féqua-^?< \ ?' /
tion intégrale sous la forme

^(ç)=^^(v)^(v^.)J^,(v^)J^,(y^-^y
0

7;

r^
x / J0^^6)00^^^ 00526)^8,

*/ 7î
r

mais p^n(^) étant développé justement sous la forme 2A^C^.(sinO), on aura)
comme coefficients du développement, des intégrales de forme :

-+-?
^ A ^ f 'q,.(sme)^Gj(cos26)cos2ve^8.

o -^ o

Ici une complication s'élève du fait que (^(cosaô) et C^(cos29) ne sont pas
liés très simplement. Toutefois, on peut calculer C^(cos 26) sous la forme d^une
fonction linéaire d^autres polynômes de Gegenbauer :

CÏ(cos28)=BîCL(sine)-^.Bî_lCV,,_2(sinO)•+....4-B•<o.

Les B^ sont faciles à calculer. Il existe dans ce développement fini, si s > r un
terme B^.C^,(sinO). On a de même un terme B;̂  provenant de C^_i, etc. Donc
l'intégrale définie porte sur une série

^ .=<
F ' VB-;.C^(sinO)CY,(sin8)cos2v8^6,

ou encore après calcul

v / ï r f v - 1 ^
• \ 2/ r(2r-+-2v-i) v

r ( 2 v — i ) r ( v — i ) x r(2r-+-v)F(2r) ^-J 7"
s=r

Les B^. étant des entiers, la série V B^. diverge, mais F expression A^V B^., elle,
.? ^00 r ao ~i

a un sens; et finalement la série ̂  | A^.VB,5. j converge (plus lentement natu-
o L /• J

rellement que la série des A^,.).
Comme les B,% faciles à calculer, ne sont tout de même pas immédiats et qu'il
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faut encore déterminer y.^ ce développement en série de fonctions J^-^),

^(ï^) nw P^ ^s facile à obtenir, sauf dans le cas très simple des fonc-

tions de Mathieu et peut-être aussi dans celui où v == I .
Restent à déterminer les constantes ̂  et ^2/1.

i° ̂ . — On a
7l

n^r^\ -ï F ^(VcosOcosÇ)^(ç)=x.^^ —J-^—^cos^-ieT^e)^.

Faisons ici Ç = o et supposons /<(6) développé en série de puissances de sin6.
Prenons n pair par exemple :

r ^/?<°^(0)= A2N y J2N(Vcos6)cos^+^oVa2,.sin2^6</0,
~ .7 0

or, Sonine a montré (/oc. cit.) que
7C

r ^
j JTOWCOSB^OS'"-" 9 sin2'I-2»'-lO rf9 = 2"-'"J,,(A/)(^/)'"-"r(7i— /n)

d'où
" i

^,(o)=ao=X,^a,,J^^(^)(^/f7-i^(,-+^

2° Si l'on fait de même Ç == o dans l'équation intégrale à noyau N3 déjà utilisée :
7C

/•»-h ̂  / m 1 \ r ^ ~i
P^nW^^-nf ̂  ^"^^^^^(^/•cosO)^"-4"^) ^a,,sin^6 ^6.

""^ L n J

Comme r est entier, chaque intégrale précédente n'est pas exactement du type
de Sonine, mais peut être du moins ramenée à la forme

7l

r^f x^L,(x)(i—x^-) ï dx,
7Z

qui est elle-même une série d'intégrales de forme Çz^^z) dz dont on sait qu'on
peut calculer chacune d'elles.

4° Relations entre des fonctions de différents ordres. — Par analogie avec
les fonctions de Legendre, appelons dans la fonction pe^œ), n V indice et v
Vordre.

Une formule trigonom étriqué telle que

cos(n 4-i)a? == cosxc,osnx — sina? s'innx
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donne la relation entre deux fonctions cosnx d'indices différant de i. Ince se
proposant de généraliser cette formule et d^une façon générale les formules de
la trigonométrie aux fonctions de Mathieu ordinaires cen(x) et sen(^) a été
amené à calculer par exemple ce/i(*r) en fonction des autres c^d^indice entier (A).
Ces formules n^ont pas la commodité des formules trigonométriques (auxquelles
elles se réduisent lorsque k est nul), car Ince a constaté que chacune déciles fait
intervenir une infinité de fonctions cep ou se?.

Il serait banal de généraliser aux ce\ la méthode de Ince pour les ceny mais un
nouveau problème se pose ici, celui des relations entre des fonctions de différents
ordres.

Pour cela Inéquation intégrale de noyau N4 peut nous servir, car Y ordre figure,
justement, dans la fonction de Bessel du noyau.

Or, on peut écrire, en posant kfcosQ cosÇ == x et diaprés le noyau N< :

x-^îmW ==^ ̂ pe\Wpe\W.
o

Comme par ailleurs, on a Pidentité classique

^-m-lj^) = ̂ -mj^^(^)-^-mj^(a,)

en exprimant ces trois termes en séries de fonctions caractéristiques, et en appli-
quant la propriété d^orthogonalilé desjp^, on peut tirer ainsi Pune des fonctions
soit/^^Ç) en série des pe\ et des/?^~1.

On obtient facilement ainsi

^a) = œh f2x/^(0 -^S ̂ //^(ol •
L 0 0 J

Les coefficients sont des intégrales définies, toutes de la forme

r^
\ ^(Ç)^?^(Ç)COS9^^.

•'—n

II reste évidemment à déterminer les B^, ce qui ne présente aucune difficulté.
Ces formules se réduisent pour k = o aux formules de récurrence entre les poly-
nômes de Gegenbauer d^ordre différent d'un entier.

On peut par le procédé obtenir la dérivée d^une fonction/?^ sous forme d^un
développement analogue de fonctions pe'^.

Il suffît de partir de la formule

^Jm==7nJ/n—^m+if

il n^y a pas de nouvelles intégrales définies à calculer.

( 1 ) Proc. Royal Soc. Edinburgh^ t. 59, 1940, p. 176,
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Équations intégrales des pe\, quand n est fractionnaire. — De même qu'on a
trouvé ci-dessus des noyaux développables sous la forme

N(^)=^B^(6)7^(Ç) (rentier).
0

II s'agit de trouver des noyaux qui soient développables suivant des séries dont
chaque élément soit de la forme

B/ .P^r WP^r (°)-
^/ .T-4-7 ^/

Ces fonctions qui ont pour période UST! ne sont plus entières par rapport à
cosÇ cos9 == p, sinÇ sinO = z, mais le sont par rapport aux quantités

^ o . P eu ==cos — cos ~î v = sin -•- sin -.
n n n n

II s'agit donc de trouver pour l'équation des ondes des solutions qui soient :

i° entières en u et v\
2° non entières en p et z, car alors elles auraient pour périodes non pas vrai-

ment 2^7:, mais 27r et ne répondraient pas à la question.

Or, si l'on passe des variables Ç, n aux variables u, p, on a les relations

p -h^==ch(ç 4-?ï0== Ps(u-}- iv),

Fs désignant le polynôme ch[.çargch].
On a alors

P = P.-(^, V) Z = Zs(u, P)

(p,, Zs étant des polynômes) et l'on est ramené à chercher des solutions, entières
en u, v, de l'équation des ondes sur la surface de révolution définie par ces deux
équations paramétriques, c'est-à-dire exactement au même problème que celui que
nous avons traité au début de celte étude dans le cas des ellipsoïdes et hyper-
boloïdes.

On détermine facilement le polynôme Pc et les nouvelles surfaces sur lesquelles
nous avons à écrire l'équation des ondes sont les suivantes :

_ ( p == 9 , ( ^ 2 — p 2 ) _ i (paraboloïdes),
S — 2 \

( z == 4 uv ;

__ Q \ p = ^(4^—i2^- t -3) ,
( Z = ^ ( 4 ^ 2 ^ _ i 2 ^ 2 _ _ 3 ) ^

_ ( z=S[u^^—6u2v<i—S(uî—^)-+-l],
\ p == iQuv[^(u2— p9)—!];

Or, les surfaces ne sont du deuxième ordre que dans le cas où s == 2 et le pro-
blème de la recherche d'une solution par séparation des variables n'est possible
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que dans ce cas. C^est ce qui explique que Von n^ ait jamais résolu ce problème^
même dans le cas des équations de Mathieu ordinaires^ pour s quelconque.

Toutefois, pour les fonctions de période 4^ le problème consiste à chercher
des solutions entières en u et v (mais non en ^2. ni ^2, ni uv) de l'équation (déjà
obtenue ci-dessus) qui exprime ^p-^-k^p == o sur des paraboloïdes de révolu-
tion homofocaux

d^y i dy / . msi\
—— -+- - —- -+- ( a -+- A:2 u^- -+- - y = o.
du^ u du \ u.2 / "

Rappelons que dans ce cas, en effet, où m = ± l (équation de Mathieu simple),

Poole a donné de cette équation des solutions et déduit pour les fonctions c^,,
~i

se^ des équations intégrales, déjà compliquées et difficiles à utiliser dans la pra-
"2

tique ( i) . Dans le cas général, Inéquation différentielle précédente mériterait une
étude particulière au même tilre que celle de Mathieu associée, mais cette analyse
dépasserait de beaucoup les limites que nous avons dû fixer à celle-ci.

Manuscrit reçu le 20 janvier IQÔO.

(') P/'oc. London Math. Soc., t. 20, lyîî i , p. 37/1.
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