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LES FORMES MINIMA DES SURFACES D'OSSIAN BONNET;

Par M. V. Laran.

Dans un précédent travail, paru dans ce Bulletin (1), j’ai envisagé les surfaces
dans leurs rapports avec leurs lignes minima et défini les formes minima comme
étant les pseudo-arcs élémentaires des lignes minima de la surface (2). On trou-
vera ici une application de cette notion a I'étude des surfaces qui se laissent
déformer avec conservation des courbures principales, surfaces que, a la suite de
M. E. Cartan (®), j'appelle les surfaces d’Ossian Bonnet. Ces surfaces peuvent
étre caractérisées analytiquement par deux équations qui concernent uniquement
leurs formes minima. Grace au calcul pfaffien absolu, convenablement adapté a
I’emploi du repére bijsotrope, ces équations se formulent tensoriellement et per-
mettent de retrouver un beau résultat signalé naguére par M. H. W. Alexander (%).

Les surfaces d’0. Bonnet rentrent dans la catégorie, trés intéressante, des sur-
faces a courbure moyenne isotherme (®); c’est en exploitant cette particularité
que je détermine complétement leurs formes minima, suivant la classe et le type -
auxquels elles appartiennent. La détermination compléte de leur élément linéaire
et de leur forme asymptotique revient a l'intégration d’une seule équation diffé-
rentielle ordinaire du troisiéme ordre, dont I'inconnue est la courbure moyenne.
Jindique en terminant deux moyens de ramener cette intégration & celle d’une
équation du second ordre (°). .

1. On sait qu’une surface est, en général, essentiellement déterminée quand on
se donne son ds? et sa courbure moyenne, mais il arrive que, pour certaines sur-

(') Bull. Soc. Math., 15, 1947, p. 63-88. Les reférences a ce Mémoire seront indiquées par le
chiffre I, suivi d'un numéro

(?) Les formes minima peuvent aussi recevoir une définition réelle. Voir L. Manexne, Sur les
parties réelle et imaginaire des formes minima d'urw surface (C. R. Acad. Sc., 225, 1947,
p. 1115).

(3) Sur les couples de :urfaces applwables -avec conservation des courbures principales (Bull.
Sc. Math., 66, 1942, p. 55-85).

(*) The role of the mean curvatyre in the immersion theory of surfaces (Trans. of the
Amer. Math. Soc., 47, 1940, p. 237). '

(*) On trouvera une étude de ces surfaces dans notre Mémoire cité plus haut (I, n° 8), dans
deux Notes aux Comptes rendus de I’Académie des Sciences, 223, 1946, p. 883 et t. 226, 1948,
p. 1339, et dans un travail qui sera inséré au Journal Canadien de Mathématiques, 1, 194g.

(¢) Le contenu de ce Mémoire a fait 'objet de trois Notes aux Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences, 226, 1948, p. 214, 777 et 1950.
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faces, ces données soient insuffisantes, en ce sens que la détermination de leurs
directions principales, au lieu de se faire par des opérations finies, exige une inté-
‘gration qui introduit un paramétre arbitraire : ce sont ces surfaces exceptionnelles
que nous appelons les surfaces d’Ossian Bonnet. Si S est une de ces surfaces, il
est possible de déterminer une infinité de surfaces S, isométriques de S, et ayant,
aux points homologues, les mémes courbures principales que S, avec des direc-
tions principales différentes. Les formes fondamentales d’une surface S quelconque
peuvent s’écrire, en désignant par H sa courbure moyenne et par A son asphéri-
cité (demi-différence des courbures principales),

® = (wt)2+ H ds?2+ (02)2.

w! et w? sont deux formes linéaires, imaginaires conjuguées, que nous appelons

les formes minima de la surface (I, n° 1-3). Si S est isométrique de S et admet
" les mémes courbures principales que S, on voit, en égalant leurs ds? et leurs
asphéricités, que

.1 wlo?= wle?,

Jai établi (I, n° 3) que les équations de Codazzi de S se condensent en une
seule équation aux différentielles totales

(1.2) — dH = 2A(rwt+ sw?),
ol rets désignent les invariants qui satisfont a
idot = rlutw?], dw?=s[wwt].
- En rapprochant de (1.2) 'équation analogue concernant S, on obtient
- (1.3) rol+swt=ro!l+ sw?.

La condition nécessaire et suffisante pour que S soit une surface d’0. B., c’est
que les équations (1.1) et (1.3) admettent une infinité de solutions en !, «*.

Comme o! et w? sont imaginaires conjuguées, ainsi que w! et w?, (1.1) se
résout par
A.4) wt=ellwt, w2 = e—10¢p?,

Nos calculs antérieurs [ [, n° 6, formule (42)] montrent que la quantité réelle 6
est I'angle que ferait, aprés application a la Bonnet, la premiére direction princi-

pale de S avec la premiére direction principale de S. Portant (1.4) dans (1.3), il
vient ‘

(t.5) r=re,  s=seld,
D’autre part, en différentiant extérieurement (1.4) et en remarquant que

[Zo—i 5’] =[wlw],.
on obtient
1.6) r=(r—if)ed  s=(s+i6;)e1.
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On élimine ensuite r et s entre (1.5) et (1.6) et Pon résout par rapport aux
dérivées pfaffiennes de 0, ce qui donne

(1‘-7) 0; = is(1— e2i0), By = ir(e—20 1),

d’ou I’équation de Pfaff

(1.8) ©db =is(1— )l ir(e—20—1)02.

Pour que 0 contienne dans son expression un paramétre arburalre, il faut que
la condition d’intégrabilité

(1.9) (1—e20)(ry+ rs) + (1— e28) (sy+ rs) = o, .
soit satisfaite quel que soit 6, donc que

(1.10) ri+rs=o, So—+rs = o.

Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une surface S soit
surface d’0. B.; on remarquera qu’elles concernent uniquement les formes
minima de la surface.

2. Les conditions (1.10) sont satisfaites en particulier si r == s = 0. Les sur-
faces correspondantes sont, d’aprés (1.2), a courbure moyenne constante : nous
les appellerons les surfaces d’O. B. de premiére classe. Pour elles, 1'équa-
tion (1.8) se réduit a d = o, ce qui démontre le théoréme bien connu, da a
O. Bonnet : si l'on déforme une surface a courbure moyenne constante sans
en altérer les courbures principales, les nouvelles lignes de courbure coupent
les anciennes sous-un angle constant.

Les formes minima o', w? sont alors des différentielles exactes du, dv et les
formes fondamentales s’écrivent ’

ds?=2 ’ & = du?+ H ds?+ do?*

du dv
A

La valeur constante de H étant choisie arbitrairement, on a, pour déterminer A,

I’équation de Gauss
a2 logA

Oudv Hr— As,

A chaque solution A(u, ¢) correspondent une infinité de surfaces ayant le
méme ds? et, pour forme asymptotique,

" ® = du? et H dst+ do? e—210,

ou 6 est une constante quelconque.
Dans ce qui suit, nous ne nous occuperons plus dcs surfaces a courbure
moyenne constante.

3. Proposons-nous de formuler tensoriellement les équations (1.10). Puisque,
d’aprés (1.2),0na -
H1:—2Ar, H,=-——2As,
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ces équations peuvent s’écrire
: H,\ . H.H, _ H,\  H.H,
@0 ()= (Ca)r =

Considérons le tenseur symétrique

HGAB"— AQHB

(3.2) ‘ lag=Hap— X

La virgule indique une dérivation covariante. La surface étant rapportée aux
paramétres u!, u?, et les rotations de la dérivalion covariante désignées par yig,
on a donc
H,p = i ST .
’ JuouB  "eBoun’

Cette formule reste valable lorsque, pour composantes contrevariantes du vecteur
infiniment ¢ dM, on prend des formes de Pfaff w!, w?, au lieu de différentielles
exactes, a condition de remplacer la dérivation ordinaire par la dérivation pfaf-
fienne; on aura

) H; = H;;— Y,‘}-H/;.

H;; est la dérivée pfaffienne seconde covariante, tandis que H;; est la dérivée
pfaffienne seconde ordinaire. Si w! et w? sont les formes minima, les rotations vig
se calculent en tenant compte que, par définition, g.p,,= 0 avec

(3.3) A gu=0,  gun= i‘) gu=o0

et que ‘
dot= r[wle?]=[wkol]=(11i—7.1)[0tw?],
dwt=—s[wlw?] =[wkwi] = (71— ¥:}) [wtw?].

On obtient ainsi

: A Y Ag
Yii=r, Yoi=s, ‘71}=—-S-—~—A—i, Y‘Z?:—r—x;
toutes les autres rotations sont nulles.
11 suit de la que
. H;H, A H, _ H,H, A.H,
ly=Hy— A A lgg_Hzg——ir——T.

En dévelbppa,nt (3.1), on constate que les premiers membres de (3. 1) ne sont
dutres que — 51& Uy et — EIT& l32. Donc les équations (1.10), qui caractérisent les
surfaces d’O. B., s’écrivent aussi
(3.4) : lii=o0, lp=o.

- Comparant avec le tenseur métrique (3,3), on voit que les directions-nulles du
tenseur /,g sont les directions isotropes, ce qui équivaut au résultat signalé par

M. H. W. Alexander : sur les surfaces d’0. B., et sur ces surfaces seulement,
le tenseur l,g est proportionnel au tenseur métrique,

(3.5) . log= A gaB.
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A partir de cette formule, on montre qu’en principe, la courbure moyenne
d’une surface d’O. B. est calculable en termes finis en fonction des compo-
santes g,3 du tenseur métrique et de leurs dérivées. En effet, le coefficient de
proportionnalité A est égal a

L
812
Or
fom H oy HiAso AHe  AH  ACH A)
: A 2A A2
ou l'on a posé
AsH = g8 H yg=2g12H 1o =2AH,1,,
A(H, A)= ga?'HaAp= g12(HyAo+ AtHy) = A(H Ao+ A Ho).

On a donc

AH  A(H, A)

(3.6) r==2 S

On peut donner de A une expression ou n’interviennent, i c6té de quantités ne
dépendant que du ds?, que les dérivées premiéres de H. Utilisons a cette fin notre

formule [I, n® 3, formule (22)]

K
- =TIy— ps—+ pr—rs,
A

. A . .
ou K désigne la courbure totale, et p =7y, = —s — X‘; elle s’écrit aussi
K
. (3.7) T =S 2rs ﬁAglogA.

Elle est valable sur toute surface; ici, a cause de (1.10), on a

HH, * AH
AT T T RAR

ri+ Sg—2rs =—4rs =—

Quant a A, logA, il se calcule a partir de A2=H?—K,

1

A K
AleS’A:B >

(HAQH‘FA(H— -—2A1A).

Portant dans (3.7), et.résolvant par rapport a A, H, il vient
A K

2

AH=%‘(2A2K+ +2A1A>,
donc

(3.8) X=F11<“K+

A.K
4

' H
+A1A)_ w.

Au second membre ne figurent que des quantités telles que K et A3K, qui se
calculenta partir du ds?, et, en outre, H et ses dérivées premiéres, A étant v —K.
Les équations (3.5), ou A est remplacé par (3.8), forment un systéme de trois

équations aux dérivées partielles du second ordre en H, pour déterminer H quand
le ds? est connu. Ce systéme 'donne lieu a deux conditions d’intégrabilité, d’ou
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I'on tire les dérivées parlielles de H en. fonction de H et de quantités connues. Ce-
nouveau systéme de deux équations du premier ordre donne lieu a son tour a une
condition d’intégrabilité, d’ou I'on tire H en fonction du ds?. Si Pon savait
effectuer ces opérations, il suffirait, une fois H exprimé en fonction du tenseur
métrique et de ses dérivées, de porter cette expression dans (3.5) pour obtenir
les ‘équations que doit vérifier tout ds? d’0. B. En fait, cette méthode semble
difficile a appliquer. C’est en revenant aux équations (1.10), c’est-a-dire en pro-
jetant le tenseur g sur le repére biisotrope, que nous obtiendrons I'élément
lindaire des surfaces d’O. B., ainsi que leur forme asymptotique.

4. Montrons d’abord que les surfaces d’O. B. sont des surfaces a courbure

moyenne isotherme. Pour qu’une surface soit & c. m. i., il faut et il suffit
A-H

que i 7 ne dépende que de H, donc, que 3 —dH solt une dnﬁ'érentlelle exacle.

Or, utilisant la dérivation pfafﬁenne covarlante, ona

AgH H 12 H,i! H 12

— 2 H:.
m dH = H (H10)’+H2u) )_ H wl 4 Hl w2
et
Hie  Hoa Hay—v,iHs _ Hy
H. = H, H. - H, — s =(logHy)1—s
= [log(—2As)li—s = 3+ % —,
H,n. Hya— 7,1 Hy o B A, e
T = o = (logH)e—r=[log(—2Ark—r=-F+ = —r.

Sur une surtace d’0. B., on a

ry Se
S=‘—'—;7 re=-— =,
donc
(4.1) i’gdﬂ (Aﬂ\l-i—%'—f— %)w‘—f—(%—%?—i— )m’:dlog(Ars},

ce qui établit la proposition.

Sur toute surface a ¢. m. 1., il est possible (I, n* 8) de déterminer des coor-
données minima u, ¢, et une fonction Y (u, ¢) (fonction primitive) telles que les
formes minima s’écrivent

(4.2) : ot= Vladu, wr= 3, dv,
d’ou ‘
_Yue Y

4.3 —— —
@ e Vb v
et :

dH Yuo
. 'ﬁ = m(du -+ dv).

On déduit de la
(4-4) H=f(u-+v), A= ‘/‘P "‘" Fu+ o).

Sur les surfaces d’0. B., la fonction primitive ¢(u, ¢) satisfait a une condition



particuliére, qu’on obtient en portant (4.3) et (4.4) dans (4.1). Le premier
membre devient ?d(u -+ ¢). Au second,
J'(u+v) __‘;_‘gg_,

4 $ut

La comparaison donne

Ars = dlog(Ars =£ du + dv) + dlog 2.
g(ATs) f( ) 8 Tuls

’q
e

buv 2
ou encore

(4.5) m =m, A

=m (m, const.).

-

Donc, sur toute surface d’O. B., la fonction primitive Y (u,v) a ses deux para-
metres différentiels proportionnels.
Cette condition nécessaire est aussi suffisante, car, de (4.5), on tire

m m — m? ——
r=—JTVh,  s=—TVhe r=oVd,
puis :
1 odr m Yy, m2 m?
= —= & = — ——=‘“—‘\/’~Pu‘¥wa 32=~‘—‘—\/‘;‘u’;“w
RO T 7 4
d’ou
ry=—rs, So = —rs.

Le choix des coordonnées isotropes imaginaires conjuguées u, ¢, et celui de la
fonction primitive ¢ (u, ¢) qui s’ensuit, n’est pas unique. Par définition, u + ¢ est
une fonction, harmonique surla surface, qui reste constantele long deslignes H=C.

On peut remplacer u ¢ par uU—+o= a(u—+v)+ b, d’ou, a cause de la réalité,
du = a du, dv = a dv (a, réel).
La nouvelle fonction primitive, J, devra &tre telle que
Vi dur = Y du2,  Yoder= Y, dv?,

ce qui donne, en négligeant une constante additive sans importance

= 1
b=2¢
Avec ce nouveau choix, il vient
Yue g ¢"r =am = m.
VAR T 2

On pourra disposer de @ pour que m = 1 ; donc il existe un choiz de coordonnées
isotropes u, v tel quc .os deux paramétres différentiels de la fonction primi-
tive $(u, v) sotent égaux.

Ces coordonnées particuliéres u, ¢ peuvent étre obtenues de la fagon suivante.

. 1w e
D’aprés les équations (1. 10). % et -U;— sont des différentielles exactes. En effet,

r re

1 . 2
a(%) =25 oo, a(%) = BE wren),
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quantités nulles d’aprés (1.10). On peut donc poser
(4.6) wl=—2sdu, wi=—2rdo.

I1 existe une fonction ¢ (u, ¢) telle que

\/"l'_“=_2s: . J'.;F;=—2ra

car cela équivaut a
(4.7) dY = 4(s*du+r2dv) =—2(swt+ rw?),

et le second membre est bien une différentielle cxacte, a cause de ry =s,, consé-
quence de (1.10).

Si Pon différentie extérieurement w'=—=— 25 du, il vient
. jris[dudv] = 2s,[du dv],
d’ou
fro= 2% =(logs?),  c’est-a-dire . Yo= (]og %) = 4’"";
s v q/u

donec
Yuo _
$Yudy

(4.6) donne donc une définition intrinséque de du et dy, et (4.7) une définition
intrinséque de dy.
L’équation (4.5) s’intégre par

(4.8) t{;:—%log(U +V),

ou U est une fonction de u, et V, une fonction de ¢. V est imaginaire conjuguée
de U; U + V est réel-: c’est une fonction harmonique sur la surface, d’ou il suit
que les courbes ¢ = C sont des courbes isothermes.

5. Nous venons de voir incidemment que, sur une surface d’0. B., so! 4 rw? est
une différentielle exacte. Par suite, w! et w? admettent un facteur intégrant

' . sWi4-row?
commun, a savoir ef . Il s’ensuit que les surfaces d’O B. sont isother-
miques, propriété d’ailleurs bien connue. On trouve que

m
(8.1) sm‘+rw2=-——2—dq;.
;’L‘q,
Un facteur intégrant commun i w! et w® est donc e *", ce qui s'écrit,

d’aprés (4.8), /U V. Posons U+ V = Q; Q est une fonction barmomque sur
la surface, et 'on a

aQ.
2Q?

(5.2) sol +re?=

donc, sur toute surface d’0. B., la forme sw!+ ro? est la demi—dzférenu'elle
logarithmique d’une fonction harmomque sur la surface.
Cette propriété n’appartient qu’aux surfaces d’0O. B., car on déduit, de (5.2),

Q=12Qs, Q:=12Qr, Qi2=2Qs:+ 47sQ.
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Par suite, la virgule indiquant une dérivation covariante,
Qi12=0Q12—7Q1=2Q s+ 4rsQ—2rsQ=12Q (s2-4+rs).

Or Q,;a=o0, puisque Q, par hypothése, est une fonction harmonique sur la sur-
face; donc s, + rs == 0. On démontrerait pareillement que ry+ rs=o, en expri-
mant que Q, .4, c’est-a-dire Qa1 — 5 Q,, est nul.

6. Une surface a c. m. i. est essentiellement connue quand on connait sa fonc-
tion primitive ¢ (%, v) et sa courbure moyenne H = f(u 4 ¢). Ses deux formes
fondamentales s’écrivent alors, en effet,

(6.1) ds‘2=2q}‘,"dudv, b = Yy du? + fds* -+ Y,do?.
On ne peut pas choisir arbitrairement a la fois ¢ (u, ¢)¢, et f(u + ¢), car ces deux
fonctions sont liées par ’équation de Gauss, K = H? — A2, qui donne ici

. e q»w qwu "
(6.2) Yo dude 8 =S

Dans le cas général, on peut choisir arbitrairement f (u + ¢), et § se détermine
en intégrant cette équation aux dérivées partielles du quatriéme ordre, mais quand
il s’agit des surfaces d’0. B., la forme générale de § se trouve imposée par (4.8);
(6.2) sert alors a déterminer f(u + ¢). En dérivant (4.8), on trouve

u'v 92

(6.3) q’uv= m(U+V)2, ()ud‘)logq’uv:-gq‘u--:

st bien que (6.2) devient, en posant u +¢ =z,

(6.4) ';;%Ing;:¢unh(£+2m>—g-

- L’étude de cette équation conduit a distinguer deux classes parmi les surfaces
d’0O. B. a courbure moyenne variable. Appliquons a (6.4 ) ’opération D = 5;‘ %;
il vient

(6.5) Dqluu(l';—',?-%—zm):o;

ou bz'en~;;+2m:o, d’oﬁf: qm

aucune condition n’est imposée a la fonction harmonique U + V. Ces surfaces
sont les surfaces d’O. B. de seconde classe. Elles sont imaginaires, car

- (6.4) est alors satisfaite quel que soit 4;”(,

. 20N —aom _ 4 -dUayv
st = m(USVE 72 du dy = j7 U= V)"

quantité négative. Nous ne les étudierons pas davantage; signalons seulement qu’on
peut expliciter les trois coordonnées du point courant d’une telle surface en fonc-
tion de u et v; . '

ou bien DY,,=o0, Y. ne dépend que de u + v =z, on a les surfaces d’0. B.
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de troisieme classe. Ce sont des surfaces W, puisque A ne dépend que de u + ¢,
comme H. Nous achéverons leur détermination au numéro suivant.

. Auparavant, revenons sur la formule (5.2), qui est vérifiée sur toute surface
d’0. B. L’équation de Codazzi (1.2) montre que, sur toute surface W, A étant
fonction de H, rw'+ s»? est aussi une différentielle exacte; posons

(6.6) rot sl = ‘2":{

Additionnons (5.2) et (6.6), puis retranchons; nous obtenons

N )= dQ  dR
(r-+s)(w +(‘)-'_m+:3_k’

. dQ dR
(s—r)(vl4+m?)= :—’TQ— R

Or, en appelant £, n un systéme de variables isométriques telles que ¢ = C,
n = C soient les lignes de courbure, ce qui est possible, puisque la surface est iso-
thermique, '+ w? est proportionnel a df, et w' — w? a dn[I, n°6, formules (42)]-

Il s’ensuit que QR est fonction de { et % fonction de n; donc Q=2 (E) p(n).

Ainsi, sur les surfaces d’0O. B. de troisiéme classe, la fonction Q de la formule
(5.2) est égale a une fonction de £ multipliée par une fonction de n. Or Q est une
fonction harmonique sur la surface; comme £, n forment un systéme de variables
isométriques, Q est une fonction harmonique de £, n. La condition, pour cette
fonction harmonique de £ et v, de se réduire & un produit A (£) p.(n) permettrait
de la déterminer, mais nous ne suivrons pas cette méthode.

7. Sur les surfaces d’0O. B. de troisiéme classe, les fonctions U (u) et V (v),
imaginaires conjuguées, sont telles que (U[L——VV)‘l ne dépende que de u + ¢; nous

allons montrer que cette propriété suffit 3 déterminer les expressions possibles

u'v
de vy
Remarquons que U'V/'=|U'|2 et U+ V =2 R U. Posons
u+v=ux, u—v =1y,
d’ou
(7.1) u=x+iy, v=m_____—iy.
) 2 2
On doit avoir
: u'v
(7.2) m =X2(.z‘).

Or, pour une fonction f(u, v) quelconque, on a

orf L rf_ O

d.x? dy? = duov’

Si f ne dépend que de x, on aura donc

af _ af
dxt ~ dudp
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Prenons en particulier f—= log (UU VV) =logX?; il viendra
dtlogX: o2 v, e T L' (-
ot = ude STV = 2auge 08 (U V)‘(U-e-V)j-"'“’X'

Donc la fonction X (z) qui figure dans (7.2) doit vérifier

dlogX .,
(1.3) e

Multiplions les deux membres par ~zlog X, et intégrons; il vient

d e
(d_zlogx) =X:—C,

o, &

Les solutions ont des formes différentes suivant le signe de C. Selon que C = A*,

ou

C =— k3, ou C = O, on obtient, en négligeant une constante additive a z
(7.4) Xt= gz (Wpe A);
7.5 xe= % :
(7.5) =9 (type B);
(7.6) A X:= % (type C).

Nous sommes donc dés maintenant en mesure d’expliciter complétement ’équa-

tion de Gauss (6. 4) sous trois formes différentes, en y remplagant ¢, soit par m

soit par

k2
hika’ soit par — * (on fait partout m = 1, comme il est loisible, d’aprés

le n° 4). Appelant S (z) une intégrale de (6.4), nous pourrons écrire le ds? de la
surface d’O. B. sous 'une des formes suivantes

2 k2du dv . . 2 k2du dv ) .
= Foysmiks  (WPeA) A= gpronierr (WpeB):
o 2 du dv
ds? = () (tape C).

Notons que le probléme qui vient d’étre traité est identique en substance a
celui qui consiste & déterminer un ds? de révolution ayantla courbure — 1. Posons,’
en effet,

. r—1iy 3z
U=Q—tp, u = - =§;

2

il vient
P+ dQ* .
—_— ——— ~4 ¥V = _0.
du =4 dx?+ dy U-V=2Q
d’ou

UV Iﬂz_ dP? - dQ)?
(U+VvyeE Q¢ T Qi d)r)’
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Nous avons donc déterminé X(z) telle qu’on ait

dP?+ dQ?

o = X(2)(dat+ dy?).

Le premier membre est un ds? pseudosphérique de courbure —1; le second est un
ds? de révolution; nous avons donc obtenu, dans les formules (7.4), (7.5), (7.6),
les formes que I'on pent donner a X (z) pour que le ds? de révolution soit un ds?
pseudosphérique de courbure —1.

8. La forme asymptotique s’écrit, d’aprés (6.1),

r

U+V

(8.1) & =— U:{vdu!—f—fdsﬂ— dor.

AV

Il ne suffit plus de connaitre (—UU_'_V—W; il faut connaitre séparément chacun des

- Nous déterminerons U et V en exprimant

facteurs de ce produit, I_{_ v et I_J%-_V

que les dérivées logarithmiques de (_U_:V')? par rapport a u et par par rapport a ¢
sont égales, ce qui donne '

(8.2) %'_ 20 V' 2V .

U+V- V  U+V’

Abaissons 'ordre en posant ,
U=r(U), V=p(V)
il vient
(8.3) N=w)(U+V)=2(h—p).

Des dérivations par rapport a U, puis par rapport a V, conduisent a
(8.4) WU +V)= ' (U+V)=1+p.

On en déduit

puis

Portant dans (8.4), il vient b, + b= o0, donc

by=21ib, by=—21b (b, const. réelle).

Ensuite (8.3) donne

A=aU2+2:bU + ¢, =aV2—2ibV +c¢ (¢, const. réelle).

11 suffit d’étudier la fonction U (), puisque V en est I'imaginaire conjuguée;

elle doit vérifier
dU ’
b)) . : —_—= 2 1 .
(8.5) o =aUt+20bU+c
On distingue trois cas, suivant que b2+ ac est positif, négatif, ou nul; ces trois
cas, nous le constaterons, correspondent aux types A, B, C déja introduits.
LXXVII. 8
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On remarque, sur (8.5), que, si b2+ ac > o, les lignes u + ¢ = G, c’est-a-dire
les lignes H=C, sont représentées dans le plan complexe (U) par un falsceau de
cercles ayant pour points de base deux points de I'axe imaginaire, cela, ¢n suppo-
sant a 3% o; si @ = o, on obtient. un faisceau de drones rayonnant d'un point de
I'axe imaginaire;

Si b2+ ac <o, les lignes H=C sont représentées dans le plan (U) par un
faisceau de cercles ayant pour ponnts de Poncelet deux points symétriques par
rapport a I'axe imaginaire;

Si b+ ac = o, avec a £ o, les lignes H=C sont représentées, dans le méme
plan, par un faisceau de cercles tangents a 'axe i imaginaire; si @ = o, et b aussi. par
conséquent, ces lignes sont représentées par des paralléles a 'axe imaginaire.

Le plan (U), ou nous venons de faire la carte des lignes H = C, est celui ou les
lignes ¢ == C, c’est-a-dire U+ V=2, sont représentées par des paralléles a 'axe
1maginaire.

9. (Type A.) b*+ ac > o. — Supposons d’abord a 5 o. Du fait que, seule, la
somme UV figure dans la fonction primitive ¢ =—1log(U~+ V), on peut
ajouter @ U une constante imaginaire pure, pourvu qu’on retranche de V la méme
quantité. On peut aussi multiplier U et V par une méme constante réelle, car § se
trouve ainsi simplement augmenté d’une constante, et, seules, ses dérivées figurent
dans les formes fondamentales. Grice a4 ces changements, (8.5) est réductible a

(9.1) A % = k(Ut=+1).

On ne peul simplifier davantage, car si 'on changeait ku en u, la constante m ne
conserverait plus la valeur 1 que nous lui avons attribuée. Intégrant, il vient

U=tgk(u+2+i3) dou V=tgk(v+a—i3).

Cela donne
U cosk(v+2—i3) k
UV~ cosk(u-+a-+ip) sink(u—+ v+ 2a)’
V' cosk(u+ax-+iB) k
U+V  cosk(v+a—i3) sink(u+ v+ 2a)
d’ou

vV Rk
(U+Vy " sintk(u+v+2a)

Pour rejoindré (7.4), on doit faire soit a = o, soil a =

=
Tk a=o0 donne
(9.2) ' U=1tgk(u+1i3), V=1tgk(v—i3)
et, par suile, '
2 1 2 : 4

(9.3) dst= ,2k d.udv , i____cos.k(v t?) I.cdu fedst— cosk(u+f'3) Ifdv

j(x)sm’kx cosk(u +i3) sinkz cosk (v —i3) sinkx
= donne, en changeant le signe de U, qui n’a pas d’importance,

9.4) " Umcothk(u+1i3), V=cotk(v—i83),



— 15 —

d’ev
. 2 k*du dv sink(v—1t3) kdu? sink(u+:3) kdv?
(9.5)  ds* -f (z)sintkz’ ®.= sink(u+t3) sinkx +fdst+ sink(v —i3) sinkz

Supposons maintenant @ = o; (8.5) est réductible &

dU .
(9.6) T = 2ikU,
d’ou
U = ettk(u+a+id), V = e—tikiv+a—i3),

et : ' '

UV k2

(U+V)  costk(u—+v—+2a)
On rejoint (7.4) en prenant a ==+ 4Lk les deux signes donnant le méme

résultat :

9 U keiklut) V' ke—thiu+) UV ke
®.7) U+V  sink(u+v) U+V  sink(z—+v) (U+V)y ~ sink(u-+v)-

et, en conséquence,

2 ktdu dv ketkx ke—ikx
(9.8) ds® = j.—('m ‘1)3_— m—du’-#—fds’ Sinkz de?.

On remarque que, dans ce cas singulier ou @ = o,  ne figure dans aucune des
deux formes fondamentales, ce qui nous autorise a faire 8 = o dans I'expression
de U(U=—ie%*x), Lesdeux formes fondamentales ne dépendent que de z = u +-¢;
par conséquent la surface correspondante admet un groupe de mouvements a.un
paramétre et, comme les lignes H = C; c’est-a-dire z = C, ne sont pas lignes de
courbure, c’est un hélicoide. En réalité, nous avons a envisager deux hélicoides,

“suivant le signe de k dans (9.6). Si 'on change k en — &, le ds? n’est pas altéré,
mais la forme asymptotique devient

ke—ikx ketkx
(h‘:— sin k du? +fd3'—Td9,

®, ne differe de ®, que par une permutation effectuée sur u et v. Une telle trans-

formation étant de jacobien négatif, on voit que le second hélicoide n’est pas

superposable au premier, mais & un symétrique du premier par rapporta un plan.
En résumé, pour le type A, les surfaces d’O. B. ont pour ds?

: k*du d
‘(9.9) dﬁ::f_'a(—:;f)sil:l—’l:.t (r=u-+v)
ou f(x) est une_intégrale de
2 .
(9.10) Ioof’ sm*k.l: (:’7-,- + g) —f,

. et, pour forme asymptotique, I'une des formes ®,, ®,, ; ou d;. Il semblerait,
d’aprés cela, que le ds? donné en (9.9) fit susceptible d’une infinité d’immersions
correspondant & la méme courbure moyenne f(z), en raison du paramétre § qui
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ﬁaure dans @, et ®@,. Il n’en est rien. On peut voir, en effet, que, quelle que soit
la valeur que l'on donne a 8 dans @, par exemple, c’est toujours la méme surface
Si: que I'on obtient. Posons, en effet, u= u-+1iB, g =9 — i, ce qui ne change
pas z. Le ds? reste invariant; ®, devient

coskv k due st cosku kdv?

Pr=— = = snkz’
cosku sinkz cosky Sinkz

Par ce simple changement de paramétres, de jacobien positif, nous avons fait
disparaitre 3 des formes fondamentales de S;, ce qui démontre que nous n’avons
affaire, essentiellement, qu’a une seule surface. Soit S, la surface ayant comme
forme asymptotique @, ou P'on fait 3 =o0. Cette surface est susceptible d’une
infinité continue de déformations avec conservation des courbures principales. Si
I'on met S, et S, en correspondance, les points homologues étant ceux qui ont les -
mémes paramétres u, ¢, on réalise une application a la Bonnet; si, en revanche, on -
met en correspondance les points u, v de S, et u 4 i3, v — if3 de S,, on réalise
une superposition de S, sur S;. S, a donc la propriété remarquable de rester
superposable a elle-méme aprés toute déformation qui conserve ses courbures
principales.

Des considérations analogues s’appliquent a ®,. Donc le ds? (9.9) du type A
étant donné, et f(x) étant la courbure moyenne, il n’y a que quatre surfaces
essentiellement distinctes dont deux hélicoides symétriques, qui admettent ce ds3
et cette courbure moyenne. Ces quatre surfaces constituent ce que M. E. Cartan
appelle une famille d’Ossian Bonnet.

10. (Type B) b+ ac < 0. — On réduit (8.5) a

du

(l' k(l—U9)7

d’ou
. . . uv. ke
U=thk(u+a+iB), V=thk(v+a—iB) ToVE = e F s

Il n'y aici qu’une fagon d’obtenir (7.5), c’est de faire a = o, d’ou

. 2 k2du dv _ chk(v—if) Adu? 2__ch/c(u—hi{:l) kdv?
(10.1) ds-=f-——,(x)5h2kx’ T chk(u~+iB) shkx - fds chk(v —ip) shkz’

ou f () est une solution de

a2 , A2 f? R
(10.2) Elogf—s—ﬁc_%(f—q—_) 7

Pour ce type, on n’obtient essentiellement qu’une seule surface, quelle que soit
la valeur que 'on donne a 8.

11. (Type C) b2+ ac = 0. — Supposons d’abord a 5 o. (8. 5) est réductible a

au__
de ="
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d’ou
_ I V= I u'v I
Tu+a+if ' vA4a—ip (U+V)2 " (ud+v+2a)p

On obtient la forme (7.6) en posant « = o, d’ou.

' _ 2dudp v —iB du? + i3 dv?
(11.1) dsz—w_’f-:'(—‘—l‘_)’ ¢ = u-—::—l_p -I--‘fd2 pr— l? _.-L‘—

ou f (z) est une solution de

(.2) %logfe-x'—g(/fff +2)—f’.
Dans le cas singulier o @ = o, on se raméne a
dU = du,
d’ou .
U=u+a+iB, V=o+a—if, (UU+VV)2=(u+v’_‘_“)2-
L’identification avec (7.6) exige «a = o, d’ow
(11.3) ds’=£%‘i), Q:—%‘E+fds‘l—¥,

ol f(z) est une solution de (11.2). Les deux formes ne dépendant que d’un seul
paramétre x = u - ¢, la surface adnet un groupe de mouvements a un paramétre;
c’est une surface de révolution, car les lignes d’égale courbure moyenne, z = C,

sont aussi lignes de courbure.
En conclusion, dans le type C, pour un ds? donné et une courbure moyenne

donnée, il y a deux immersions possibles : I'une donne une surface de révolution,
I'autre une surface qui peut étre déformée a la Bonnet, et qui reste égale a elle-
méme au cours d’une telle déformation.

12. .Nous avons vu au n° 1 que, si deux surfaces S et S ont méme ds? et méme
courbure moyenne, il existe, entre leurs formes minima respectives, les relations

o' = wteld w?= w2e—i0,

et que, sur les surfaces d’O. B 0 vérnﬁe I’équation complétement intégrable
d0=is(l—e?ie)wi-b-ir(er"-’ie—l)wi. -

En tenant compte de

rz_ﬁ_'l__, =-——ﬂ:) uv = YuYv,
Ve T The T

celte équation s’écrit :

dd = — sinf (e®, du + e~y dv),

ou, puisque : .
|84 : \4

WESgEv WET o

&= 5‘“°V(er0dU + e~ V),
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Mais on a posé U= Q — (P, V= Q +¢P; il vient donc finalement

(12.1) d0=sin0(£g—QcosG+ -‘i—;sin()).
La solution générale est, comme on le voit en divisant par “:‘2 8 ,
cQ '
9 e .
(12.2) ‘ b =—arotg p—

8 est P'angle que fait la premiére direction principale de S avec la premiére direc-
tion principale de¢ S, quand on applique S sur S avec conservation des courbures

principales, en mettant en correspondance les points qui ont les mémes valeurs de
u, 9. On voit que 0 est 'agument de

CP—1—iCQ=—iC(Q+iP)—1=—iCV —1.

La solution (12.2) s’écrit aussi
1+ iCV

=
ce qui montre que O est la somme d'une fonction de u et d’une fonction de ¢,
c’est-a-dire, une fonction harmonique sur la surface; c’était a prévoir, puisque 6
est 'angle de deux réseaux isothermes.

Cherchons la relation qui existe entre la constante d’intégration C et les para-
métres 3, B dont dépendent S et S.

Plagonsrnous d’abord dans le type A, et supposons que S et S correspondent
respectivement a

U=tgk(u+iB), U=tgk(u~+iB).
U est une fonction homographique de U

U+nhk(;‘3_p)_

U= =
1—iUthk(8—§)

La nature de cette transformation apparaitra plus clairement si, tenant compte

TEY % on pose
9

que u =

U=—iw(z), U=—iw(z) avec w=P+iQ, w=P+iQ;

on obtient alors

wehk(B—p) —shk(B—§)
——wshk(ﬁ—ﬁ)-i-(:h/\'(ri—‘ﬁ)

g

(12.3)

C’est un groupe de transformations a un paramétre, 6 — B, sous-groupe du

groupe fuchsien. On ‘pouvait prévoir que le passage de w a w se ferait par une

transformation fuchsienne, car ce passage conserve c’est-a-dire
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dw |2 . . . . . Cdw 2
E' s et, seules, les transformations fuchsiennes laissent invariant ————- Sous

Q'Z

1
@
forme canonique, (12.3) s’écrit
i G
w41 - w1

9

ce qui montre que w est sur le cercle passant par — 1, +1, et w.

On déduit de (12.3)
5 — Q A dw— dw .
T ek G bk G_pT T [Tk (G_p) - k()T

Appelons « 'argument de — wshk (8 —B8) + chk (3 — B), nous aurons

12.4) D _ g,
Q
Or
rdw _ UL (e
Qdz ~U+vV W=7
La relation (12. 4) donne donc
wt = e—ixgpt et, par suite, 0= ei%w?,

Donc I'angle 0, correspondant au passage de S a S, est

Qshk(F—B) .
PshZ(B—B)— chk(B—B)

Comparons avec (12.2); nous voyons que, dans ce cas,

(19.5) 6=—a=—arctg

C=thk(B— ).

C ne varie qu'entre — 1 et 1, pour un tel couple de surfaces; 8 varie seulement

Q

P—+1
couple sont égales entre elles, comme nous 'avons vu au n° 9, mais S peut aussi
étre considérée comme provenant de S par une déformation continue a la Bonnet.

Supposons maintenant que, S correspondant toujours a U= tgk (u—+ if),
S corresponde a U = cotk (u +'t'6). S, dans ce"cas, n’est pas égale 2 S. On aura
alors

entre — arctg

et — arctgi)—%;, en passant par zéro. Les deux surfaces de ce

wshk(B—B)—chk(B—8),
wchk(B—8)—shk(B—p)’

w =

« sera Pargument de wchk (B — B) — shk (B—B), ce qui donne

Qehk(B—B) .
Pchk(B—B)—shk(B—B)
Comparant avec (12.2), nous voyons que

C=cthk (B—B);

0 =— a =-—arctg
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C est toujours supérieur a 1 en valeur absolue; S ne provient pas par déformation
continde de S. ‘

Enfin, U étant toujours tgk(u—+i8), prenons U =— ie?*u+i) (ce qui, nous
P’avons vu au n° 9, donne le-méme résultat que — i  e2ékv), Nous aurons

I+ w
=—-—--—-,

I—w

gl

d’ou
2Q — - 2dw

dw

Riare i B (e o

Appelons « 'argument de 1 — P — ¢ Q; nous obtenons

dw dw
— = e 2l ——
Q Q
ct
e Q
6 __—a—-—arctgp__l

La comparaison avec (12.2) montre qu’ici C =1.

Si I'on avait pris U = i e~2i(u+i8), on aurait eu

- w—1
w =
w41
d’ou
6 =—a=—ar =— Q
= = g(w+1)= arctgP+l,
ce qui correspond 4 C=—1 dans (12.2). Un hélicoide de Bonnet ne peut donc

s’obtenir par déformation continue d’une surface de la méme famille.

13. Dansle type B, soient S et S correspondant a

U=th(z+if) e U=th(u+i8).
/

Posant toujours w = {U, w = iU, il vient en éliminant u,

weos(B—pB)— sin(B— ?")_
wsin(B—B)+ COS(E—.B)

W=
Il s’ensuit que

6 = —arg[w sin (B — B) + cos (B— B)] =—arctg Qsin(B—B) .

Psin(B—B8)+cos(B—p)”

c.’est la formule (12.2) avec

C=—1tg(B—B)
Cette fois, C parcourt toutes les valeurs quand B varie de § — ; ap+4 7—;

14. Dans le type G, soit
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L’élimination de u donne

=
T avw(B—p)
d’ou
. 0=—argli+w(f— @>]=—.arcts<ra(—i_a>ﬁ—13 s
L'identification avec (12.2) donne ‘
G =T(E—j 3)-
Sil'on prend
U= u—:iﬁ et U=u+ip,
il vient '
- 1
W= —y
. w
d’ou

6=—argw=—arctg§-,

ce qui correspond 4 C ==o. La surface de révolution de Bonnet ne peut donc
s’obtenir par une déformation continue de I'autre surface de la méme famille.

13. On doit a M. E. Cartan un théoréme remarquable concernant les lignes de
courbure des surfaces d’0. B. Il est possible de faire la représentation conforme
d’une telle surface de facon que, sur le plan de la carte, ses lignes de cour-
bure, ainsi que ses lignes de courbure vir luelles, solent représentées par des

cercles (ou des droites).
Nous appelons évidemment lignes de courbure virtuelles d’une surface d’0. B.

- les différents réseaux orthogonaux sur lesquels viennent s’appliquer les lignes de '
courbure des surfaces isométriques, quand on réalise une application a la Bonnet.
Pour le démontrer simplement, nous établissons d’abord la propriété suivante :
sur toute surface d’0. B., les lignes de courbure bissectent les lignes H=Cet

les lignes = C.
En effet, les lignées H=C, d’aprés I’équation de Codazzi (1.2) ont pour
équation

rol -4 sw2=o.
Les lignes ¢ = C, d’aprés (5.1), ont pour é'qualion
sw!l4+rw?=o.
Comme les lignes de courbure, de leur coté, sont définies par
w1+w5=o, w!l — w?2=o,

on voit que la proposition est exacte.
Il suit de 1a qu’on peut attacher au réseau isotherme des lignes de courbure une
variable complexe sur la surface, Z, liée aux variables complexes U et u, qui sont
respectivement attachées aux réseaux définis I'un par les lignes ¢ = C et leurs tra-
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Jjectoires orthogonales, 'autre par les lignes H = C et leurs trajectoires orthogo-
nales, par la relation '

{(18.1) dl2 = m dU du (m, const. réelle).

Si l'on faisait la carte de la surface sur le plan (Z) les lignes de courbure seraient
représentées par les paralléles aux axes. Calculons Z pour les différents types.

Type A. — a. Si U=tgk(u+ iB), on trouve, par (15 1), ot m =k,
Z=logtg[;——£(u+iﬁ)].
4 2
B. Si U'=cotk(u + if), on trouve, en faisant m =—k

7= logtgf(u + iB).

. s gk k
Y- Si U'=— i e, en posant m =— -, on aura
7" = eiku,
. . o _k
4. 8i U"=— ie-?u, en posant m = -, on aura
Z”’: e_tku.

Pour les cas a et 3, nous poserons encore

—_— Z yl_ z!
L=el, U=el.

Les lignes de courbure de la surface S, dans le plan (), seront représentées
par les demi-droites rayonnant de P'origine et les cercles centrés a 'origine. Or les
quatre variables complexes ¢, ¢/, Z” et Z"” sont fonctions homographiques les unes
des autres. Tout faisceau de cercles (ou de droites) tracé dans un des plans corres-
pondants est représenté aussi par un faisceau de cercles (ou de droites) dans
chacun des trois autres. Adoptons comme plan de la carte le plan de la variable (Z"),
ou les lignes de courbure de I'hélicoide S” sont représentées par les paralléles aux
axes. Dans ce plan, les lignes de courbure de S seront représentées par deux fais-
ceaux de cercles orthogonaux, admettant comme points de base, ou comme points
de Poncelet, les points de (Z") qui correspondent a4 {=o0 et { =, c’est-a-dire,
7' =ietB, et Z'=—1ie'B, deux points situés sur l’axe imaginaire, symétriques
par rapport a lorigine. Pour &', résultat analogue, mais les points de base
deviennent /3 et — e’B, symétriques par rapport a 'origine sur l’axe réel. Enfin,

" 1 . .
pour §", comme Z" = 7, les lignes de courbure sont représentées par les cercles

tangents en O, soit a I'axe réel, soit a 'axe imaginaire.

Typ,eb'B. — Dans ce cas, U=th(u + iB), etl’on obtient

1 {— eu+i3
7= - log ——s
12 £ A el
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Nous prendrons,.comme plan de la carte, le plan de

t = e%.

t est une fonction homdgraphique de e =1, qui, pour { =o0 et { =00, prend les
valeurs 4

to= e—i(a_g); lo = e—i((i+§).

Dans le plan (¢), les lignes de courbure ont pour image les droites rayonnant de
I'origine et les cercles orthogonaux; dans le plan (¢), elles seront représentées
par les faisceaux de cercles ayant comme points de base ou points de Poncelet les
points ¢, et ¢, diamétralement opposés sur la circonférence unité. '

TvpeCG. — a. SiU=—

1

m) on trouve
Z=1log(u~+iB)

et 'on pose

{=el=u-+if.

B. Si U= u + if, on peut pren&rc
ZI= u.

- Dans le plan (Z'), ou les lignes de courbure de la surface de révolution {3 sont
représentées par les paralléles aux axes, les lignes de courbure de la surface «, &
cause de { = 7'+ {3, ont pour image les droites rayonnant du point — 3, et les
cercles orthogonaux.

Sur les formules précédentes, on vérifie ce qui a été dit a la fin du n° 6. En
posant Z —{ -+ in, la partie réelle de U, Q, se présente comme le produit d’une
fonction de £ par une fonction de 7.

Notons enfin que si 'on avait fait la carte de la surface d’0. B. sur le plan de
la variable (U), c’est-a-dire sur le plan ou les lignes ¢ = C sont représentées par
des paralléles a ’'axe imaginaire, on aurait obtenu, comme images des lignes de

~courbure, des coniques homofocales ayant leurs foyers soit sur 'axe imaginaire,
soit ext des positions symétriques par rapport a I’axe imaginaire. C’est une consé-
quence du fait que les lignes de courbure bissectent les lignes ¢ = C et H=C, et
de la nature de I'image des courbes H = C, qui a été indiquée au n° 8.

16. L’équation de Gauss des surfaces d’O. B. est une équation du troisiéme
ordre dont I'inconnue estla courbure moyenne f(z). On peut en obtenir une inté-
grale premiére de la maniére suivante.

Prenons-la sous la forme (6.4), ou nous faisons m =1

2 Vi
o logf = bue (L, —f.
azloss = bu (Lo +2) =7
Dans le type A, on a
k2
sintkz’

'qhw=
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ce qui peut s’écrire

bup=— -;- Ztiiz log sin%kz;
I'équation devient donc

@ kp
—— log(f' sin2kz)= =0 — f'.

(16.1) dz f sintkz

Multiplions les deux membres par

a ' o =L .
alog(f sin2 kx)= 7 + 2kcotkz;

il vient

l_d
2 dz

2 k2 f2 2k3f2 k. " .
[ log(f sin? k.z')] T s{nka f’{incﬂoljzx —f"—2kf’ cotkz,

et, en intégrant,
. ifd, . . 2 , k2 f2
(16.2) ;[%log(f sm’kz)] +f+2kfc°th+‘7§r{2_k.i=c'

Dans le type B, il suffit de remplacer sinkz et cot kz par shkz et cthkz.
Dans le type G, on a

I 1 d?
q;u_‘,= i ou bup=— 5 a5 logz?,
- ce qui permet d’écrire I'équation de Gauss
. ar 2 £ = f’ 4
(16.3) 7108 (@)= o — "
Multiplions les deux membres par

log(e2f) =1 +

nous obtenons

[ B 25

et par intégration, .
d
! [-——dx log(aﬁf’)] +f+ =+ —qf =

2

17. Par le calcul précédent, la recherche de f se trouve ramenée a l'intégration
d’une équation différentielle du second ordre contenant la constante arbitraire C.
On gont encore ram: “er le probléme a I'intégration d’une équation différentielle
du second ordre par une méthode toute différente, basée sur la considération des

hélicoides de Bonnet.

Nous avons vu au n° 9 que, dans le type A, figurent des hélicoides, pour

lesquels U =— i 24, On obtient donc, pour ces hélicoides,

k etk{u+v) k e—ik{u+v)
Yu=— sink(u+v)’ Yo=— sink(u+v)
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ce qui s’écrit encore, puisque u + v = z,

Yu=— k cothkx — ik. b =— kcothxr + ik.
Les deux formes fondamentales d’une telle surface sont donc

(17.1) ds?= ;f—;‘f:%, D =(—kcothkx —ik)du+ fds?+(— k cothkz + k) de2.

Or, partons des équations paramétriques d’un hélicoide quelconque
X =rcosw, Y = rsinow, L={+hw.

r et ¢ sont fonction d’un méme paramétre. Définissons le paramétre ¢ par

(17.2) » d V(RE+ r2) drr + r2d7?

¥= 24 r?
et POSODS, en outre,
hdf
df = dw + —"
h2+r2’

le ds? prendra la forme isotherme
ds? = (h?+ r?) (ds2+ db2).
¢ et 0 sont donc des paramétres harmoniques sur la surface. Posons
p=a+3,  b=i(a—-f)
Nous obtiendrons, pour notre hélicoide générique, les formes fondamentales
(17.3)  dst = 4(h2+r)dadB, @ =(g—-2ih)de+ fds+(g +2ih)d3,

f désigne la courbure moyenne et a pour expression, en désignant par un accent
les dérivées relatives a ¢, .

. 1 d( ry
aréo f-ma,(m)’

et g's’exprime par

(17.5) =

(h2+r2)2 d reg’
| (h2+ r2)?

rr' dy

-On constate que

7 = 2(Il2+ 7'2)’

~J%

si bien que le ds? s’écrit aussi

(17.6) dst= 2 £, dadp.
: . S
11 est clair que si, pour cet hélicoide, on connait I'expression de g en fonction
de ¢,’équation (17.5) déterminera r(¢), car, au second membre, ¢’ peut étre rem-
placé en fonction de r et i’ au moyen de (17.2), et 'on obtient ainsi une équation .
du second ordre en r(¢). Une fois intégrée cette équation, (17.4) donnerait f{(o).
Or d’aprés I'expression (17.3) de la forme asymptotique, il est manifeste que g
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estliée & la fonction primitive {/(«, B) relative aux choix du parameétre harmonique ¢

par .
4 = g —2ih, 3—%=g+ 2th, d’ou

da

*Y _
dads &
Pour que I'hélicoide soit un hélicoide de Bonnet, il suffit qu’on ait

-(17.7) ' _ Va8 = m,

m peut étre une constante quelconque, car il n’est pas nécessaire que ¢ soit le
paramétre canonique z = u + v. Cette équation (17.7) s’écrit

’

g

g gh

et s’intégre, en négligeant une constante additive a ¢, par

(17.8) g=—2hcot2hms.

A la constante arbitraire m prés, nous connaissons donc g(¢) pour tout héli-
coide de Bonnet; donc, d’aprés ce qui a été dit plus haut, la détermination de la
courbure moyenne f d’un tel hélicoide est ramenée a I'intégration de I'équation du
second ordre (17.5), ou g a 'expression (17.8). Cette équation contient le para-
métre arbitraire m; l'intégration introduira deux constantes nouvelles : nous
aurons bien, par (17.4), f(¢) avec trois constantes arbitraires, et cette expression
de f sera la solution générale de I'équation de Gauss des surfaces d’O. B. du type A,
puisque cette équation est identique a celle des hélicoides d’O. B. Il est toutefois
nécessaire d’indiquer le lien exact qui existe entre z et g, ainsi qu’entre la cons-
tante k, qui figure dans I’équation de Gauss, et les nouvelles constantes & et m.
Récrivons les deux formes fondamentales de I’hélicoide de Bonnet, en prenant pour
le ds? I'expression (17.6), et compte tenu de (17.8)

4h*mda dj
S (g)smizhmy’ .
®=(—2hcot2hmp—2ih)du?+ fdst+(—2hcot2hms + 26h) dp.

ds?= 12

(-17.9)

L’identification avec (17. () s’obtient en posant

shme = kx et k=2hm?,
d’ou

3 = mz, a = mu, B = my.
Donc, une fois f déterminée en fonction de ¢, k, m, et de deux constantes d’inté-
gration, on aura f en fonction de z, dc m, et de deux constantes d’intégration en

k 1] 0 I :

remplagant ¢ par mz, et h par —, : I'expression obtenue sera 1 intégrale générale
de (16.1). :

18. Dans le type G, nous avons vu au n° 11 qu’il y avait des surfaces de révolu-
tion, pour lesquelles U = u, d’ou

. du dv- du® dv®
ds-.—ZW) ‘p——-x—-l—fds’—- -
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‘Or, dans les formules que nous avons utilisées au numéro précédent, il suffit de
faire h = o pour obtenir celles qui correspondent a la surface de révolution; le
paramétre harmonique ¢ vérifie alors

(18.1) | dy = VI
‘etl'on a
ds?=2§:dadp, P = gdar+ fds?+ gdf?,
avec :
La fonction primitive ¢ («, 3) vérifie
H=d=n ao gh=s,

et 'on a une surface de révolution de Bonnet si

’

g — PRy — 1
E-m, ~ dol g.——--—”—l—;-

L’équation déterminant r (o) est donc, d’aprés la seconde des formules (18.2),

(18.3) I S NG

ou ¢’ doit étre remplacé en fonction de r et ¥/ au moyen de (18.r1). Quant a lar
relation entre z et ¢, on trouve, en opérant comme ci-dessus, que ¢ = muz, si bien
que, une fois intégrée I'équation (18.3), la premiére formule (18.2) donnera la
solution générale de I'équation (16.3).

(Manuscrit regu le 12 décembre 1948.).



