BULLETIN DELA S. M. F.

BELADESZ.NAGY
Vibrations d’une corde non homogene

Bulletin de la S. M. F., tome 75 (1947), p. 193-208
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1947__75__193_0>

© Bulletin de 1a S. M. E., 1947, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1947__75__193_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

VIBRATIONS D'UNE CORDE NON HOMOGENE;

Par Btra pe Sz. Nacy
(Szeged).

Le calcul des perturbations dont on se sert aujourd’hui généralement dans la
Mécanique quantique, naquit d’une idée de Lord Rayleigh qui 'appliqua pour la
premiére fois -au calcul approché des vibrations propres d’une corde avec de
petites inhomogénéités de masse ('). Ce calcul formel, méme dans la forme
perfectionnée que lui préta plus tard M. E. Schrodinger (?), manquait d’un
fondement mathématique rigoureux, en particulier, d’'une démonstration de la
convergence du procédé et des estimations concernant la rapidité de cette conver-
gence. Ce n’est que tout récemment qu’on a entrepris des investigations dans
cette direction (?).

Le but primitif de cette Note est d’illustrer ces résultats nouveaux, d’ordre
général, sur lexemple classique de la corde vibrante non homogéne. A cet eflet,
il faut formuler le probléme d’une fagon convenable, dans le vocabulaire d’un
probléme dans I'espace de Hilbert. Cela réussit méme dans le cas ou la distribution
des masses est tout a fait arbitraire. En méme temps, on obtient une nouvelle
voie pour l'étude du probléme, sous les conditions les plus générales. Les para-
graphes 1-4 sont consacrés a ces considérations d’ordre général, tandis que le
dernier paragraphe contient le calcul des perturbations.

1. Choisissons le plan des vibrations pour plan (z, ¥), et supposons que les
extrémités de la corde sont fixées aux points (0, o) et ({, 0). Le mouvement de la
corde sera décrit par une fonction y(z, ¢) indiquant I'ordonnée a I'instant ¢.

L’énergie cinétique est fournie par I'intégrale de Stieltjes

1

!
(1 =3 [ sram@) o),

(*) J. W.'S. RavLeweH, The theory of sound, 2¢ éd., vol. I, 184, London, p. 115-118;
cf. R. Courant et D. HiLBeRT, Methoden der Mathematischen Physik, 2* éd., vol. I, 1931, Berlin,
p. 300-302.

(?) Cf. par exemple le livre cité de R. Courant et D. HiLBerT, Chap. V, § 13.

(%) F. ReLLIcH, Stérungstheorie der Spektralserlegung 1-V (Math. Annalen, t. 113, 1936, p- 600619
et 677-685; t. 116, 1939, p. 555-570; t. 117, 1940, p. 356-382 et t. 118, rg42, p. 462- 484) BELa DE Sz. NAG\
Perturbations des transformations autoadjointes dans l’espace de Hilbert (Commentari Math!
Helvetici, t. 19, 1946/47, p. 347-366).

oy

(*) Convenons d’écrire j au lieu de ';—'r et ' au lieu de 3z
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ou I'on a désigné par m(z) la masse portée par le segment (o, z) de la corde (%).
L’énergie potenticlle est proportionnelle a 'accroissement de la longueur de la

/ p— e
corde, c’est-a-dire a A :f v 1+ y"*dx—1, le coefficient du rapport étant égal a
0

la force extensive que nous voulons supposer, pour simplifier la notation, égale a
Punité. Bornons-nous a I’étude des petites vibrations, c¢’est-a-dire supposons que
la valeur exacte de A puisse étre remplacée par le premier terme de son déve-
/
i A 1 12 s . . , .
loppement, savoir par A, = j; y'*dz. L’énergie potentielle s’exprime alors par

la formule

(2) U=§f yrda.
0

Les fonctions y(z, ) correspondant aux mouvements que la corde est suscep-
tible de prendre, sont, d’aprés le principe de Hamilton, celles qui rendent
stationnaire l'intégrale

ol . /
3) [Cir—vyu= ‘f f/rf [J2dm(z) —ydr],
4 0

<1, =

lorsqu’on suppose données les configurations aux instants initial et final y(z, t;)
et y(z, t2). On a donc pour ces fonctions

/ oo ,
% l)[ r/lf [(¥y +eqrdm(x)— () + )2 dx] =0 pour ¢=o,
N 0

c’est-a-dire

L /
(4) f l/t/ [ hdm(a)—3y' 'dx]=o,
A 0

pour toute fonction admissible n(z, t) telle que
() . n(z, 1)=0 et n(x, )=o.

Nous disons que la fonction y (z, t) est admissible lorsqu’elle satisfait a cerlaines
conditions imposées par la nature méme du probléme. Nous préciserons ces
conditions plus loin; pour le moment qu’il nous suffise d’en indiquer I’essentiel :
c'est que ¥ (=, t) satisfasse aux conditions aux limites

(6) (o, t)=o0 et y(,t)=o0

pour tout ¢ et que les dérivées et les intégrales figurant dans (3 ) aient un sens.
Lorsque la masse de la corde admet une fonction de densité p(z) dont elle
est l'intégrale, alors les vibrations y(z, t) de la corde satisfont a 'équation

(*) m(z) peut donc étre une fonction croissante arbitraire, continue pour z =o et z =1,
c’est-d-dire telle que lim m(z) = o et lim m(z) = m({).
Z>0 x>l
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différentielle bien connue
) Y—p(@)¥=o,
I'équation différentielle d’Euler-Lagrange associée a I'intégrale (3). Les vibrations
ou les points de la corde sont toujours dans la méme phase, c’est-a-dire pour
lesquelles y (.z, ¢) a la forme u(z) ¢(¢), s’appellent les vibrations propres. llsuit

de (7) que ¢(t) anécessairement la forme @ cosxt + b sinx¢, tandis que u ()
satisfait a 'équation différentielle

(8) w+z2p(Z)u=o0
et aux conditions aux limites
{9) u(o)=o et u(l)=o.

En intégrant, on en obtient I'équation, équivalente a (8) et (9)

u(.z')+x'—'f£clz[f:u(.§)p(E)d5——C]:o
b 0 0

(10) Al z
oi C=Cw=7 [ ds [ u®e ez

On peut ’écrire, d’ailleurs, aussi sous la forme

1
() f 12, §)u(8) o(F) dE= iu(x)

()

ou p= ;:;et la fonction I'(z, &) est définie par@lorsque oLEL et
z(

par ;l_ﬂ lorsque z <t < 1.
Dans ces formes intégrées, '’équation conserve un sens méme lorsque la répar-

tition des masses de la corde est du type le plus général. 1l n’y a qu'a substituer
dans ces intégrales dm () a p(E) dE, et & les prendre au sens de Stieltjes.

2. Nous allons considérer I'équation (10); ou celle équivalente (11), comme
un probléme de valeurs propres dans un espace de Hilbert. Les éléments de cet
espace I sont les fonctions & valeurs réelles u(x) définies sur (o, ), absolument
continues, s'annulant aux points z=o0 et =/, et pour lesquelles u'(z)
(existant presque parlout) est de carré intégrable. Produits scalaires et normes
sont définis par

)
(u, u,)’:f uyubdr - et lel =V(w, wy.
0
On vérifie sans peine que I satisfait aux axiomes de I'espace abstrait (réel)

de Hilbert, en particulier, qu'il est complet.
On a les inégalités fondamentales

(12) "max | u(z)| < —\ﬁ—llul’ et |u(zy) — u(zs) | LV | @y — 2| Juf,
13.
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cons¢quences simples de I'inégalité de Schwarz. En effet,

o3 / 2
|20t )2= [ / wd.r —f u'r/.r]
] s
! 2 ! !
= [ [ sgniar —¥§) u’dﬁ] éf (sgn(z— E:))‘ll/‘l'f w'rdx
0 0 0

- N " o
) — () = f wdr| < f dx J wide = ay— ro fuf?
-, ay (]

Il s’ensuit que la convergence dans la métrique de I entraine la convergence
uniforme, et que les fonctions u(z) situées dans une « sphére » Ju|<C de B,
sont bornées dans leur ensemble et uniformément et également continues. Tl
s’ensuit, en vertu d’un théoréme d’Arzela, que de toute suite bornée dans la
meétrique de I on peut extraire une suite partielle uniformément convergente.

On tire de la premiére des inégalités (12) que

Al 1
(-}0 u‘lll.r) éiﬂuﬂ'.

N} 7
(13) (j u'HI,r) = =luf,
A =

=T
l

o L1y =z \?
j (—a(u,’)‘l-— u‘l)r[[ =f (~u'—-ucntg:—) dz.
, \ @2 b \7 []

Celle-ci s’obtient, a son tour, par intégration partielle, en remarquant que
u?(x)colg —lf —> o0 pour x -> o0 et x— [, conséquence de ce que

A 2 1]
u,'-'(.r:):(j IL'IIE) éxf (w')rds
.o f)
1 2 /
u'%x):(f u,'t/E) é(l—z‘)f (w')2ds.

Quelle que soit la fonction continue u(z), la fonction

] X 4
Au:f I'(x, E)u(E)(/m(E):—f dz[f u(E)dm(E)—C(u)]

appartient évidemment a J. En particulier, 3 est transformé par A en lui-méme.
La linéarité de cette transformation est manifeste; nous allons montrer aussi

Pégalité ayant lieu pour u(z)=csin
I'identité

- La démonstration (%) est basée sur

et

. (%) Cf. G. H. Harpy, J. E. LitTLEwWoOD et G. PoLYA, Inequalities, Cambridge, 1934, p. 185.
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qu'elle est symétrique et completement continue. En ellet, quels que soient u
el ¢ appartenant & D, ona

/ ] -
(Auw, v)'=f (Au)'v'x/.r:/ [—‘-/‘ u(g')r/m(\f;')-o-(‘.l'll)]i"(.r):/.r
0 0 )

- N,

’ B ! / B
=[ (-«f w(Z)ydmz)+ Gou )) v(_r‘;] [ vt»./')z/[— [ wiz) i %) + ll(u}]
"

L bl <
N
=] v(a)yu(r)ydm(r).
o

donc

() (Auov) = [

<y

! / .
() u(rydmir) = [ w(oretaydmiry = (Av.wy = (u. Avy.
Al

Pour démontrer la continuité compléte, envisageons une suite bornée d’éléments
de B, el montrons qu’on en peut tirer une suite partielle w,, pour laquelle Au,
est convergente dans la métrique de . i1 suffit de choisir cette suite partielle w, (:r)
de sorte qu’elle soit uniformément convergente, alors Au, sera convergente dans
la métrique de D. puisque

i N ;
Awy-—Auy |t = Ay —uy))rdr= §— w ()t (D dm () + Cie,y -1t ' ilr
1Au ) [ |A (v )] 2 dr jﬂ ' J“ 10, (B) -t (B e (2) + Citue " )’ o

tend vers zéro lorsque m et n croissent indéfiniment.

La transformation A étant complétement continue, est, a plus forte raison,
bornée, c'est-a-dire que |Au| admel un maximum fini A}, lorsque u parcourt
tous les éléments de I tels que Ju| . <1. Comme il s’agit d’une transformation

symétrique, | A | est en méme temps le maximum de | (Aw, ). Or,  (\u, ) | peut

/
étre écrit, en vertu de (14), sous la formef u*dm, d’ou I'on oblicnt par une
i

intégration par parties

A
(N, w) = —»:».j [me(ay —eyu(a)w (o) dr,

[

¢ désignant une constante arbitraire. Choisissons pour ¢, par exemple la moyenne
arithmétique du maximum et du minimum de m(z) sur (o, {), alors nous

\ Pt N .
aurons [m(2)—e¢l < -V, ou V, = maxm(x). Il s’ensuit que

! N / E
1 (Aw, uY| \f [t | o~ \% [ ,,-.-,1.,“[ ( mh%
o “a

"

el

et, tenant compte de (13),

!
= Vo fels.

{(Aw, w)| .~

Donc

(15) wrz v
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11 convient d’observer, et nous en ferons usage plus loin, que la fornction m(z)
pouvait étre jusqu'ici une fonction quelconque a variation bornée.
Lorsqu’on suppose que m(z) est, conformément a sa signification physique,
t

une fonction strictement croissante, alors on a (Au, u)'=f u*dm > o pour
. o

tout élément u de M, sauf pour u(z)=o, ce qu'on exprime en disant que la
transformation A est définie positive.

Or, on sait qu’une transformation linéaire symétrique complétement continue
et définie positive de 'espace de Hilbert admet un sysiéme orthonormal complet
d’éléments propres, les valeurs propres correspondantes étant toutes positives et
convergeant vers zéro.

Il existe donc un systeme orthonormal d’éléments de ® : u,(z), u.(z), ...,
Jfonctions propres de la transformation A, correspondant respectivement
auzx valeurs propres [y, pay ... 00 > ... >0, limp,=o, et toute

Jonction u(z) de B admet le développement u(x) _Zc/, ui(z) avec c,=(u, ur)',

convergeant au sens de la métrique de M et, aplusforle raison, convergeant
uniformément. L’arrangement des termes étant arbitraire, la convergence
est méme absolue.

3. Envisageons, outre 3, encore une autre réalisation de Pespace abstrait
de Hilbert, noltamment l’espace L* des fonctions réelles f(«) mesurables et de
carré sommable par rapport a la fonction monotone m(z). Dans L2, produits
scalaires et normes se définissent comme d’habitude par

1
fo)=[ Horg@dm@) o UA=VT D

et deux fonctions sont considérées comme représentant le méme élément de L2, si
elles ne différent que sur un ensemble de mesure nulle par rapport a m(z).

Dérivons du systéme {u,(z)}, obtenu dans le paragraphe 2, le systéme
{on(2)] 0n

»I-

on(Z) = #nun () ("n-—)*n -"=1:2y_---)'

Ce systéme esl orthonormal dans L*. En effet, on a par (14) :

!
%, -~
(Smy Sn) =f omendm =(Aom, 92) = pm(9m, 9n) = .x.,t(um; Un) = 8mn.
0. -m

On sait que les fonctions continues forment un ensemble partout dense
dans L?; méme il suffit de prendre seulement les fonctions s’annulant pour o et !
ct dont la courbe est composée d’'un nombre fini de segments de droites. Or, ces
fonctions appartiennent 2 B, donc elles peuvent étre approchées uniformément
par les combinaisons linéaires des fonctions u,(z). Il s’ensuit que les fonctions
%, (x) forment un systéme complet dans L?, c’est-a-dire que toute fonction f(x)
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de L admet le développement f(x) =Z dror(z) avec dr= (f, o), convergeant
k

dans la métrique de L2. '
Faisons quelques observations sur Pallure des fonctions u,(z) et 0.(z). La
forme différentielle de I'équation (10) )

(16) T du'(z) +wu(z)dm(z) =0

fait voir que sur tout intervalle ou'u(x)> 0, on a du'(z) = o, donc u(x) est
concave; de méme, u(z) est convexe sur tout intervalle ou elle est ~ 0. Les
dérivées de gauche et de droite de u(z) sont égales en tout point ou m(z) est.
continue, tandis qu'a un point x ou m(z) fait un saut égal a =, la dérivée de
gauche surpasse celle de droite par la valeur% u(z).

Soient « et P deux zéros de u(z), > a. Supposons de plus que u(z)
ne s’annule pas identiquement entre « et 3, ou, cc qui revient au méme,

3
que f (u')*dz > 0. On a, d'une part,
X

3 8 B3
f (u')rdx =~f waw =1 [ wdm;
o o b

hatts']

d’autre parl, on obtient par un raisonnement analogue a la démonstration de (15),
que ’

8 3—a 3
udm < - V(e W) dx,
S wam (=5 [ )

Vo (2, 3) désignant 'oscillation de m(x) sur («, B). Il s’ensuit que

. = U

(17) ;f"—f‘év";(—:—?)é—v:’

D’ailleurs, il est impossible que u(z) s’annule identiquement sur un intervalle,
sans qu’elle s’annule identiquement sur (o, ). En effet, (y, ¢) élant un tel inter-
valle de longueur maximum, s’il ne coincide pas avec l'intervalle entier (o, {),
alors il existe un intervalle contigu sur lequel u(z) 3£ o. Supposons, pour fixer
les idées, que c’est Pintervalle («, 1) et que u(z) > o sur («, v). Alors u(2) doit
ére concave sur tout I'intervalle («, ¢), ce qui est impossible. On vérifiera d’une
maniére analogue que u(z) change de signe a chacun de ses zéros.

En résumé, si u(z) ne s’annule pas identiquement, alors elle a un nombre
fini de zéros au plus, la différence de deux zéros consécutifs satisfaisant a
Pinégalité (17),

Toutes les valeurs propres de A sont simples. En effet, u et ¢ étant deux
fonctions propres correspondant a la méme valeur propre p, choisissons les
quantités c,, ¢, de fagon que ¢1 C(u) + ¢, C(v)=o,|c1|+|ca|>0. w=ciu +cac
est alors aussi une fonction propre correspondant i p ct 'ona C(w)=o0.Ona
donc

(18) — [z [ w@yam (@) = pw(o.
[ (]
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Si w(z) # o, alors on peul trouver un point z, de facon que n'(z,) %o et
que w(z) ne change pas de signe sur (o, z,). Supposons, pour fixer les idées,
le second membre de (18) est, pour z= z,, positif, tandis que le premier
membre est négatif ou o. L'hypothése w(x)52£ 0 nous a donc conduits a une
contradiction. Donc w(z)=z=0 : u(z) et ¢(x) sont linéairement dépendantes.
Cela prouve que p est une valeur propre simple. '

Nous avons vu qu'une fonction propre ne peut avoir qu’un nombre fini de
zéros au plus. Dans le cas ou m(z) est Pintégrale d’une fonction de densité y(x),
alors on a le théoréme d’oscillation de Sturm, d’aprés lequel le nombre des
zéros de u, (r) dans P'intérieur de (o, I) est égal 4 n — 1 et cela de fagon qu’entre
deux zéros consécutifs de u,_,(x) il y a toujours un zéro de u,(z). Dans le cas
d’une distribution de masse du type général, notre méthode ne fournit pas un
résultal aussi préeis (7), sauf le résultat partiel que u,(z) n’admet aucun zéro
intérieur a (o, /). La fonction propre correspondant a la plus grande. valeur propre

N ., . Au, uy
peut étre caractérisée notamment par le fait que c’est pour elle que ((u ’u),' ’
N ’
/ udm
¢’est-i-dire ———, alleint son maximum. Mais cetle expression a la méme

j ('
i

valeur pour u(z) et pour {u(z)|. Toute valeur propre étant simple, u,(x)
et | u,(x)! nc peuvent donc diflérer qu’a un facteur constant prés. En particulier,
u,(z) ne change pas de signe dans (o, !), donc elle se compose d’un seul arc
convexe ou concave, ¢t par conséquent, qu’elle n’a pas de zéros dans I'intérieur
de (o, ).

En résumé, la corde a une infinité de fréquences propres » << »x,<<x; <...
limx, =o; les vibrations propres de fréquence », étant décrites par les
JSonctions y(x, t) = (acosx,t+ bsinx,t) u,(z) de méme forme et différant
seulement dans leurs phases et amplitudes. Les fonctions u,(z) forment un
systéme orthogonal et complet dans Uespace B, on peut supposer qu’elles sont
ausst normées. Les fonctions ¢,(z)=x,u.(x) forment alors un systéme
orthonormal et complet dans l'espace L*. La fonction u,(xr) admet un nombre
Jint de séros au plus, et entre deuz séros consécutifs elle est alternativement
convexe et concave. La fonction u,(x) n’admet aucun zéro dans Uintérieur

de (0, ).

4. Passons maintenant a I'étude des vibrations les plus générales, déterminées
par les conditions initiales arbitraires

(19) y(x, 0) = f(x), (=, 0) = g(z),

(") On pourrait d’ailleurs montrer que le méme théoréme subsiste aussi dans le cas général, et
cela par exemple par un raisonnement indiqué dans le livre cité de R. CouRrant et D. HiLbERT,
P- 395, note (*).
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et montrons qu’une telle vibration admet unc « résolution spectrale » en vibrations
propres.

Pour déterminer y(z, ¢), nous nous servirons du principe de Hamilton,
c'est-a-dire de I'équation (4). 1l y a lieu ici de préciser ce que nous voulons
entendre par une fonction admissible. Telle est une fonction ) (2. ¢) satisfaisant
aux conditions suivantes imposées par la nature du probléme :

a. y(z, t) est, pour chaque valeur fixe de ¢, un élément de Pespace D
b. v(z, t) est, pour chaque valeur fixe de z, une fonction continue de ¢:

c. v(z, t), considérée comme un élément de I'espace L2, admet une dérivée
faible » par rapport au paramétre ¢, c’est-a-dire qu'’il existe un élément de L2,
dépendant du paraméltre ¢ et désigné par y (., ¢), de facon qu’on ait

«

lim (-——_——"(’“ T+ 'g'-v(” D, f(.r)) = (i 0, f(0).

quelle que soit la fonction f(z) appartenant a L?;

d. || et]y| sont des fonctions bornées de ¢.

Les fonctions admissibles forment évidemment une variété lincaire. Quelles
que soient les fonctions admissibles yi, )., les produits scalaires (11, )
et (i, y2) sont intégrables par rapport a ¢ sur tout intervalle fini (¢, ¢.). En
effet, ce sont des fonctions bornées (en vertu de d) et mesurables, puisqu’elles
se déduisent de yi(z, t) et y:(x, t), fonctions continues de ¢, par des passages i
la limite. i

Quant aux fonctions données figurant dans les conditigns initiales (1¢), on doit
naturellement supposer que f(z) appartient a Pespace I et g () a lespace L2,
Leurs développements

Sl =Zakuk(x) ct &) =Zb/\-pk(.z') =21)k‘/.kllk(.l‘ B
k k k

convergent respectivement dans la métrique de Metde L Ona

Nai=Ir1r o Nbi=|sl
I3 '3

Envisageons la série

(20) E(a‘.cosxkt—bb/;sin-/.;\-t)uk(;::):
&

elle converge dans la métrique de I, et cela uniformément par rapport a ¢,
puisque

n 2 n

2 n
z(ak coszit =+ brsinxit) u =2(ak cosxit —+ by sinxu)ﬂéZ(a}f-h bt).

m m m
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1l s’ensuit que (20) converge absolument et uniformément par rapport a z et ¢.
Sa somme 1°(z, t) est donc une fonction continue des deux variables, appartenant
a 10 pour chaque valeur fixe de ¢ et 'ona

1< (ak+ bh).
k
La série

(21) '2(—aksinm-t+bkcosmvt):px~(x)
k

converge dans la métrique de L2, puisque
n T2 n n

2(;- ay sinzgt + by coszit) ok =Z(——- agsinzit + bkcosxu)=é2(a2 + b}).

m m m

La somme de (21), élément de L?, est évidemment la dérivée faible y(z, t)
de y(z, t); on a de plus

17 P< Y (at+0D)
k

La fonction y(z, t), définie par (ao): est donc admissible. Elle vérifie évi-
demment les conditions initiales (19). Nous allons montrer que c’est cette
fonction qui décrit le mouvement de la corde déterminé par les conditions
initiales, c’est-a-dire qu’elle satisfait a la relation (4), quelle que soit la fonction
admissible v (z, t) telle que (3) ait lieu.

Soient

n(x. t)=2‘rk(1)uk(x) et iz, ,\_“ Y‘(t)o x(x)
&

les développements de n et de 7, convergeant respectivement dans la métrique
de I et de L2 Il s'ensuit de (3) que y(t)=7v(ta) =0 pour k=1, 2, ....
Posons, pour abréger,

(22) a‘-coszkt+bk§inxkt=ck(t).
On a alors

(7 ) — (5, "\)'—Z(ci;“ -—ck"fk)
X

Les. sommes partielles de la série du second membre sont bornées; en effet,

ié[Z Z‘“] [zqgvz] 21511+ 17Tl

k k=1

Par conséquent, on peut intégrer terme a terme :

(23) f:l()»n)-(h*l)]d’——Zf (

) ae.
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Tenant compte de la relation ¢x=-—x;cz, on trouve par une inligration par
parties, que (23) est égale a o, c’est-a-dire que la relation ( 4) est satisfaite.
I1 reste & montrer que les conditions initiales déterminent le mouvement d’une

maniére univoque. Soit y*(z, t) ch(t)u‘(z) une fonction admissible quel—
conque satisfaisant au principe de Hamxlton exprimé par (4), ainsi qu’aux condi-
tions initiales (19); on a & montrer que c;(t) =cx(¢) (k=1,2,...).

Soit +(¢) une fonction absolument continue de ¢, satisfaisant aux conditions
v(t) = (1) = o, d’ailleurs quelconque. La fonction n(z, t) = v(¢) u.(x) étant
admissible et vérifiant (3), on déduit de (4) que

by s
f’(-':—"'i——c‘y)dt—o '
s n = 0.

t *n

En désignant par C; (t) une fonction primitive de ¢, (¢), on obtient en inlégrant

par parties : -
B
Jl <x:+c;l>*}dt=o.

1 n

Comme ¥ est une fonction arbitrairec dont I'intégrale sur (¢, ¢2) s’annule, on
en tire que G+ x;C;, doit étre ¢gale a une constante presque partoul. Or, cela
entraine que G}, (¢) a la forme a cosx, ¢t + B sinx, ¢ + 9, donc

eh(t)=Crt)=ay c0s vt + b sinx,t.

Or, au vu des conditions initiales, on doit avoira,=a,.ctb,=b,(n =1, 2, ...),
ce qui achéve la démonstration.

En résumé : Soient f(z) et g(x) deuz fonctions quelconques, appartenant

respectivement aux espaces M et L. Soient f (x) =Zan un(z)etg(z) =Z buga(x)

leurs dévelbppements suivant les fonctions propres un et ¢,. La corde est
susceptible d’un et un seul mouvement _y(.z', t) satisfaisant aux conditions
initiales y (z, o) = f(z) et y (=, 0) = g(x), et ce mouvement admet la « réso-
lution spectrale »
¥y(z, t) =2(a,, cos %yt + by sinz,t)u, ().
n

Ce développement est convergent dans la métrique de Uespace B et & plus
Sforte raison, il est convergent absolument et uniformément.

3. Dans le calcul effectif des vibrations propres d’une corde non homogéne,
on a besoin, dans la plupart des cas, de se servir des procédés d’approximation.
Le procédé dont nous faisons usage, s’applique au cas ou la distribution des masses
donnée m(x) ne s’écarte que relativement peu d’une distribution m,(z), pour
laquelle 'les vibrations propres sont connues. L’¢cart relatif en question est

mesuré par le rapport o= 1\_;"1’ V,, désignant loscillation de la fonction
0 :

my(z)=m(x)—mq(x) sur (o, [) et M, étant égal a la masse totale m, (/). La
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distribution m(z) peut étre dérivée de m, (z) aussi par une déformation continue
dépendant d’un paramétre ¢, 0 Z¢1; il n’y a qu’a poser

m(z; )y =mole)+zmy(ry=zm(x)+ (1—z)ymy(r).

alors m{o; z) == m,(z) et m(1; ) = m(x).

Les fonctions m(z), m.(z), mi(z) et m(e; z) engendrent dans le sens du
paragraphe 2, cerlaines transformations linéaires A, A,, A, et A(z) de I'espace D
en lui-méme; on a A(e):=A,+e\;. A(c) est définic positive, mais A; ne I'est
que si my(z) = m(x)— m,(z) est aussi une fonction croissante.

Par hypothése, les valeurs propres i, pao, 0. - - -, et les fonctions propres
(), Usy(z), Use(2). ... de A sont connues; les p,, soient rangées en ordre
décroissant et les u,, soient normées dans ’espace . i

Soient (). p2(e), pa(e), ..., les valeurs propres de A(:z) en ordre
décroissant. On obtient immédiatement par la propriéié du « minimum maxi-
morum » de la n™ valeur propre (*) que p,(g) — p.o est compris entrc le
minimum et le maximum de ¢(Au, u)' lorsque u parcourt tous les éléments de D
tels que [u]'.< 1. Tenant compte de (15), il s’ensuit que

Iv

(24) |{ll:(3)—l‘lnnlé

my

ct, lorsque la fonction my(z) = m(x)— m,(x) est aussi non décroissante, et

o
que par conséquent (A u, u) :] u*dm,(x)> o, alors on a méme
0

_l_ Vm, (Oézé[)-

(25) 0 Z () — PpoL e

Pour obtenir des évaluations plus précises, nous nous servirons du théoréme
suivant, cas particulier du théoréme II dans le Mémoire cité de l'auteur
(pour b= p=o0) et qui, a son tour, est une variante précisée d’un théoréme
de M. F. Rellich. Bien qu’il fut énoncé originellement pour I'espace de Hilbert

complexe, il reste ¢videmment valable aussi dans le cas plus simple d’un espace
de Hilbert réel. Le voici :

Soit Hy une transformation autoadjointe de Uespace de Hilbert. Soit 1,
une valeur propre simple de H, et soit u, un élément propre normé corres-
pondant. Supposons que ., soit isolée, c’est-a-dire qu'il existe un intervalle
(o —d, po + d) (d> 0) ne contenant pas d’autres points du spectre de H,.
Enfin, soit H, une transformation autoadjointe, bornée par a. Alors, :

. N d
désignant un paramétre réel tel que o <e¢ <, le spectre de la transfor-

mation H(e) = H, + eH, consiste, dans Uintervalle (n,—d +as, p, +d—ae),
en une seule valeur propre simple p.(c); celle-cipeut étre représentée, du moins

(%) Cf. par exemple, le livre cité de R. Courant et D. HiLperT, Chap. III, § 3, ou cette propriété
est ¢noncée pour les équations intégrales.
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// . .
pouro Ze << Ta) par une série entiere de = commencant par le terme p.,. et

dont le k*™ coefficient (k > 1) ne dépasse pas en module la valeur

ja\t=t _ d(ja\*
(%) =5 (%)"

Il existe en plus un élément propre normé u(z) de H(c), correspondant p.(s),
qui est représenté pour les mémes valeurs de ¢ par une série enticre de ¢
commencant par le terme u,; le k™™ coefficient de cette série (qui est aussi un

Y , ha\k
élément de U'espace) ne dépasse pas en norme la valeur (-'%) .
’

Toutes les valeurs propres de notre transformation A, étant simples et isolées,

. 2
et comme A, est bornéee par a =

k]

V..., ce théoréme s’applique a chacune d’elles.
En désignant par d, la distance de la '™ valeur propre 2., a la valeur propre

. . ’I“ .
la plus proche, on aura donc pour 0 ¢ << Ta’

‘ R d, [fa\*
(26)  wa(:)= wuu+etui+ Pppa+ .. .. H-Lnl.-lé—/l— Z (h=1,2....),
n
X , fa\*
(27)  wun(e)=tpo~+ s+ SUpys~+ ... llunklé(’—) (k=o.1,...).
“n

Pour calculer les p1,; et les u.;, on commence par comparer les coefficients
dans les développements des équations

A(e)ten(z) = ma(2)un(z) et (u,,(s). u.,,(s))’:l,
ce qui fournit le systéme infini d’équations :

Po) Ao Wno= 4no Uno, (Qo) (Wnoy Uny) =1,
(P1) Agtni~+ Aty = o Unt=+ Pnt Ung; (Qy) (s 1na) +(1tny, wny ) =0,
(P2) Agttna~+ Asten1=pnoUna+pnt Unt~+Pazltne,  (Q2) (%noy Una) + (Unt. Unt) +(Unz, Uny ) =0,

(P) et (Q,) expriment sculement le fait que u,, est une fonction propre normée
(dans Pespace ) correspondant a la valeur propre g, de A,. En prenant les
produits scalaires des deux membres de (P,) avec u,, et en lenant compte aussi
de la symétrie de A, et de (14), on obtient

W
(28) nt = (A1, u,.n)’=f ugy (z) dmy ().
0

Soit uay :Zc,,vuw, le développement de uni suivant le systéme orfformale

v

complet {uy,} dans W. (Q,) donne cun = (%a1, Uay)'=o. Pour calculer les
coefficients c,, tels que v £ n, prenons les produits scalaires des deux membres
de (P,) avec u,,; nous obtenons par un calcul simple que

(A1uno, Uvo )’1

Cny=(Un1, Un) = Hmo— tve.
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donc
1

N F Uy () / 2 Uyo ()
(29) un(z) = —— (MU, Up) = Y ———" Uno Uyo My
n noy Uwo A no Uyo @AMy

— Uyo —
eyt Hno ~0 V#"Pno Hvo
Prenons maintenant les produits scalaires des deux membres de (P;) avec un,-
nous obtenons
_
Mn2 = (Ai Uny, Uno )’ = chv( Aqtyo, Uno )’,

vitn
donc

l 2
(30) Une = [(A1 Une, uvﬂ)_' _ N\ 1 [ /‘ u’muvodm‘] .

Mno — Mvo H Mo — Mvo

vEn

Ainsi, faisant usage de plus en plus d’équations (P) et (Q), on calculera
successivement les coefficients de la série de p,(¢) et de u,(¢). (Cependant, dans
la plupart des applications, on se contente des premiers coefficients que nous
venons de calculer.)

Envisageons, & titre d’exemple, le cas d’une corde homogéne de masse M,,
chargée au point z = par une masse ponctuelle (un curseur) 7; calculons la

vibration propre fondamentale, c’est-a-dire py = ;:T et uy(z).
2
Prenons pour distribution de masses approchée celle de la corde homogéne

hY
my(z) = ﬁ z,

l
alors

EE

{o pour o<LxLE,

m,(z):m(rc)—nz(,(:z:):l pour: I <z 21 Vi, == et I
> ="

Les vibrations propres de la corde homogeéne sont faciles & calculer; on a

Hno = ;i— = hf:l i?’ Uno(Z) = —-\/:Zsin =z
2, = nt
1
4= N = 1 1
dn= Hno—ln+1,0 = C_n K10 ou _C_n = i my
et
s
fa =
2 _ =~ (Cue
dp 4 @0 n?
. ."l
Supposons que
1 3
@) T
alors l’mégahté 0Le<< 21; =g est vérifiée aussi’ par ¢ =1, donc on a, en vertu
de (26) et (27),
w= 1y (1) = o+ Pa1+ M2+ .., luﬂA[é}l;o(‘%(Cl,U)k (k=1,2,...),

Uiz ug (1) == wgg—+ Ui+ Uia+..., Juu <L (Co)k (k=o,1,...)
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Les coefficients pu, (242 ¢t uyy(2) se calculent par les formules (28)-(30) :

=£ vz
1y = 1429 sin? _; Mi2= 9432 Py (:mT sin TE)
et
=% . w=ak vIT T
uy () = snn—l—mnTsxn-—l—»
En se servant des formules
2 1 1

sin(n=+1)xsin(n+1)3—sin(n —1)a sin(n—1)§,
= sin(a + 3)sinn(a + 3) — sin(a — {3) sinn(a — B)

et des transformations abéliennes, on obtient

w
P P o mE P
. 13 . 3 . 273 1 . 2VR
12 = My, 0% sin? T’ sin? T’ -+ 2sin ——l—‘ — sin 7 S
2 v o
v=1

»
.—5 E+2zQ1 . E+x
S sin 2L 4+ sinz - sinvz
l l v l
v=1
©
——.7:2 ) S 4
—sing —— - sinvz
{ v
v=1

=k A + —z\ . t(—=x
= uq(§) = [sm—-smT+4.<1—;l )smzsl —::(il—El )sm:;l ],

+1seréférantaucaso Zx <tet—1aucasi <<z Ll
La valeur propre p, est donc égale « en seconde approximation » &

=t =t £
(32) F’-1=Hw+Hu+}'~n_=um[1+2asin l‘+c’5m‘ lE 2 8i ..“lf i 2;” (1:—2:%)]

et Derreur relative (py— @) @ piq, Stant égale &ﬁzy“’ ne dépasse pas en
k=3

module
. < . % (Cyo)
(33) ;6( 10)‘=EI‘—'—l_CN_'

L’¢lément propre u; est égale « en premiére approximation » & & = s+ uq, et

luw— @] = Eu“- Z(c o)k = M

k=2 k

T'on a
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N URT ., ., T . ope
En particulier, soit = (c¢'esl-d-dire que le curscur est placé au milicu de la
de la corde). alors (32) prend la forme simple

MR = ma( L+ 7).

Il s’ensuit pour la premiére fréquence propre

B ~ 1 %10
(R XY = = .
| by L +3

Comme 2, = pryo et | Qaprés (25)] aussi py > pyy, on voit aisément que erreur

I

relative (% —-%y) : 4o DE dépasse pas en module la moitié de la quantité (33)
Remarquons, en vue de faire une comparaison. que cet exemple admet aussi
une solution directe simple. L’équation (16) prend la forme

oM 14
‘ 22uix) - dr pour . -,
. ) { 2
e dd () = 22ue)ydm () = f
2.0t pour s = -,
2
donc
LM, R 1
~ut () =22 - uen) ponr e o
ct

Il s"ensuit par un calcul simple que la premiére fonction propre (non normée) est
la suivante

N T l R .
e = sin _;—I'; ,_/', (n_."r = ))1 e ()= e (1 —-x) 0Zx .20,
la fréquence propre #, élant déterminée par I’équation

%
v35) colg - — =
2 2y

En comparant avec (34), on voit que 'approximation de z, par %, esl serrée
méme pour les valeurs de ¢ dépassant sensiblement la borne (31) (voir le tableau
suivant). 1l est d’ailleurs tout naturel que le théoréme général dont nous sommes
partis, ne fournisse pas, dans chaque cas concret, les estimations les meilleures
pour I'erreur d'une approximation de rang donné.

%

L 1. 0.9, 0.8. "7, 0.6, 0.5,
. 1 1 R 3 2 R
side (3] O =0.111... , = 0.2) =0, |28... L= 0,060... 1
4 i 7 3
slde (35) .. o 0,012, 0,258, 0, 163... 0,771 1,273

(Manuscrit recu le 5 novembre 1946.)

(') Nous faisons usage des tableaus de K. Janske et F. Enne, Funktionentafeln, »< éd. 1938,
Leipzig-Berling p. 38,




