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SUR UNE NOUVELLE SPHERE DU TETRAEDRE ORTHOCENTRIQUE;

Par M. V. TuatpavuLT.

Tennie (Sarthe).

l. Généralités. — Dans un tétraédre quelconque T = ABCD, on
désigne suivant 'usage par a, @/, b, ¥, ¢, ¢/, les arétes BG, DA,
CA, DB, AB, DC et les diédres correspondants, par A, B, C, D
les aires des faces opposées aux sommets A, B, G, D et'par V le
volume.

A. Les plans menés par chacune des arétes et qui partagent
'aréte opposée en deux segments proportionnels aux carrés des
aires des faces passant par la premiére, concourent en un pointK
dont la somme des carrés des distances aux faces du tétraédre T
est minimum. (Premier point de Lemoine.) Les coordonnées
barycentriques de ce point sont (A2, B2, G2, D?) et ses distances
aux faces BCD, CDA, DAB, ABC sont égales a

B 3AV g 3 DV
T A*x By C:+ D2’ ) = KB+ Gt D2

da

‘B. Sil’on projette orthogonalement un point A, de la face BCD
du tétraédre T en B, sur la face CDA, puis que I'on projette By
en Dy sur la face CBA et Dy en C; sur la face BDA, (*) la condi-

—
tion nécessaire et suffisante pour que le vecteur Gy A, soit perpen-

— > >
diculairealaface BCD estqueles vecteurs A, B, B, Dy, D, Cy, Cs A,

soient proportionnels aux aires B, D, G, A des faces vers lesquelles
ils sont dirigés.

Si un quadrangle gauche Q,= A, B,;D,C; est orthogonalement
inscrit & un tétraédre quelconque T, les plans perpendiculaires aux
cotés A, By, B, Dy, D,Cy, C, A, enleurs milieux concourent donc
au centre de la sphére circonscrite au tétraédre T, = A,B,D,C,
qui coincide avec le premier point de Lewmorne K du tétraédre T

() Pour fixer les idées, on suit le sens positif BDC sur le périmétre du
triangle BDC dans la succession des faces CDA, BAC, DAB du tétraédre T.
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dont les ‘coordonnées normales sont porportionnelles & CyA4,
A{Bi, BiDi, D4C4; de sorte que

Cx A1 =2 da, AfBj = Q'd[;, D1.C1‘= 2 dc, B1 D1 =2 dd.

Le tétraédre T étant donné, on construit donc aisément le
quadrangle Q,. Il y a trois quadrangles gauches

QiE A1B1 D, Cl, QzE AacszDz, QaE,AsDacaB%

orthogonalement inscrits au tétra¢dre T, et si I'on parcourt le.
périmétre du triangle BDC dans le sens opposé, on en détermine

trois autres Q,, Q3, Q;.

Les angles Ay, By, D,, C; au quadrangle gauche Q, sont égaux
ac,b,c,b; les diagonales B,Cy, A;D; sont paralléles aux plus
courtes distances des arétes AB et DC, AC et DB, leurs longueurs
sont inversement pgoportionnelles a celles-ci, et 'on a des conclu-
sions analogues pour les angles et les diagsnales des quadrangles
gauches Q, et Q. Donc,

A;Cx=Asz= A3B3=2da; BIA1= B-;Cg:l B303=2db,.
CiDy=CsA,=C3D3=24d,, DiBy=D,By=D3A;= 24y,

1
(1) A1Dy=CoDy= k(A2+ (G2—2ACcosd’)?. ’

1
= k(B2+D*—2BD cosb)I = ;—(_bb"sine(i),

BiCi=A3C= :—ccc’ sin ', ’Az By= B;3;D3s= § aa’sin 8",

(*) En vertu d’une relatign de G. Dostor (Le triédre et le tétraédre, avec
application des déterminants, p. 143).
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0, ¢/, 0" étant les angles des arétes CA et DB, AB et DC, BC et
DA, en posant

() (i 6V

A*+ Bi+ Ci+ D2

2. Tutorime. — Dans untétragdreorthocentrigue T=ABCD,
les sommets des quadrangles gauches Q, et Q, Qs et Q},
Q; et Q;, orthogonalement inscrits, sont vingt-quatre points
situés sur une méme sphére dont le centre coincide avec le
premier point de Lemoine K.

En effet, dans les téiraédres T,=A,B,D,Cy, To=A,C;B.D,,
T;=A,D,C,B,;, les diédres suivant les arétes B,C; et A;D,,
A,Bjyet Cy3D,, A3C; et B, Dy, sont droits. Or, si Pon transporte
le tétraédre T, de facon que la face C,B, D, coincide avec la face
A,B,D, du tétraédre T, qui lui est égale, le plan de la face C3A, D,
coincide avec celui de la face C;A;D, et le point A, avecle symé-
trique du point Cy, par rapport a la médiatrice du coté A,;D,,
c’est-a-dire en un point de la circonférence circonscrite au
triangle C, A, D, situé aussi sur la sphére circonscrite au tétra-
édre Ty. Les sphéres circonscrites aux tétraédres T, et T, sont
donc égales, de méme que les sphéres circonscrites aux.létraédres
Ty et T; pour la méme raison. Ces trois sphéres coincident
puisqu’elles ont pour centre commun le premier pointde LemoineK
du tétraédre fondamental, (1, B). Les sommets des quadrangles
gauches Q), Q;. Q) éiant visiblement symétriques de ceux des
quadrangles Q, Q,, Q,, par rapport au poirg K, le théoréme est
donc démontré.

Calcul du rayonc de la sphére (K, ¢). — Soient M le milieu du
coté A, D,, wy et w, les centres des cereles circonscrits aux tri-
angles A; B, D, et A, C, Dy, de rayons p, et p,. On a successivement

p1==A41Dy: 3sin by pe= A4Dy: 2sind’
Kw,= w«_.M: P2 cosbd' = A‘Di L2 catb,,

et, en vertu des égalités (1),

wl=

= = T=-A

c=KA,; (Km,-{-w,A) : ( l’b’ sm’b
1
T,

=7£€Tn'l7('~cosbcosbw



Or, bV
35V ., 3bV.
sinb = —B—ﬁ sin b —m‘,'

en définitive, eu égard a (2),

2ABCD
Ty Py oy e Dq)v(x-—-cosbcosb )

Le rayon ¢ de la sphére circonscrite au tétraédre T, est bien
égal a ceux des sphéres circonscrites aux tétraédres T, et T;, car,
dans le tétraédre orthocentrique T,

cosacosa’ = cosbcosb’ = cosccosc’.

Cette sphére (K, o) peut étre appelée seconde sphére de LEmoine
du tétraédre orthocentrique T, par analogie avec le cercle du
méme nom dans le triangle:

N. B. — Les tétraedres T,, T,, T, ont chacun deux diédres
opposés droits et leurs volumes sont équivalents. Les perpendi-
culaires communes auz deux couples d’arétes opposées n’ap-
partenant pas aux diédres droits sont rectangulaires.

En vertu des relations (1),

>
+
Q
]

%
+
2
lz
+

=

= C}+ D3, A

e

+ C2 =B+ D3.

e

W
e

3. Nous avons montré que dans un tétraédre quelconque T, les
sphéres circonscrites aux tétraédres Ty, Ts, T; dont les sommets
coincident avec ceux des quadrangles gauches Q,, Q,, Q,, ont
pour centre commun le premier point de Lemoine K, mais qu’elles
ne coincident pas (1) (secondes sphéres de Lemoing).

Ajoutons que les volumes des tétraédres Ty, Ts. T; sont encore
équivalents et qu’ils ont pour expression commune

162Vs

v= (AT B + G2+ D2)s

(Y) C. R. Acad. Sc., 1944, t. 218, pp. 25-27.
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Enfin de cette expression des volumes des tétraédres Ty, T,, T,
et des formules (1), il résulte que les plus courtes distances des
cotés opposés des quadrangles gauches Q,, Qq, Q; sont inver-
sement proportionnelles & deux arétes opposées du tétraédreT
et celles des diagonales aux produits d'une des plus courtes
distances des arétes opposées du tétraédre T par le sinus de
Pangle des deux autres.

(Manuscrit recu le g juin 1945.)




