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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

ENSEMBLES SINGULIERS ET STRUCTURE
DES ENSEMBLES MESURABLES POUR LES MESURES DE HAUSDORFF;

Pir M. Gustave CHOQUET.

Introduction. — M. Carathéodory a édifié (*) une théorie
générale de la mesure basée sur la notion d’une fonctionnelle dite
« mesure extérieure » satisfaisant aux .cing axiomes suivants [pour
fixer les idées, cette fonctionnelle sera supposée définie pour les
sous-ensembles de l'espace cartésien R,; sa valeur pour un
ensemble A sera désignée par p*(A)] :

I. Le nombre B (A) est défini pour tout A; il est > o et peut
éire égal & 4+ 0. [1 y a des A pour lesquels p*(A) est fini et non
nul. Pour I’ensemble vide g, on a u*(g) = o.

II.SiBcA,ona
p*(B) < p*(A).

III. SiA=UA, (oui=1,2,...),0ona

B (A) <) Bt (A).
i

('), Caratatopory, Vorlesungen iber reelle Funktionen, Berlin, 1927,
p- 237-294.
LXXIV. 1
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IV. Sila distance entre A et B est non nulle, on a
p*(A + B) = p*(A) + p*(B).

Pour énoncer le cinquiéme. axiome, il faut définir ce qu’on
appelle ensemble mesurable.
L’ensemble A est dit mesurable lorsque pour tout ensemble W
on a
e (W) = p* (A W) + 2* (W — A W),
On désigne alors p."(A) par p (A) qu’on appelle mesure de A.

V. Pour tout A, p*(A)=borne inférieure des mesures des
ensembles mesurables conlenant A.

Les'mesures de Carathéodory jouissent de la plupart des pro-
priétés de la mesure spatiale de Lebesgue; toutefois elles ne
jouissent pas. toujours de la propriété importante suivante : « Tout
ensemble mesurable est compris (au sens de l'inclusion) entre
deux ensembles boréliens : un .F, et un Gg dont la différence
(Gs — F,) est de mesure nulle ».

Pour'essayer de retrouver cette propriété, Hans Hahn (*) arem-
placé l'axiome V de Carathéodory par I'axiome suivant, plus
précis.

V.. Pour tout A, p*(A):borne inférieure des mesures des
G; contenant A.

Hahn peut alors démontrer la propriété énoncée, mais seulement
pour les ensembles mesurables de mesure finie.

La question se pose donc de savoir si Pon peut énoncer cette
proposition sans .aucune restriction sur l’ensemble mesurable
envisagé, au besoin en précisant encore davantage I'axiome V,;
ou du moins, si I'en peut énoncer une propriété analogué, en
remplagant la famille des ensembles mesurables de comparaison
(Fs et Gg) par une famille .plus étendue (telle que la famille des
ensembles boréliens), en assujettissant simplement cette famille a
avoir la puissance du continu.

Nous montrerons que si 2% — ¥, de telles extensions sont impos-
sibles, méme pour des mesures (non lebesguiennes) les plus régu-

(*) H. Hann, Theorie der reellen Funktionen, vol. 1, 1921, p- 444.
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liéres, comme la mesure linéaire (!) de Carathéodory : cela
résultera de Dexistence d’ensembles. singuliers, mesurables
linéairement, de mesure infinie, ‘dont tout sous-ensemble borélien
est dénombrable, et dont tout sous-ensemble est mesurable et de
mesure 0 0u .

Des exemples analogues existent pour toute mesure de Hausdorff
attachée a une fonction croissante ¢(d).

Nous examinerons aussi quelques questions relatives a la struc-
ture métrique des ensembles boréliens; et nous énoncerons enfin
quelques problémes relatifs a I'existence des sous-ensembles non
‘mesurables des ensembles mesurables.

1. Pour simplifier I'exposition, il ne sera question dans la suite
que d’ensembles plans et de la mesure linéaire de Carathéodory;
mais nos résultats s’étendraient immédiatement a tout espace
cartésien et a toute mesure de Hausdorff. La notation p*(A)
désignera donc toujours la mesure linéaire extérieure de 'ensemble

plan A.

Définitions. — 1° Nous dirons que I'ensemble mesurable E
jouit de la propriété A sl existe un F; et un G tels que

FscEcG; et w(Gg— Fg) = o.

2° Nous dirons que l’ensemble mesurable E jouit de la pro-
priété B s'il existe deux ensembles boréliens By et B, tels que

B1CEGB2 et }J.(‘Bg—Bj)=0.

On sait (2) que tout ensemble mesurable de mesure finie jouit
de la propriété A. 1l en est d’ailleurs-de méme du complémentaire,
par rapport au plan, d’un tel ensemble. Mais nous allons voir qu’il
y a des ensembles boréliens trés simples qui ne jouissent pas de
“cette propriété.

Tutorime 4. — Il existe des Gg plans qui ne jouissent pas de
la propriété A.

(') Rappelons que la mesure linéaire, ainsi que touie mesure de Hausdorfr,
satisfait aux axiomes de Carathéodory et de Hahn,
(?) Voir HagN, loc. cit.
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Démonstration. — Soit, sur un axe 'z, un ensemble borélien e
qui ne soit pas un F; (par exemple ’ensemble des nombres irra-
tionnels de 2’ est un Gz sans étre un Fy).

Soit E 'ensemble des perpendiculaires A a 'z menées par les
points de e. Tout F; cE a sur #'z une projection-qui est un Fg;
donc pour tout F;cE, il y a des droites AcCE qui n’ont aucun
point sur cet F; donc

]J.(E -— Fo-) = 0.

En prenant pour e un ensemble borélien qui ne soit ni un F,
ni un Gg, on obtient pour E un ensemble tel que si F,cEc G on

ait toujours
P(E—Fg)=p(Gs—E)=co.

En effet, 'égalité p(E—F;)=co résulte de ce qu'on vient de
voir; la seconde se démontre par passage au complémentaire.

2. La famille &5 des ensembles- mesurables qui possédent la
propriété B est évidemment plus vaste que la famille de ceux qui
possédent la propriété A, puisque tout ensemble borélien est élé-
ment de F . Nous allons montrer que :

Tatorime 2. — La famille &y forme un corps d’ensembles.
Démonstration. — Soit (E;) (ou i =1, 2, ...) une suite d’él¢-

ments.de &, avec b; c E; cB;, ou b; et B; sont boréliens et tels
que p(B;— b)) = o.

a. On a ‘
Ublc UE;C UB(
i . it i
Les ensembles Ub; et UB; sont boréliens et
i ]
UB,_Ub,c U(B,—-b,)'.
) 18 i

Donc E =UE,- est un élément de .
i



B. Ona
by— BycE;— EscBy— bs.

Or
(B1—- bz).—— (bi— Bg)C(Bg —bg) -+ (Bz— bg)

Comme (b — B,) et (By— b,) sont boréliens, (E;— E,) est un
¢lément de Fy.

En particulier, comme l’espace entier est un élément de &y, le
complémentaire C(E) de tout élément E de &y est un élément
de &,,.

y. La formuie

C‘E,:C[UC(E,)]

montre alors que E = nEi estaussi un élément de &,
i

Donc & forme bien un corps d’ensembles. La question se pose
maintenant de savoir st tout ensemble mesurableest un élément
de .

Nous allons voir qu’il n’en est rien.

Il suffit pour cela, dans la démonstration.du théoréme 1, de
prendre pour ¢ un ensemble tel que e et son complémentaire sur
«'z soient chacun la réunion d’un ensemble analytique et d’un
complémentaire analytique, sans étre eux-mémes analytiques.
L’ensemble E est alors mesurable. On achéve ensuite aisément la
démonstration en remarquant que la projection de tout ensemble
borélien sur 2’z est un ensemble analytique.

3. Tutorime 3. — 87 2% =N,, il existe un ensemble S mesu-
rable, de mesure infinie, dont tout sous-ensemble est mesurable
et de mesure o ou o, et dont tout sous-ensemble borélien ou
analytique est dénombrable.

Démonstration. — Lusin (') a démontré, en admettant ’hypo-

(') LusiN, C. R. Acad. Sc.,t. 158, 1914 ; voir aussi LAVRENTIEFF, Fund. Math.,
te VI, p. 154-155; Sierpinsk1, Fund. Math.,t. VII, p. 188-190; t. XI, p. 302-304;
SzPILRAIN, Fund. Math., t. XV, p. 126-127.



—_6 —

thése du continu, ’existence d’ensembles linéaires ¢ de puissance
2% possédant la propriété L suivante :

Propriété L. — Tout -ensemble parfait linéaire non dense con-
tient au plus un ensemble dénombrable de points de e.

M. Sierpinski a montré (1) que tout ensemble e possédant la
propriété L satisfait aussi & la condition C suivante :

C. Pour toute suite infinie de nombres positifs a4, a,, ..., il
existe une suite infinie d’intervalles d;, 5 ... recouvrant e et
telle que pour tout 7, la longueur de 9, soit a,.

Soit alors, sur I'axe 2/, un ensemble e possédant la propriété L,
et soit E I'ensemble des perpendiculaires A a 2’z mendes par les
points de e.

Je dis que si V est un sous-ensemble quelconque de E dont la
section par toute droite A est mesurable, V est également
mesurable.

Supposons en effet V non mesurable; il existe alors (2) dans V
un sous-ensemble ‘v non mesurable, de mesure extérieure finic
l# o, et qui est I'intersection de V et d’un ensemble mesurable.

La section de ¢ par toute droite A est mesurable, et comme
! < o, ces sections sont de mesure nulle, sauf au plus une infinité
dénombrable d’entre elles. Soit ¢’ la réunion des sections de
mesure non nulle, et posons ¢ = ¢ —¢/.

Pour tout nombre g 0, soit f(p) la borne supérieure, lorsque
z, varie, de la mesure extérieure de 'ensemble ¢/ ), ot v/, , est
intersection de ¢” avec la bande plane définie par

o
L X Z Xo+ ‘;-

Zo—

I~ O

La fonction f(p) est une fonction continue non décroissante
de p telle que f(0) = o. En effet, on obtiendrait la méme fonction
S(p) en remplacant ¢ par une enveloppe mesurable d’égale mesure

(*) Loc. cit., p. 5.
(?) Voir CARATREODORY, loc. cit., pages 268 et 263, théordmes 10 et 11.
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extérieure; et pour ‘une telle enveloppe, la conlinuité de f(p)
résulte de la continuité de la mesure dans les opérations de
réunion et d'intersection.

On peut donc, pour tout ¢ > o0, trouver une suite infinie de

nombres a;> o telle que Zf(a,-) <e(oui=ru, 2, .~.).

En vertu de la condition C vérifiée par e, on voit donc que
p*(¢") <e, pour tout ¢ > o. Donc p* (v") =o.

Les ensembles ¢’ et ¢ étant mesurables, il en est de méme de ¢,
contrairement a ’hypothése. Donc V est mesurable; et chacun de
ses sous-ensembles de mesure extérieure finie, et dont toutes les
sections ‘par les droites A sont de mesure nulle, est de mesure
nulle ().

Supposons alors que 2%=¥,. Il est immédiat qu’il existe un
sous-ensemble S de E, ayant un point.et un seul sur toute droite A
et sur toute droite y = p (0w 0 Z 1),

Nous venons de voir que S est mesurable ainsi que tous ses
sous-ensembles; comme sa projection sur y'y a une mesure non
nulle, on a 12(S) £ o; or tout sous-ensemble de S de mesure finie
est de mesure nulle. Donc p(S)=o et pour tout scS, on a
p(s)=o0ou .

Soit maintenant B un sous-ensemble borélien (ou analytique)
de S; sa projection sur 'z est borélienne (ou analytique); comme
elle ne peut contenir aucun ensemble parfait (propriéié L de e),
elle est dénombrable, et il en est de méme de B.

On a donc bien démontré toutes les propriétés de S énoncées
dans le théoréme 3.

4. Le théoréme précédent montre, ce qu’on avait vu déja dans
le paragraphe 2, que tout ensemble mesurable n’est pas un
élément de & ;. Mais n’obtiendrait-on pas une propriété analogue,
et valable pour tout ensemble mesurable en remplagant la classe
des ensembles boréliens par une classe plus étendue ?

(') L’ensemble e, bien que non forcément dénombrable, jouit donc ici de
propriétés analogues A celles des ensembles dénombrables.

Inversement, la question se pose de savoir si tous les ensembles linéaires
jouissant de ces propriétés sont des ensembles possédant la propriété (C).
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Définition. — Soit ® une famille d’ensembles mesurables. On
dit qu’un- ensemble mesurable E jouit de la propriété Ce s'il
existe deux-éléments ey, e, de @ tels que

e1CECeg et }L(eg——ei)=0.

Il s’agit de savoir si Pon peut trouver des familles ® intéressantes
telles que tout ensemble mesurable E posséde la propriété Cg..

Une des conditions naturelles & imposer a ® est par exemple
que @ ait pour puissance 2™,

Or nous allons voir qu’il n’existe aucune famille @ satisfaisant
a ces conditions, du moins si 'on admet ’hypothése du continu.

Tutorime 4. — Si 2% =N, il n’existe aucune famille ® de
puissance 2™ d’ensembles mesurables, telle que tout ensemble
mesurable posséde la propriété Co.

Premiére démonstration. — Nous utiliserons la méme méthode
que pour le théoréme 1 :

Comme ® a pour puissance 2™, la puissance de la famille des
ensembles—projection des éléments de ® en 2’z est au plus égale
a o¥, ‘

Or prenons sur 2’z un ensemble e de Lusin de puissance 2% et
soit E ’ensemble réunion des perpendiculaires a z'z -menées par
les points.de e. Comme la famille des sous-ensembles de e a une
puissance > 2%, on peut toujours trouver un sous-ensemble A
de E tel que A soit une réunion de perpendiculaires a 2'z, et que
pour tout élément @ € ® contenu dans A I'ensemble (A — a) con-
tienne au moins une perpendiculaire a 2/z. Comme A est- mesu-
rable, on a bien I.L(A—a) = 0, ce qui démontre le théoréme.

Deuzxieme démonstration. — Supposons le théoréme en défaut
et soit @ une des familles qui le mettent en défaut.

Soit ¢ la sous-famille de ® formée des éléments qui sont coupés
par toute droite y = p. suivant un ensemble de mesure nulle.
Ona g < o%. _

Il existe donc ('), si 2% =¥,, un ensemble plan E, dont le com-

(*) Voir Cuoquer, Sur des ensembles cartésiens paradoxauz et la théorie
de la mesure, dans ce volume, théorémes 1 et 2.
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plémentaire est de mesure nulle sur toute droite y =y, et qui est
rencontré par tout élément de ¢ suivant un ensemble de mesure
nulle.

Tout ensemble mesurable, dont toute section par les droites
¥ = p est de mesure nulle, rencontre donc E suivant un ensemble
de mesure nulle.

Or ceci est impossible (*).

Donc aucune famille ® ne met le théoréme en défaut, du moins
si a¥o— N;.

Ce théoréme nous montre I'immense variété des ensembles
mesurables linéairement et de mesure infinie.

Il nous conduit & ’étude des ensembles de mesure infinie.

5. Définition. — On appelle ensemble singulier tout ensemble
mesurable de mesure infinie et dont tout sous-ensemble est mesu-
rable et de mesure o ou «.

Par exemple I'ensemble S du théoréme 3 est singulier. Il1résulte
immédiatement de la définition que tout ensemble réunion dénom-
brable d’ensembles singuliers est singulier.

Tuatorkme 5. — Pour qu'un ensemble niesurable E de mesure
non nulle, soit singulier, il faut et il suffit que U'une des condi-
tions suivantes soit remplie.

1° Pour tout e fermé tel que e cE, on a p.(e)=o0 ou »;
2° Pour tout ecE, on a p*(e) = o ou w;
3° Pour tout e cE, e est mesurable.

Démonstration. — 1° Pour tout e fermé tel que eCcE, on a
p(e)=o ou w.

E ne peut contenir aucun ensemble A tel que p*'(A)=13%0
et »o; sinon il existerait dans E un ensemble mesurable A’ conte-
nant A et de mesure /. D’aprés le résultat de Hahn (?),
E contiendrait donc .un ensemble fermé de mesure finie non
nulle.

En particulier on a p.(E) = co.

1) Voir CuoQuer, loc. cit., théoréme 3.
%) Voir H. Hanx, loc. cit.
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Comme tout ensemble non.mesurable contient un sous-ensemble
de mesure extérieure finie non nulle, on en conclut que tout sous-
ensemble de E est mesurable.

Donc E est bien singulier.

2° Pour tout ecE, on a p’(e) = o ou .

En particulier si e est fermé, on a p(e) = 0 ou w. On est donc
ramené au cas précédent.

3° Pour tout e cE, e est mesurable.

Soit e un ensemble fermé, avec p.(e) = (£ o et co.

En vertu d’un lemme que nous allons démontrer, on peut
trouver ¢/, ¢’, tels que ¢'+ ¢’ = e et€’.e¢" = o0, aucun des ensembles
€, ¢ ne contenant de sous-ensemble parfait.

Les ensembles ¢’ et ¢’ sont non mesurables, sinon ’'un’ d’eux
aurait une mesure finie non nulle et contiendrait donc un
ensemble parfait. '

L’ensemble e contient donc des ensembles non mesurables.
Donc E ne peut contenir aucun sous-ensemble fermé de mesure
finie non nulle. En vertu du premier cas étudié, E est donc
singulier.

Il reste a démontrer le lemme invoqué.

Lemme. — Pour tout ensemble E, il existe une partition de E
en deux ensembles E', E' ne contenant aucun sous-ensemble
parfait:

Démonstration. — SiE < o™ c’est évident.

Si E = 2™ rangeons les points a de E, et les ensembles parfaits
p-de I'espace dans deux suites transfinies semblables

(_I) P1pP2.. .Po-.- avec & < 280.
(2) ajas...day...

Soient b, et by les deux premiers éléments éventuels de la
suite (2) qui font partie de ps. Supposons définis plus généra-
lement-{ bg} et { b3} pour tout f < «; on désigne par b, et b, les
deux premiers éléments éventuels de la suite (2) qui font partie

de p, sans étre contenus dans I’ensemble U( {bg}+ {b3}).
3<a
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Les deux ensembles -{ b}, } et { s} éventuellement vides sont

bien définis pour tout. & tel que a << 2% et tout élément de la
suite (2) est identique & un élément b, ou b,.

On pose
p=\Jio.] e« ®=\J{e!

N o
Evidemment
E=E+E et E'.E'= o;

et aucun des ensembles E/, E’ ne contient d’ensemble parfait
puisque tout ensemble parfait p, ou bien a des points dans E’ et E’,
ou bien est tel que

(r]})<zﬂ' et (‘E-”-v.-p?)<2“°.

Tutorime 6. — Soit E un ensémble mesurable de mesure 1
Jinie ou infinie. Deuz cas seulement s’excluant mutuellement
sont possibles :

1° Ou bien E est la somme de deux ensembles disjoints dont
lun est unF; de mesure finie, et I'autre un ensemble singulier;

2° Ou bien pour tout nombre p tel que o < p <<lil existe un
ensemble fermé borné F cE tel que p(F) =p.

Démonstration. — Soit m la borne supérieure des mesures des
sous-ensembles fermés de mesure finie de E.

1° Si m<<{, soit N un des F; de E de mesure m. L’ensemble
(E—N) ne contient aucun sous-ensemble fermé de mesure
finie non nulle, donc en vertu du théoréme 5, c’est un ensemble
Singulier.

2° Si m =1, il existe évidemment pour tout p tel que o < p <</,
un ensemble fermé borné ® c E tel que
P < () <o

® posséde des points M tels que dans tout voisinage de M, ® ait
une mesure non nulle. Pour un tel point M et pour toute > o, il
existe un voisinage ouvert 2 tel que

o< (V. P)<e.



—12 —
11 existe donc un sous-ensemble fermé @, de ® tel que
p < p(Pr) <p(P) <.

Un raisonnement classique montre alors ’existence d’un sous-
ensemble fermé F de ® tel que pn(F) =p.

On pourrait aisément tirer du théoréme précédent les consé-
quences suivantes relatives a la structure des ensembles mesurables.

Tutorime 7. — Si E est mesurable, quatre cas seulement,
s’excluant mutuellement, sont possibles.

1° Oubien p(E)=o;

- 2° Ou bien E=E,;+ E, (avec E;.E;=0) ot p(E\)=0, E,
étant une réunion dénombrable d’ensembles fermés bornés de
mesure finie non nulle;

3° Ou bien E = E, + E, (avec E, .E;=0), ot E, est singulier,
E, étant une réunion dénombrable d’ensembles fermés de
mesure finie;

4° Ou bien E=E,+E, (avec Ey .Ey=0), o E, est d'un des
trois types précédents et o E, n’est d’aucun des trois types
précédents dans aucun voisinage d’aucun de ses points.
E, contient au moins 8, ensembles parfaits disjoints de mesure
ﬁnie non nulle; et si 2% =¥,, E, est la réunion de N, ensembles
parfaits disjoints deux & deux dont chacun est de mesure finie
non nulle autour de chacun de ses points.

6. Ce qui précéde montre 'importance des ensembles singuliers
dans la structure des ensembles’ mesurables pour une mesure de
Hausdorff (ou méme de Hahn).

Voici, a leur sujet, quelques problémes qui se posent :

1° L’existence d’ensembles singuliers est-elle équivalente a
Phypothése du continu (%) ?

2* @. Un ensemble borélien peut-il étre singulier (2) ?

(1) S’il existe un ensemble linéaire non mesurable de puissance §,, on peut
montrer, sans supposer que §, = a™ qu’il existe des ensembles singuliers.

(%) Un arc simple y = f(x) ne peut étre singulier pour la mesure linéaire:
On peut en effet montrer qu’il contient toujours des sous-ensembles fermés de
mesure linéaire # o ¢t o,
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2° b. .Un ensemble borélien dont tout sous-ensemble fermé est
de mesure nulle peut-il étre singulier ? (autrement dit, peut-il
étre de mesure non nulle ?).

3° Tout ensemble de mesure extérieure non dénombrablement
finie contient-il un sous-ensemble singulier (1) ?

4° On peut montret qu’il existe des ensembles plans singuliers
pour la mesure lindaire, et tels que chacun de leurs sous-ensembles
non dénombrables ait pour mesure + . On peut donc faire une
partition d’un tel ensemble en 2% ensembles singuliers. On peut
méme montrer qu’'on peut trouver dans un tel ensemble une
famille, de puissance 2(2*), d’erisembles singuliers dont les inter-
sections deux a deux sont au plus dénombrables.

De telles partitions et décompositions sont-elles possibles pour
tout ensemble singulier? (on montre assez aisément qu’on peut
toujours faire une partition d’un ensemble singulier en ¥,
ensembles singuliers).

5° Existe-t-il des mesures de Hausdorff pour lesquelles un
espace cartésien R, soit un ensemble singulier ?

Voici d’autres problémes relatifs & des questions voisines :

6° Tout ensemble plan mesurable linéairement est-il mesurable
au sens de Lebesgue (pour l'aire) (2)?
Question analogue pour d’autres mesures de Hausdorff.

(1) C. Pauc, dans un travail en cours sur la “mesure (& paraitre proba-
blement aux Fund. Math.), a pu répondre affirmativement & cette question que
nous lui avions communiquée.

(?) Au cours de la correction des épreuves, mous avons pu -donner une
réponse A cette question : M. Pauc nous a d’ailleurs signalé. un Mémoire de
M. Besicovitch, dans lequel 'auteur construit un éxemple, répondant 4 la méme
question. Dans ce méme Mémoire lauteur construit des ensembles qui sont
singuliers au sens de la définition du paragraphe 5 ci-dessus [voir BesicoviTcH,
Concentrated and rarified sets of points (Acta Math., 62, 1933, p. 289-300)].

Tuktoreme, — Si @M=, il existe des-ensembles plans mesurables linéai-
rement et non mesurables superficiellement.

Soit en effet E un des ensembles plans dont ’existence est démontrée par
le théoréme 2 de notre mémoire « Sur des ensembles cartésiens paradoxaux... »
(dans ce volume). Soit e un ensemble mesurable linéairément et de mesure
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n° Existe-t-il un ensemble plan E de mesure superficielle
extérieure non nulle (mais de mesure intérieure nulle), ne
contenant” aucun sous-ensemble de mesure linéaire extérieure
finie 20 (un tel ensemble E serait singulier pour la mesure
linéaire). '

8° La question posée en note dans le paragraphe 3, sur les
cnsembles possédant la propriété (C).

(Manuscrit regu le 11 juillet 1945.)

T

linéaire finie. Je dis que (E.e) est mesurable linéairement. En effet, Pinter-
section- de (E.e) par toute droite » = p. €st de mesure linéaire nulle, sauf
peut-étre pour une infinité dénombrable de ces droites. Soit f la réunion de
ces intersections de mesure linéaire non nulle. L’ensemble f est mesurable
linéairement. Donc (e — f) est de mesure finie gt coupe toute droite y =
suivant -un ensemble de mesure linéaire nulle. Donc E.(e — f) est de mesure
linéaire nulle. Comme (E.e)=E.(e—f)—+f, Pensemble (E.e) est bien
mesurable linéairement. Il en est donc de méme de.E. Comme E n’est pas
mesurable superficiellement, le théoréme est bien démontré. On aurait un
théoréme analogue en remplagant le couple mesure linéaire-mesure superfi-
cielle, par un couple quelconque de mesures de Hausdorff, tel que tout
ensemble de mesure finie dans la premiére, soit de mesure nulle dans la seconde




