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SUR LES SPHERES DE LEMOINE DU TETRAEDRE;

Par M. V. TutsavLT.

‘T'ennie (Sar‘the).

Les paralléles aux cotés d'un triangle menées par le point de Lemoine
(point de’ concours des symédianes), rencontrent les cotés en six points
d’un cercle (premier cercle de Lemoine), et les antiparalléles aux cdtés,
dans les angles opposés, coupent les cotés en six points d’un autre cercle
(second cercle de Lemoine).

J. Neuberg a signalé les premiéres analogies du point et des cercles de
Lemoine avec les points et les sphéres de Lemoine du tétraédre. Mais le
géométre belge s’est borné au cas particulier du tétraédre dont les produits
des arétes opposées sont égaux pour les trois couples d’arétes (tétraedre
isodynamique) (1).

Dans un tétraédre général T = ABCD, deux points K et L ( premier et
second points de Lemoine) correspondent au point du méme nom du
wriangle. Les coordonnées normales de K sont proportionnelles aux
aires A, B, C, D des faces (2), tandis que celles de L sont proportionnelles
aux rayons Rg, Rs, Rc, Rg des cercles (0y), (Ob), (Oc¢), (O4), circonscrits
aux faces BCD, CDA, DAB, ABC (3). Des sphéres de Lemoine relatives
au point K (*) et au point L (%) ont été signalées. Nous voudrions tacher
d’épuiser le sujet et présenter ainsi une vue d’ensemble sur les plus
récentes recherches de la géométrie du tétraédre.

Le tétraédre ABCD a pour sommets les points A, B, C, D; on désigne
suivant 'usage par V et a,.b, ¢, @', &’; ¢/, le volume et les arétes BC, CA,
AB, DA, DB, DC, et par (O) la sphére circonscrite de centie O et de
rayon R.

(') Mémoire sur le tétraédre, 1884, pp. 16 2 21 et 33'a 36.

(*). SiMoN LuUILLIER, Eléments d’analyse, p. 297.

(¢ V. THEBAULT, Journal de Vuibert, 1921, p. 156 et Annales de la Soc.
Scient. de Brua:elles, 1922, p. 173; J. Neuberg avait signalé le pomt L dans le
tétraédre isodynamique, Joc. cit.

) V. TutBaurt, Comptes rendus, 1941, pp. 327 et 367.

(%) P. DeLENs, Comptes rendus, 19418, p. 1151.
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I. SPHERES ASSOCIEES AU PREMIER POINT K DE LEMOINE.

Les six arétes d’un tétraédre quelconque T = ABCD forment
les quadrangles gauches

Q=ABCD, Q'=ACDB, Q"= ADBC.

Quatre plans non concourants et respectivement perpendiculaires
aux cotés de Q, Q', Q" déterminent trois tétraédres dont les aires
des faces sont proportionnelles aux-cotés des quadrangles corres-
pondants. Ainsi, les plans perpendiculaires sur les cétés AB, BC,
CD, DA de Q en A, B, C, D forment un tétraédre T, = A, B,C, D,
dont les aires des faces sont proportionnelles a AB, BC, CD,
DA, et I'on obtient les tétraédres analogues Ty= A,C,;D,B,,
T,=A;D;B;C; associésa Q', Q". Les arétes (A,B,. B,C,,C,D,,
D;A)), (A3C.y ..., B2Ay), (A4D, ..., C3A;) des quadrangles
gauches Q,=A,B,C,D,, Q;,=A,C,D,B,, Q.=A,D;B;C,
sont respectivement perpendiculaires aux faces (A, B, G, D),
(A, G, D, B), (A,D,B,C)deT.

" Comme les distances du centre O de la sphére circonscrite a T
aux quatre plans des faces des tétraédres T,, Ty, T sont égales a

(ﬂ), (l—“)'E), (Q—D). (D—A>,--~, le centre O coincide avec le

2 2 2 2
premier point de Lemoine.de chacun des tétraédres T,, T,,T,.
Donc, & chacun des quadrangles gauches Q, Q’, Q" correspond
un tétraédre @, B,, By, inscrit 2 T, dont les plans des faces sont
perpendiculaires aux quatres c6tés. Les sphéres circonscrites aux
tétraédres G,, ©,, B, ont pour centre commun le premier point
de Lemoine K du tétraédre T (secondes sphéres de Lemoine).
‘Ces trois spheres se réduisent & une seule quand le tétraédre T
est orthocentrique (*).

En effet, les tétraedres ¥, B, ©,, homothétiques a T,, T,, T},
mettent en évidence les quadrangles gauches

Qy=A"B,C,D, y=A%C,D) B"z) Q3= A3 D3 B, C,

inscrits & T et homothétiques a2 Q, Q', Q", qui ont les cotés égaux
et dont les sphéres circonscrites ont pour centre K.

(") V. TafBauLrt, loc. cit.
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On améne par translation A),C;, a coincider avec A, B, de facon
que le tétraédre B, — A,C,D, B, prenne la position A, =A]
B, =C;D;B;.

Le centre de lasphére A B, C, D, esta l'intersection de la perpen-
diculaire au plan C; D, A| menée par le centre du cercle €, D’ A.
Deméme, le centre dela sphére circonscrite au tétraédre A’ C, D3 B,
est a 'intersection des perpendiculaires élevées par les centres des
cercles circonscrits aux triangles A;C; D] et C)B;D] aux plans
de ces triangles. Comme les triangles A’ B, C, et A%C.B’ sont
coplanaires et que les triangles C, D A’ et C;D;B), sont équi-
pollents, les rayons des sphéres A’ B, C,D’, et AC,D,B, (ou
A, C, D, B)) ne seront égaux que si les plans C\ D, A’ et C,D; B,
sont perpendiculaires au plan B, C, A’ B}, c’est-a-dire, en reve-
nant & la figure primitive, que si les plans A’ B, C) et C, DA’
sont rectangulaires de méme que les plans A’,C, B, et C, D), B’,, ce
qui exige en définitive que les arétes opposées AB, CD de T soient
rectangulaires. Dés lors, deuz des sphéres circonscrites aux
tétraédres @, ¥,, ®, se réduisent a une scule si un couple
d’arétes opposées du tétraédre T sont rectangulaires, et si ce
tétraedre est orthocentrique, les sphires circonscriles aux
tétraédres G,, ©,, ©, coincident.

N. B. — Lorsque T est orthocentrique, ¥, &,, @, ont deux
diédres opposés droits et les perpendiculaires communes aux deux
couples d’arétes n’appartenant pas aux diédres droits sont rectan-
gulaires.

Rayon p, de la sphére circonscrite au tétraddre ¥,. — En
posant
BiCi=a, DiAi=a),, CiA\=b, D\B\=0,
A B,l = ¢y, D, C, = ¢,
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de sorte que

, A,
P =— EYN
en vertu des relations
Ar=288Vy,  —As=576Vpl,

V' étant le volume du tétraédre @,.

II. SPHERES ASSOCIEES AU SECOND POINT L DE LEMOINE,

1. Les plans paralléeles aux faces du tétraédre ABCD menées
par un point arbitraire P de I’espace coupent respectivement les
arétes

(AB, AC, AD), (BA, BC, BD), (CA, CB, CD), (DA, DB, DC),
en des points
(X, Y, 2), (X,T,U), (Y,T,V), (Z,U,V)
Pour que les douze points X, X', Y, Y/, ..., V, V' soient sur une
méme sphére, il faut et il suffit qu’on ait, a la fois ('),
AX.AX'=AY.AY' = AZ.AZ", BX.BX,= BT.BT'= BU.BU’,
CY.CY' = CT.CT = CV.CV/, DZ.DZ' =DU.DU'=DV.DV'.

.Quand il en est ainsi, il résulte des expressions des longueurs des
segments rectilignes AX, AX', ..., en fonction des coordonnées
normales absolues z, ¥, z, t de P et des éléments du tétraédre
ABCD, que l’on a

Bery = Cb2z = Da'?y, Actz = Ca?s = Db,
Abvz = Ba?y = Dctt, Aatz = Bb?y = Ccs,
puis, a la fois,
aa’' = bb' = cc’
et
Az:By.:Cz:Dt=ab'c";bc’'a’:ca’b:abc = AR,.:BR;:CR.;DR,.

Donc, étant donné un tétraédre quelconque ABCD, il n’est.

(1) V. TufBAULT, Mathesis, 1928. p. 32.
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en général, pas possible de déterminer un point de Uespace tel
que les plans paralleles aux faces menés par ce point coupent
les arétes en dousze points d’'une méme sphére. Ce point exziste
dans le tétraddre isodynamique et coincide avec le second
point L. de Lemocine.

2. Les paralléles aux arétes BC, CA, AB, DA, DB, DC d'un
tétraédre quelconque ABCD, menées par un point arbitraire P de
Pespace, rencontrent les faces qui ne contiennent pas ces arétes en
des points (X, X'), (Y, Y"), (Z, Z'), (T, T"), (U, U"), (V, V).
Pour que ces douze points soient sur une méme spheére, il faut
que Von ait, en grandeur et en signe,

PX.PX'=PY.PY = P7Z.PZ' = PT.PT' = PU.PU = PV.PV’,
ou, ce qui revient au méme,
(l) QRr .=, = C2xaxp= A Lgx,= b2 x,= (,'".Z‘,[.L‘c,

Zy, Tby Tey, Tq 6tant les coordonnées barycentriques absolues du
point P, par rapport au tétraédre ABCD.
Quand il en est ainsi, on a, a la fois,

aa’ = bbb’ = ¢c’ et L . Xp .o Xqg= 1\R,,:BRd:CR,_::DBd.

Le tétraédre ABCD est isodynamique et P coincide avec le
second point de L Lemoine. Cette condition est d’ailleurs suffisante,
car dans le tétraédre isodynamique les paralléles aux arétes menées
pac L percent les faces qui ne contiennent pas ces arétes en douze
points d’une méme spheére (*). Dés lors, étant donné un tétraédre
quelconque ABCD, il n’est en général pas possible de déter-
miner un point de lUespace tel que les paralleles auz arétes
menées par ce point percent les faces qui ne contiennent pas
ces arétes en douze points d'une méme sphére. Ce point existe
dans le tétraédre isodynamique ot il coincide avec le second
poent L de Lemoine.

3. Des sommets d’un tétraédre quelconque ABCD, comme
centres, on décrit les sphéres (A, 1), (B, m), (C, r), (D, p), de

(') J. NBUBERG, loc. cit.
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rayons [, m, n, p. Les plans radicaux des sphéres (O) et (A),
(O0) et (B), (O) et (C), (O) et (D) coupent respectivement les
arétes
(AB, AC, AD), (BA, BC, BD), (CA, CB, CD), (DA, DB, DC,
en des points
(X, Y, Z), (X, T, 0), (Y. T, V), (&, U, V).

Les plans XYZ, X'TU, Y'T'V, Z’U'V’ forment un tétraédre
AyB,C,D, homothétique au tétraédre tangentiel A,B,C,D, du
tétraédre ABCD. Le centre d’homothétie Q est le point de
concours des plans que les arétes du tétraédre A,B,C,D, déter-
minent avec les points ou les arétes du tétraédre ABCD sont ren-
contrées par les plans céviens dans ce tétraédre du point P dont
les coordonnées barycentriques sont inversement proportionnelles
a 2, m*, n?, p*. Le rapport d’homothétie étant égal a

h=1— ﬁ (As 2+ Bam2+ Con2+ D, p?),
(Ag, B2, Cy, Dy et V,, aires des faces et volume de A,B,C,D,).
pour que les plans des sphéres (O) et (A), (O) et (B), (O) et (C),
(O) et (D) concourent au point Q, il faut et il suffit que I'on ait

A, 2+ Bam?+ Cyrn2+ D1112= f)\s_; R.

Dans le cas particulier ou
(2= )a'bc, m2= 1b'ca, n?=71cab, pr=2irad'd,

A étant un coefficient positif arbitraire, les points P et Q sont
confondus avec le second point L de Lemoine du tétraédre
ABCD.

Lorsque !, m, n, p varient proportionnellement, les points A,,
B,, C4, D, décrivent les droites A, Q, B,Q, C,Q, D,Q, le centre
radical » des sphéres (A, Al), (B, Am), (C, An), (D, Ap) par-
court la droite OQ et I'on a

O(JM:OO):: )\1:)\2,‘ AzAx:AoAm: B§B1:B2B1-_)=. L= )q:lgj

Ay, A, étant deux valeurs du coefficient 2.
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Pour que les douze points X, X/, Y, Y, ....V, V soient sur
une méme sphére, il faut et il suffit qu’on ait, a la fois,

AXCAX = AY.AY = AZ.AZ/, BX.BX'= BT.BT'= BU.BU’,
CY.CY' = CT.CT’ = CV.CV/, PZ.DZ' =DU.DU'=DV.DV'".

Les plans XYZ, X'TU, Y/'T'V, Z'U'V’ étant les transformés de la
sphére (O) dans les inversions (A, ), (B, m?), (C, n2), (D, p?),

‘quand il en est ainsi, on a

mic=nb =p.d, lic=n:a =p:b/
L:b=m.a'=p:, lia’ =m:b" = n:.c,

puis, a la fois,

(2) ad' = bb' = cc'*

et

(3) rab’'c’'=m?bc’a’ =n?ca' b’ = p? abe,

ou encore

(4) 2 AR, = m2BR,= n? CR.= p>DR,.

Donc, pour que les douze points X, X', Y, Y. ..., V, V

déterminés sur les arétes du tétraédre ABCD par les plans
radicaux de la sphére circonscrite (O) associé¢e successivement
aux sphéres (A, l), (B, m), (C,n), (D, p), soient 4sur une
méme sphére ('), il faut et il suffit, en vertu de (2), que le
tétraédre soit isodynamique et qu’en outre les conditions,
équivalentes entre elles, (3) et (4) soient remplies.

Le centre de la sphére (') coincide avec le centre radical w des
sphéres (A, 1), (B, m),(C,n),(D, p). Lasphére (»)=(X,X',...,V,V/)
est une sphére de Ticker du tétraédre isodynamique ABCD et
son centre, qui est aussi celui de Uune des sphéres tangentes
aux faces du tétraédre A,B,C,D,, est sur la droite OL. Si
w =L, c’est-a-dire quand
6V.R

A=
Asa’bc+ By b'ca+ Caoc’ab+ Dy a’b’c ’

la sphére (w) des douze points est une sphére de Lemoine, de
centre L, du tétraedre isodynamique ABCD.
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N. B. - En vertu des égalités (1) et d'un théoréme connu ('),
la distance LO-=d de L au centre O de la sphére (O) circonscrite
a un tétraédre quelconque ABCD est

1
aa'bb’ cc’'(aa’ + bb’ +cc’)] 7

_— 2
a [R (Tab'd)

Lorsque le tétraédre ABCD est isodynamique,

Le rayon p, de la sphére de Lemoine (§ 2) dont le centre est au
tiers de LO a partir de L, a pour valeur

1
Mgy 3Ca@) 120 e
P2 3[R+2(ab’c')4 = gl2R—a&J,

et les expressions
1

1
LT 3(aad')* T2 1- z
Pr= 3[““*(57(,'7):] —6[‘7“’—’”] ’

_ (aa'2y3

1
= ——— 2 — 2
2T 2zab'd 2(R )

des rayons des sphéres de Lemoine mentionnées aux paragraphes 1
et 3, dont le centre de la premiére est aux deux tiers de LO a
partir de*L et celui de la seconde au point L, en résultent immé-
diatement, car (?)

L
z

1
p1= %[41"-*- 231, ea= %[R’+49§]T,

4. Les plans radicaux des sphéres (O) et (A, (), (O) et (B, m),
(0) et (C, n), (O) et (D, p) découpent dans les triedres (A),
(B), (C), (D) d’un tétraédre quelconque ABCD, quatre triangles
semblables entre eux XYZ, X'TU, Y'T'U, Z'U'V' et les droites
(XY, YT, TX"), ..., forment des triangles «By, Byd, ydx, dxf
homothétiques aux triangles tangentiels des triangles ABC, BCD,
CDA, DAB. Le tétraédre I,1,1:1; ayant pour sommets les points

() V. TutsauLt, Mathesis, 1914, p. 232.
(*) J. NeUBERG. loc. cit. Le géomeétre belge demandait une expression de g,.
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de contact de l'une des sphéres tangentes aux plans des faces du
tétraédre A,B,C,D, dont le centre » est le centre radical des
_sphéres (A, 1), ..., (D, p), est le transformé du tétraédre ABCD
par homothétie (Q, k), [3], et le point » se projette sur les plans
des faces du tétraédre ABCD au centre de l'un des cercles
tritangents (I,), (I, (I.), (I,) des triangles 3yd, yda, daf3, afy.
Lorsque: \

- li=\a'be, m?=1b'ca, nt=>\ir"ab, pr=1a'b'c,

P =Q =1,, les triangles XYZ, X'TU, YT'V, Z'U' V' sont égaux
entre eux et si 'on suppose, pour fixer les idées, que o est le
centre de la sphére inscrite au tétraédre A,B,C,D,, les centres
de leurs cercles inscrits coincident avec les points I, Iy, I, Iz sur
AL=AQ, BL=BQ, CL.=CQ, DL = DQ. Les cercles inscrits
(Ia) et (I,) aux triangles XYZ et afy touchent XY en un méme
point M; de sorte que les cercles (1), (Iz), (1), (1a), inscrits
aux triangles XYZ, X'TU, YT'V, Z’UV', sont sur une
spheére ('), de centre w, de rayon oM qui contient aussi les
cercles (I,), (1), (1.), (1) inscrits aux triangles Byd, you, daf,
By (sphére de Tiicker). Si w =1L [3], la sphére (o =L)est la
seconde sphere de Lemoine (ou pEs cosinus) du tétraédre
ABCD (2).

Posant Lw:LO = m, le carré du rayon de la sphére (») a pour
expression a

2= (1 — m)? R? 21 2 R2 ; :'=-—I—21- 3
p?= (1 — m)? R?tang?y + m*R (tang,J save) O

En particulier pour la sphére de Lewmoine (v = L), ou m = o,
= R tangy,

et cette sphére coupe les faces BCD, CDA, DAB, ABC suivant
les cercles (I,), (I;) (I.), (I,) de rayons OO,tangy, OO, tangy,
0O,.tangy, OO tangy, c’est-a-dire sous des angles égaux a BOO,,,
AO0O;, AOO;, AOOs.

(*) P. DELENS, Comptes rendus, loc. cit.
(*) P. DELENS, ibid.
(®) V. TutBauLt, Annales Soc. Scient. de Bruxelles, loc. cit.
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N. B. — La sphére inscrite, de centre | et de rayon r, louche
les plans des faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre ABCD en
A B, C,D". Une sphére (I, r') de rayon arbitraire 7 > r, concen-
trique a (I), découpe sur les mémes faces des cercles égaux (A'),
(B'), (C'), (D') queles droites (A’B,A’C,A'D), ...,(D'A,D'B,D'C)
rencontrent respectivement, entre B et A’, C et A’, D et A/, ...,
dn des points (Xp, Xe,Xa), (Ye, ¥a, Ya), (Va, Za, L), (V,,,Vb,V ).
Les plans XoYaVa, X3ZsVy, X.Y.V., X4YyZ,; forment un
tétraédre A, B, C, D, homothétique au tétraédre A'B'C’D'. Dans le
tétraédre A,B,C Dy, la sphére (1, r') appartient & un systeme
de Ticker d'axze 0,1, O, étant le centre de la sphére circons-
crite. Sil’'on consiruit les sphéres (w.), (ws), (w.) (wq) Inscrites
dans les triedres (A), (B), (C), (D) du tétraédre ABCD touchant
respectivement les faces adjacentes en (Y., Z,, V..), (X4, Zs, V),
(Xey Yo, Vo), (X4, Yy, Vi), le centre radical de ces sphéres est
le second point L, de Lemoine du tétraédre AB,C,D, qui
reste fize lorsque r' varie; ces sphéres sont orthogonales a une
spheére de centre L, qui se réduit & son centre quand elles con-
courent en ce point et réciproquement. De ce cas particulier, il
résulte que dars un tétraédre quelconque ABCD, les plans
menés par le second point de Lemoine L. perpendiculaires aux
droites Al, BI, Cl. DI joignant les sommets A, B, C, D au
centre 1 de la sphére inscrite, coupent les cones de sommets A,
B, C, D circonscrits & la sphére inscrite suivant quatre cercles
situés sur une méme sphére de centre L (sphére d’Adams) (*).

(Manuscrit regu le 2 aout 1943.)

(*) R. Bouvaist et V. Tut:savrLt, Comptes rendus, 1940, p. 377.



ADDITION FAITE LORS DE LA CORRECTION DES EPREUVES.

5. Soient «, 3,7, dles projections du centre O de la sphére (O, R)
sur les perpendiculaires A,, A;, A., Az aux plans BCD,"CDA, DAB,
ABC menées par un point w de la droite indéfinie LO, tel que

Lw:LO = m. Les cones de révolution de sommets «, B, v, 9,
d’axes Aq, Ap, A;, Ay et d’angles 22, 2y, 23, 2t tels que
tang x = (1— m) tang ¢ — m tang A, ..., tang ¢ = (1 — m)
tangy —mtang D, A, B, G, D étant les angles des plans BCD,
CDA, DAB, ABC avec la sphére (O,R), découpent sur les plans
des faces du tétraédre ABCD quatre cercles situés sur une sphére
(w, p) dont le carré du rayon est

e?= (1—m)?R2tang?¢ + m2R?,
et réciproquement (sphére de Tiicker).
Sim=2, les plans paralleles auz Jfaces du - tétraeédre
2

ABCD menés par le point L, coupent les arétes du tétraedre
A,B,CD,, transformé du tétraédre tangentiel A,B,C,D, de

ABCD par Uhomothétie (L, ;—>, en douze points d'une sphére,
derayonp = % séc , centrée au milieu de LO. (Premiére sphére
de Lemoine) (*).

(') Extrait d’'une Note qui paraitra aux C. R. Acad. Sc. (V. T.)




