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SUR LA COURBURE ET LA TORSION GEODESIQUE;

Par M. Anpré CHARRUEAU.

1. Soient G, une courbe quelconque tracée sur une surface S;

= et = la courbure normale et la torsion géodésique de G, en
R1 Tl

, . 1 .. I
I’'un de ses points P; R celle des courbures principales, &

et

1 .
o . Désignons
par o, I’angle positif, compris entre zéro et m, que fait la droite
tangente a G, en P avec la direction principale A, correspondant

dt ; le sens dans lequel ¢, est compté positivement est le sens

direct (de gauche a droite) par rapport a la demi-normale posi-
tive de S.

Tragons dans le plan tangent 4 S en P deux axes rectan-
gulaires AE et Ay, de sens direct par rapport i la demi-normale,
positive de’S et dont le premier est paralléle a A, (fig. 1).

Soient A, et A, les deux points de A% dont les abscisses ont des

valeurs algébriques égales a celles de a—l et de 5{]—’ et tragons la
1 2

circonférence de centre G dont A;A, est un diamétre.
Menons par le point A; une paralléle Ayzy & la tangente & la
courbe C, en P. Cette paralléele coupe la circonférence G au

. /\ .
point 7,: On a AjA,7, = (p,, et 'on voit que les coordonnées de 7,

1

sont éga‘es & ﬁ— et & — - Le lieu du point (Rl, — T—> lorsque ¢,

varie est donc la czrconférence C.

Tragons maintenant la droite A7,, qui coupe la circonférence G
en B et, par ce dernier point, menons une parallele a Af, qui
coupe la circonférence C en 7}, et une paralléle a An, qui coupe
ladite circonférence en 7,. Les points 7, et 7; sont diamétralement

opposés.
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On démontre que les coordonnées du point 7, sont égales 'une
a la courbure normale et Pautre a la torsion géodésique changée
de signe, relatives a la direction conjuguée de la' tangente 2
la courbe C, par rapport a lindicatrice de la surface. Donc
la droite A,7, est paralléle & la direction conjuguée de la tan-
gente a Gy,

On vérifie qu’on a

N SN R

(1) tangf A;7;. tangEA=D =— ‘-—Kiv

conformément a une relation classique.

Fig. 1.
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On voit aussi que la droite A,7;, qui est perpendiculaire a A, 7},
est parallele a la droite tangente a U'image sphérique de la
courbe C, au point correspondant a P.

La représentation précédente ressemble a celle de Mohr du

_vecteur contrainte, relative a 1'équilibre plan des milieux continus.

On peut faire des applications intéressantes de cette représen-

tation de la courbure normale et de la torsion géodésique.

9. Soient u, ¢ des coordonnées curvilignes quelconques; E, F,
G, D, D/, D les coefficients des deux formes fondamentales de S;
H la quantité positive y EG—F2.

Appelons respectivement courbes C, et C, les lignes ¢ = const.
et les lignes u = const. de S et prenons pour demi-normale posi-
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tive en un point quelconque P (z, y, 5) deS, celle dont les cosinus
1 D(y,z) 1 D(3,2) 1 D(a,y)
HD(u,v)) AD(u, v) HD(w, o)

Soient (fig. 2) P¢, la demi-tangente a une courbe C, en P
dirigée dans le sens de u croissant; P¢, la demi-tangente a une
courbe C; en P dirigée dans le sens de ¢ croissant; PN, PN,
et P;N, les demi-normales positives a Sen P, P, et P,; PN, et PN,
les demi-droites issues de P, paralleles a P, N, et a P,N, et de

directeurs sont égaux a

Fig. 2.
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“méme sens; ds, et ds, les longueurs des arcs PP, et PP, positifs

. . . 1 I I
et infiniment petits; —, — et ~ , — les courbures normales et les
e R RO T TS

torsions géodésiques en P de la courbe C, et de la courbe C, qui
passent en ce point.

Désignons par o le plus petit angle positif (P¢,, Pt,), le sens
positif adopté pour compter w étant lé sens direct par rapport a PN.
Onao<m.

On saitque
( 1 cos(Pty, PNy) D 1 cos(Pe, PNy) 2"_
2) | < dsi = HE’ . dss = 0G

Considérons deux éléments analogues aux précédents, mais
dépendant & la fois des courbes C, et C, :

1 cos(P¢s, PN)) 1 cos(P¢, PN})
i Sl LI WA = 2PN T2

(3) _R-i_,g = d$1 Ro 1 ng
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On démontre que les quantités — - et ——, définies par (3),

Ra1
sont égales et telles que

(4) il A

1,2

R.. HYEG’

Bien entendu, cette valeur n’est égale ni a la courbure de la
projection de C, sur le plan NP¢,, ni a la courbure de la projec-
tion de C, sur le plan NP¢,.

Appelons Pm,;, la projection de la demi-droite PN/, sur le
plan NP¢,, et Pm,, la projection de la demi-droite PN/, sur le

plan NP¢,.
‘Posons

(5) (P my,e, PNQ) = £1,2, (Pl)‘Lg’i, PNIQ) = Eg,h

ces angles étant comptés posilivemént, le premier dans le sens
direct par rapport a Pt,, et le second dans le sens direct par
rapport a P¢;.

Considérons les deux éléments suivants dépendant & la fois des
courbes C, et C, :

(6) LIS N LI

Ti,z dsy 2,1

@

2,1

S2

Y

On démontre que Jes quantités — S ety définies par (6), sont

telles que
) 1 D'F-—DG 1 D’E—D’'F
—— T ——-———-————, — e ———— .
1,2 H2{/EG Ts H2/EG

On démontre aussi que

8 I I cosw sinw _ cosw sin w

%) IT_—E:—RI‘_FTt—R,—T,’
1 sinw cos® B sin w Ccos W

(9) "R T TR TR

En outre, on a, notamment,
(10) . + 1 _ 11 __ sinw
RioTy ~ RiTy:  RyaTy  Rali,  Ra&Ry

(11) r _r 1 1 __ sin?w
R:R, R‘i,z-—Tsz, Ta,zTé,t_“i(Ra

Nous allons indiquer ce que représentent, au point de vue

cinématique, | ités —— —
que, les quantités R’ T — et T”
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3. Soient B, un triédre trirectangle mobile de sens direct qui,
lorsque son sommet est en P, a pour premier axe la demi-tangente
Pt, a G, et pour troisiéme axe la demi-normale positive PN a la
surface S, et B, un autre triédre trirectangle mnobile de sens direct
qui, lorsque son sommet est en P, a pour premier axe la demi-
tangente Pz, a G, et pour troisitme axe la demi-normale posi-
tive PN a la surface S. o '

Considérons les deux mouvements suivants de %,, son troisiéme
axe étant toujours la demi-normale positive a S :

1° mouveraent I, : le sommet de B, se déplace sur C, etle
premier axe de B, est toujours la demi-tangente positive a Cy;

2° mouvement JM,,, : le sommet de B, se déplace, non plus
sur C,, mais sur C,, et le premier axe de B, est la demi-tangente
positive, en chaque point, a la courbe C, qui y passe.

Considérons, de méme, les deux mouvements suivants de ®.,
son troisiéme axe étant toujours la demi-normale positive a S :

1° mouvement I, : le sommet de B, se déplace sur Cy et le
premier axe de B, est toujours la demi-tangente positive a C,;

2° ‘mouvement J,,, : le sommet de B, se déplace, non plus
sur C,, mais sur C, et le premier axe de G, est la demi-tangente
positive, en chaque point, a la courbe C, qui y passe.

Faisons jouer le role du temps a 'é1ément d’arc de C, ou de C,
parcouru par le sommet du triédre.

Les projections du vecteur rotation du triédre mobile sur les
deux premiers axes.de ce triédre sont données, pour chacun des
quatre mouvements considérés et pourle point P, dans le tableau
suivant :

Désignation Projections sur le
adoptée  ————r—
pour 1er axe 2° axe
Triedre le vecteur du triédre du triedre
mobile. Mouvement. rotation. mobile. mobile.
% am Vi ! !
........ 1 1 e —_— e
Ty Ry
e I I
%2 ....... Dﬁ., 9 V1 ° _— —_—
’ ’ | S Ry,» R R
. n i[__> L . 1,2= Mgy
1 2.1 21 e - —_ =
Ty R:,i
© am Vs ! !
..... 9 —_ _—
2 ) T, R,
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Les indications du tableau relatives a I, et a I, sont
classiques.

Celles qui concernent I, , et N, , se justifient aisément de
diverses fagons.

Une premiére méthode consiste a remarquer que, dans les
mouvements U, et I, ,, les triédes mobiles ont toujours leur

. —_
troisiéme axe commun et que, par suite, le vecteur V, ,—V, est

paralléle a ce troisiéme axe. Il en est de méme de V;T—— V? Donc,
d’apreés (8) et (9), on a bien les résultats indiqués.

Une deuxieme méthode consiste a utiliser les relations Servant
a déterminer, pour une surface donnée, les translations et rota-
tions qui figurent dans les formules de Darboux (') correspondant
a celles de Codazzi. ‘

L’élément d’arc \/E du de C, jouant le role de 'accroissement

. . .—_>
du temps dans le mouvement I, ., les projections de V, 4 sur les
deux premiers axes du triédre mobile sont respectivement égales
. D'F—DG D’ I I
a

—_——e ———:donca—eta — = ——
H:/EG HYEG ' T R Iy

De méme, I'élément d’arc ‘/G dv de C, jouant le role de
I'accroissement du temps dans le mouvement J1, 4, les projections
_‘__? . .
de V,,, sur les deux premiers axes du triédre mobile sont respec-

D'E—D'F donc a —— et

tivement égales a —— et 4 — ——
g H2/EG H\/EG’ 2,1

! L
Ro,1 Ry,
On peut encore dire, en vertu de (8) et de (9) :
° que la PPOJOCthn de V, sur le premier axe de B, est égale

a0 l - et que la projection de Vz sur le premier axe de B, est

égale a

I“)l
2° que la projection de V. sur- le deuxiéme aze de B, et
celle de V, sur le deuzxieme a:ce de ‘@, sont égales et que

I
leur valeur commune est — =— — — — .
Rl 2 l“q“

(') DarBoux,. Legons sur la théorie générale des surfaces, t.II, 1315, p. 391.
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On établit également la seconde propriété en utilisant la
premiére des formules de Codazzi relatives au cas des coor-
données curvilignes obliques ou la derniére des formules corres-
pondantes de Darboux (*). '

Ces résultats s’appliquent évidemment a deux familles
quelconques de courbes de S, dépendant chacune d’un paramétre,
puisqu’on peut les prendre pour lignes coordonnées.

Si les courbes coordunnées sont conjuguées, on a

1 I R: R

(12) D'=o, El_,‘z = T,i =o, - T, =-—,I—,;' = cotanguw,
Tor Ty Ry DG
(13) T T, R DE

—> —>
Dans ce cas particulier, V, est situé dans le plan NPt, et V,,
dans le plan NP¢,.
Si les courbes coordonnées sont les lignes de courbure, on a

I 1 1 I R, DG

(14) T =" &’ —“=0sz ave‘c.aT‘=m,

1,2

I 1 .
7 o & étant les courbures principales correspondant respec-

tivement aux lignes de courbure ¢ = const. et aux lignes de
courbure u = const. .
(Manuscrit regu le 25 mars 1943.)

() DarBouUX, Lecons sur la,théorie générale des surfaces, t. II, 1915, p. 375
(formules de Darboux) et p. 407 (formules de Codazzi).



