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'SUR L’EQUATION DE LA CHALEUR DANS LE CAS D'UNE
SPHERE HETEROGENE, EN TENANT COMPTE DE SOURCES
ET DE DISCONTINUITES;

Par M. V. A. KostirzIN,

1. — Sphére hétérogéne continue.

1. Définitions et équations. — Dans ce  Mémoire, je vais
étudier le régime thermique d’un corps céleste du type planétaire,
c’est-a-dire hétérogéne, stratifié, dans certains endroits produc-
teur de la chaleur. En effet, la Terre est nettement stratifiée, et
d’autre part certains auteurs se servent de ’hypothése de'la strati-
fication pour expliquer soit la structure de la surface de la Lune,
soit les inégalités de son mouvement. Sans 'existence de sources
.thermiques, I’état actuel de la Terre resteraitinexplicable. Dans ce
Chapitre nous considérons le cas d’un corps céleste continu, mais
producteur de la chaleur ().

Soient u(r, 9, ¥, t) la température, p(r) la densité, ¢(r) la
chaleur spécifique, y(r)=p(r)c(r) la capacité calorifique de
I'unité de volume, K(r) la conductivité thermique, M(r, o, ¢, ¢)
I'apport de sources que nous supposons indépendant de la tempé-
rature, R le rayon de la sphére. Nous supposons toutes ces fonc-
tions continues, dérivables, bornées, ne s’annulant nulle part et
développables. en séries de Taylor et séries sphériques. Dans ces
conditions, I'état thermique de la sphére est représenté par I’équa-
tion différentielle

du /] ( du) K ou K
-+
Jar

2/ . du )
2y ot — 2 e —— —
(l_) Yo% T or K sin2¢ d¢2 +sin<p d<p,<sm?dcp)+M'
La fonction u doit vérifier la condition initiale

" (2) u(r, ¢, ¢, 0) = w(r, ?a $),

(*) Voir V. A. KosrtitziN, C. R. Acad. Sc., t. 213, 1941, p. 972; t. 214, 1942,
p. 47 et 461. i
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et la condition a la surface extérieure

r=R .
(5) Eu(R, g0+ Km) [ 2000wy,

en désignant par o, W, des fonctions connues et par E, le coeffi-
cient d’échange superficiel.

Supposons toutes ces fonctions développables en séries
sphériques

[ (s 504y 0) = D ¥t (1, OS il &),
o(r, g 4) = Do) Suls ¥),
Wis, 4, 0) =ZZ‘%A—(M Sux(z, ¥,

LM, g 4 0 =D B Muk(r, Sk, ).

(4)

Les fonctions uni(r, t) vérifient les relations suivantes :

2. Uy - aJ C o9 dun: .
(5) Y = __‘)—r(h; 7)—11(11+1)k11nk+hl,1k,
(6) Ung(r, 0) = wui(r),
r=R
(7) Eunk(R,t)—FK(R)/ ﬂ“—‘r)(;—’—) =W (¢).
2. Introduction des fonctions ¢.(}, r). — Multiplions les

équations (5) par une fonction a déterminer gn(?, r) et intégrons
par rapport a r de zéro a R

d R R
®3) 7,‘/‘ r‘l*(qnun/.»dr-o—)‘[ rrY qnunk dr
Yo 0

B R K Dtk llM "
= 0’" (Qn or — Unk +[ nkqn

R
+~[ Unk [2%- <K r c—%) —n(n+1)Kgnp+ )\r?yqu] dr.

dga
dr

Supposons que les fonctions g, vérifient I'équation diftérentielle
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En tenant compte de (7) et (9), 'équation (8) devient

R

) d rt .
UO) a?f r2vgnlng dr + Af Y gnlnk dr
) o

_/ [Qu‘l"u&——u"; <Eqn_._l\dq;z>]

. d d &
—/ ]\I‘?(q“%"—unl“‘%>+ | l\dnlqn(/’

Parmi les solutions de (g) choisissons celle qui vérifie les
conditions aux limites

I‘:Q
n / 21
(11) / \ 72 ((1,,’)” ./' —-ll,,/,l )_o

r=R .
(12) / (l R Ny

Supposons les fonctions K, + développables en séries de Taylor

| N=NK,+K »r+Kk,r—+

(13)
R

et cherchons une solution de () représentable de la facon suivante
ah Gu="1"(1 43" 45,024 ..).
L’équation diltérentielle () donne dans ces conditions

(15) Ko[m(m 1) —ntn+1)] =0,

0 l{\.61[z111+ DM +2)—pnn+n]+=K[mima2)—n(n+1))=o0,
S Koo [(m—+2)(m—=+3)—n(n-+1)]

(16) { + K, [(m+1)(m=+3)—n(n+1))
) +Ky[m(m +3)—n(n+1)]+iyi=o,

D’aprés nos hypethéses, K, est positif et différent de zéro. On
doit donc avoir m = n ou bien m =-—n — 1. Désignons les solu-
tions correspondantes par £, (2, r), n,(%, r)

s En( N, Py=1rn (+air+a2ira. ..,

17) ;
(17 lr,,,(/, ry=r—r=t(r+ @l r+ 5 r2 4. )
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Les équations (16) permettent de déterminer les coefficients

Kin m—r-._w_"_‘_‘l,

() A" =
(18) *n 2Ko(n +1)° B 2Kon

e

La condition (11) montre que, quel que soit n, c’est la fonc-
tion £,(}, r) qu'i} faut choisir. Ainsi, la fonction g.(3, r), égale
dans le cas considéré a £, (2, r), se trouve déterminée, sauf en ce
qui concerne le paramétre A.

3. Valeurs et fonctions caractéristiques. — La fonc-
tion ¢, (2, r) doit remplir la condition (12). Celte équation nous
donne une suite de valeurs caractéristiques Anty Anay ..., et de
cette facon nous obtenons une suite de fonctions caractéristiques
@i(Mis 1)y qu(dna, ), . ... Cette suite est orthogonale. En eftet,
il résulte de (g) et (12) la relation

R .
(19) frﬂy(r)qnum,r)qn<kn,~,r>dr=o (e 5% Anj)-

Cette condition montre en particulier que loutes les valeurs carac-
téristiques sont réelles. On peut montrer qu’elles sont positives.
En. effet, I'équation (9), multipliée par ¢, dr et intégrée par rap-
port a r de zéro 4 R, donne

R R R daa\2
A [ yﬂq;‘ldr-:n(n-o-x)f Kq,’ldr—o—f Kr2< q") dr
<o o o dr»

r=R
dq
— 2
/ Kr2gn p

n
)

ou bien, en tenant compte de (12),
R R R dgn\?
(20) xf Yr2q;",dr=n(n+l)f Kq?,dr+f Krz(-d—"> dr
0 0 o ar
+ ER2g2(%, R).

Al
La partie droite de cette relation est posilive, et par conséquent
toutes les valeurs caractéristiques sont positives.
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Dans ces conditions I'équation (10) devient

(21) %f

: R
= R2qn (X, R)Wnr(2) +f Mnk(ry t)gn(X, r)dr,
0

R

R
Y gnlink dr+)\f r2Y gnlnk dr
0

et il en résulte, en tenant compte de (6),

(22) f

R R
r’yqnunk dr = e—)lf Y @nlink dr
0

14
+ Regn(), R)f e M=) W1 (5) ds
0
R t
+/ qn()\,‘z)dzf Mok (3, 5)e—Me—s) ds,
0 0

) appartenant a la suite {A,; }.

Ces équations résolvent le probléme. En effet, les fonctions
gn(Mniy r) forment une suite orthogonale compléte, et 'on peut
supposer la fonction u,x développable en série de fonctions ortho-
gonales ¢n (Ani, 1)

(23) uni(r, t) =2vnu(t)qn(%,.:, )

les coefficients ,(¢) étant donnés par la formule

R
Qni "nki(t) =f r’yq,,u,,kdr,
(24) R
Qni =f. r2yqi(Any r)dr.
0

Posons pour simplifier

n(An ) —Anit
Ga(r, 3, 8) = D gn Oty 1) qn (hnty 2) et

Qni

@5 { H(g, 4, 9 ¥, 1y 5, 0) = 7= D (2n +1)Calr, 3, )Pa(cosb),
n=0
c0s§ = cos g cos ¢’ + sin g sing’ cos(y — ¢’).
LXX. 9
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On trouve sans peine
R
(26) uni(r, t) =f‘ Gn(r, 3, t)32y(3)wnr(2)dz
[}

¢
+R2f Gu(ry R, ¢t — $)Wni(s)ds
R ° 3 )
+f dzf Gn(r, z, t — s)Mpr(3, $) ds,
0 0

et la solution générale du probléme prend la forme

R
(27 wro b= [ 1)z [[HGo 4 o, ¥ 5 0)
0
> w(z, 9, §') sing’ do’ d’

t
L CER N
0
= W(y', ¥, 5) siny’ do’ dy’

R . .
+f dzfdsﬂﬂ(?a%?',‘%’»zﬂ—s)
0 0 e

<M(z, ¢’ W, 's) sing’ dy’ dy'.

II. — Noyau sphérique hétérogéne
entouré d'une enveloppe hétérogéne concentrique.

1. Dans ce Chapitre je vais examiner le cas d’une sphére a une
seule surface sphérique de discontinuité, avec des sources distri-
buées dans la masse et sur la surface de discontinuité. Soient r,
le rayon de la surface de discontinuité, K,(r), K,(r), la conduc-
tivité thermique resp. a l'intérieur et & I'extérieur de la surface
de discontinuité; p(r), c(r), y(r) peuvent étre discontinus au
passage de la sphére (7); ils sont continus, dérivables, bornés et
non nuls, développables en séries de Taylor dans les intervalles
(o, 7¢), (ri, R). Les équations différentielles du probléme
prennent la forme

. 2
r“y%‘—: = %(K1r2§¥)+ _51%; gq)—;‘- “+ '5_1% (—% (sinq;g—;-f)-‘— M
(O é r < "'1 )3
. o,
riy%l—: = %(K,r’%—f)-&- s—i[;:—(?- 3—4;5 + E%(ﬁiq?% (sinyj—g)—f—M
(ri < r<R).

(28)
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La condition initiale (2) reste sans changement. L’équation (3)
exprimant les conditions a la surface extérieure prend la forme -

r=R
(39) Eu(R, 5 b 0+Ke(R) [ TR 0Dy, g, 0.

En ce qui concerne le passage de la chaleur 4 travers la surface de
discontinuité, on peut 'exprimer par les équations suivantes :

e[u(ri—o, @, ¥, )— u(r1-0, 3, b, t)]+K,(r1)/ T u(n e 4,9

ar
(30) =®(9, ¥, ),

e[u(rit0, 9, ¥, ) — u(ri—0, &, ¥, ] + Ka(ry) /
= (l)(?, ¢, ¢).

r=r‘+0 ()lt(r7 ?7 4‘) t)
ar

Les équations (4) restent valables. Il faut y adjoindre le déve-
loppement analogue de la fonction ® (¢, ¢, ¢)

(31) (9, ¥, 1) = ZX Pni(2) Sni(e, §)-

On obtient de cette fagon les équations suivantes :

d Jd du,, .
rey l;'t"‘ =3 (K1 r2 i}rk> —n(n+1)Kiupnr+Mpi- (0§(‘< ry),

r?ydu"" J (Kgr? unk

(32)
= or )—n(n+1)K-_‘u,lk+M,,k (ri<r<R).

'Les conditions initiales et aux limites prennent la forme
(33) u’lk(,"a °)=wnk(r);

- TENT00 wni(r, t)
e[unk(ri— 0, t) — unx(ri+ o, t)] + Ky(ry) —_—1

ar

= P, (t):
(36) * e
e[unk(ri+o0, t) — unx(ri— o, t)]ng(rl)/ : ?ﬁ'.s%r’_o

{ = D,z (2).

‘ r—_;l\
() Bum® 0+K®)[ 20D oy
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2. Comme dans le Chapitre précédent nous allons chercher une
suite de fonctions orthogonales g.(},-r), permettant d’obtenir la
solution sous forme d’une série orthogonale. Dans ce but multi-
plions les équations (28) par g.dr et intégrons par rapport a r
dans les intervalles correspondafxts. La somme de résultats de ces
opérations, en tenant compte de (34-35), donne I’équation sui-
vante :

d rt R
(36) Zitf r2yqnunkdr'+)\/‘ Y qnnk dr
o

Yo

i d d
= ~/o‘ unl‘[’g; (K,r’%)—n(n-f—l)‘[(iq,,+ )\I‘"an]dl

+[ unk[ (Kgrﬂﬂilq")—-n(n+1)Kgq,,+)\r2yq,.-]dr

= . d
+/ r‘2 (inIrnk— Egnunk— Katnk dq,.")

r=0 R
Quni dgn
—/ K, r? (qn 3:‘ — Unik ;" )—0—-[; Mk gn dr

r=r‘—0d
- Unk(ry— ©; t)[——— Ki(ri)/ 79—"

r

—eqn(X, r,—o)‘-c- eqn(X, r,+o)]
- r=ri+0
. T d
+unk(r,+o, t)l Kg(r‘)/ dqrn

+eqn(h, r1—o0)—eqn(), r1+o)].

Supposons que les fonctions g, vérifient les équations suivantes :

d dqn
\‘ E;(K,r? dq; )—n(n+1)K1q,,+)\7r2q,,=o (oSr<r),

G .
3;<Kgr2 ;r">—n(n+1)Kgqn+kyr2q,,=o (ri<r<R);
r=0
= dunk d
(38) / K, r2 (q,.—dr—‘ — Unk (;’r")=o;
=R K, 29\ _ .
(39) / (Eq,,+Kg dr)_o’
'r=r,—0d r=r,+0d n
(40) K,(r,)/ ;’r" = Kg(n)/ —di;-

=¢[ga(}, r.+o)—q,,’()\, ri—o)). -
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La condition (38) permet de déterminer complétement la fonc-
tion ¢, (2, r) dans I'intervalle (o, r,)

41 gn(X r)=Eu(d, r)=rfi+afir+air2+...)  (0Sr<r).

Dans l'intervalle (7, R) on a la solution générale de (37,) sous
la forme

( Qn()\, ")=Ansn2()\; ")"‘Bn'flrm()‘; "))
(42) Ena(M, r)=ref1+ ol r+aBr2+...],
Nna(h, r)y = r—r-t1+ B r+ BHri+. . 1] (ri<r<R).

La substitution dans les équations (39-40) donne

Anbna (X 1) + Bamna (X, 1) =Ena (A, 1)+ 51_(;2) 1 (X5 1),
K
(83) 1 AnBa(y 1)+ Bama O 1) = R8O ),

An[EEn (R, R) + Ky (R)E, (%, R)]
+ Br[E M2 (X, R) + Ka(R) (%, R)] = o.

L’élimination des coefficients A,, B, nous donne I’équation carac-
téristique que nous n’écrivons pas explicitement. La condition
d’orthogonalité des fonctions caractéristiques (19) reste valable.
Les valeurs caractéristiques {A,;} sont toutes réelles. La relation

R ry R
@) » f yq31'2dr=n(n+1)f Kiq}ﬁdr+n(n+1)f Ky g2 dr
0 0 ry

r, R
1 . dqn 2 ~ d9n 2
[ () e () o

—+ ER2g2(M\,R)+eri[ga(h, ri4+0)—qgn(X, ri—o))?

montre que toutes les valeurs caractéristiques sont positives.

3. Dans ces conditions les équations (36) deviennent

4 R R
(45) ‘-;,;f r2yqnunkdr+kf P2y gnink dr
0 *70

R
=R2qn(k,R)1I“,,k+f Mukgndr -
1]

+ri[gn(}, ri—0) 4+ gn(X, ri+0)]Pn,
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et il en résulte, en tenant compte de (33),

R

R .
(46) f rzYQnunkdr=e—)"f r2ygnwai dr
0 0 .

L
+ R2 gn (3, .R)f e M=) P, 1 (s) ds
0
+rilgn(}, r1—o)

t
+ gn(X, r1+ 0)]f e—Hi=8) &y (s) ds
L R ’
+ [ ds [ Mua(z, 9)e N1 ga(2, 2) dz,
0 *70

) appartenant  la suite { A }.

Les équations (46) résolvent le probléme. On trouve sans peine
la solution générale

U7 u(r e, t>=f (zds [[He, 49,4, 7, 5, 0)
X w(z, ¢, §)sing’ dy’ dy’

+Rﬂfdsﬁ“ﬂ(«p,ap,?,qa,r,n,t—s)
0

< W(¢', ¢, 5) sing de’ d’

t
+7‘f‘/‘ dsﬂ[H(?: ‘L; ?’7 ‘P’, r, ri—o, t'_'s)
0
+H(q, ¢, 9, ¥, r, ri+o0, t —s)]
< ® (9, ¥, 5) sing’ do’ d¢’

t R
+f dsf dz [H(?v 4‘; ?/1 ‘V) r z,t—s)
0 (] e

< M(z, ¢, §', s) sing’ dp’ &Y’

Les fonctions G, H sont définies par les équations (25).

III. — Sphére stratifiée a plusieurs couches hétérogdnes.

1. Dans ce Chapitre nous considérons’le probléme général d’une
sphére composée de plusieurs couches hétérogénes. L’hypothése
de Pexistence de plusieurs surfaces de discontinuité rend les opé-
rations de calcul plus compliquées, mais ne change rien dans le
mécanisme méme de la méthode. Soient

o=ro<m<rm<...<rm=R
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les rayons successifs des surfaces de discontinuité, K,(r),
Ki(r), ..., Kn(r) les conductivités des couches. Les équations
différentielles du probléme ont la forme habituelle

re {_)it—_d_<K rﬂl_)_l_t>+ ,_I(i_ .dz_u.+ _Iii_. _d_(sin qg).;.M
(48) Yot o\ or sinz2g d¢2  sing dp AT
! (ria<r<rii=1,2, ..., m).
La condition initiale (2) reste sans changement. On a sur la sur-
face extérieure

rsR
) T ou(r, 9,4,

9 ulh, ¢, ¢ 0)+8Bm — . = P ¥ E)-
(49) Eu(R, g, 4 )+ Kn(R) %D w0

Les conditions sur les surfaces de discontinuité prennent la forme

e1[“(”""7 £ 2) q’ t)_u(ri""o» P q": t)]
~Kir ) =i, b0
(50) (ei[u(ri+o, 9, ¢, t) —u(ri—o, 9, ¢, 2)]

7=r;+0
0
+K:+1(ri)/ gl;‘=¢i(% b, t)

(i=1,2, ..., m—1).

En supposant toutes les fonctions développables en séries sphé-
riques, on obtient les équations suivantes :

at or or

r2‘Y ?u_"k —_ .g.(.K[r? dunk)-—- nA(n +1)K1¥nk+ Mnk
(51)
(rica<r<ryi=1,2, ..., m).

Les conditions initiales et aux limites deviennent

(52) Unk(r, 0) = onx(r),
) r._.l,—-ovunk
e[ Unk(ri— 0, )— uni(ri+ o, t)]+ K; (r,)/ or = ®;ni,
(53) r=rieo g
El[unk(l‘,‘-O- o, t)—- u,,k(ri— o, t)]-!— KH.,(r,)/ z:k i= (plnk

f=1,2, ..., m—i),

dunk

(54) E uni(R, t)+K,,.(R)/ =Wus.
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2. Multiplions les équations (48) par ¢,dr ct intégrons par
rapport & r de r;_, a r;. En prenant la somme de ces intégrales,
on obtient

d [t R
(55) ¢7tf ’"’Yq::unkdr+>\f Iy gnting €r
0

m
Zf Unk 4 Kr2dq" —n(n+1)Kign+ Artyqn|dr
T P
d
+/ (annk—Eunan-“Kmunk —dq;,£>

Junk dQn
-/ K”(? Tt = )

m—1

+Z 5[q,,(x Pi—0) + gn(X, ri40)]Pink

. I—-I;—-Od
+ Unk(ri— o, t)[—K,-(ar,-)/ gn

di

+e;qn(A, ri+0)— e gn(h,ri— o)J
r=ri+0 dqn

+ Unk(ri+ o, t)[Ki+1("i)/ ar

+ e gn(X, ri—0)—e;gn(X, 7‘,~+0)] ;
R
+f Murgndr.
0

Supposons que les fonctions ¢, vérifient les équations suivantes :

d d
(ri_,<;'<ri; 1=1,2,..., M),
=0 d n d
(57) [ K (g 52— ) =o,

(58) /’.:R(EQn-F )

r=r;—~0 r=ry+0
i di 1 d
K,-(l',-)/ -gqf =KH_1(I‘;)/ _(?Fn

' (59) = sl[q,,()\, ri—+ 0)“‘ q_n()\; f‘i—-O)]

(t=1,2, ..., m—1).
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Avec nos hypothéses sur les fonctions K;, v, on peut donner aux
solutions fondamentales de (56) la forme

Eni(X, r)y=rr (1+alflr+a@rz4+...)

(60) ; (riea <r<rp),

nnihy 1) = A (L B B )

ou bien une autre forme équivalente. La solution générale de (56)

(61) { gn(X, 1) = AniEni(X, )+ Buinui(, 1)

(ricy<r<ri; t=1,2, ..., m)

contient 2m coefficients inconnus A,;, B,; qu’il faut déterminer
par Uintermédiaire de 2 m équations linéaires (57-59). Or, 1'équa-
tion (57) montre que B,,=o0; on peut poser A,;=1. 1l reste
donc 2(mq—1) coefficients a déterminer et 2m — 1 équations
linéaires. En éliminant ces coefficients, on trouve l'équation
caractéristique permettant de calculer une suite de valeurs carac-
téristiques { Anz | et de former la suite correspondante de fonctions
caractéristiques {gn(hu, r)}. Ces fonctions forment une suite
orthogonale. Les valeurs caractéristiques { Anz } sont toutes réelles,
et la relation

R i ri
(62) xf Py (r) g3 (h, r)dz-;zz(n+1)2/ K g2 dr
0 i

. ri—
i=1 :

”n r. d
+2 f K;re ( dqr”

i=1 %

)'dr+ ER2¢2 (), R)

m—1

+ Puirt[gn(d, ri—0) = gu(h, ri+o0)]2

i=1

montre que toutes les valeurs { A, | sont positives.

3. Dans ces conditions l'équation (55) devient

d R R
63) (7!_[ Y gnllnk dr+)\f r2Y QnUnk dr
0 0

m—1

= R2¢,(X, R)War(¢) +2’,~2 [Qrz(x; ri—0)~+ gn(X, ri+ 0)]Pini(2)

i=1

R
+f Mak(r, £)qn dr,
1]
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et il en résulte
R R
(64) f riyqnunk drze—l‘f r*ygnwnt dr
[ 0
t
+Riga(h, R)f MW 5 (8)ds
0

t R

+f e—Mi=s) d‘f Mak(2, $)gn(h, ) ds
0 [)

m~—1

+Er;-'[q,‘()\, ri—0) 4+ gn(X, r,+0)]

{=1

t
= f M=) B2 (8) s,
0

A appartenant a la suite { A4s }. Ces équations résolventle probléme,
et 'on trouve sans peine la solution générale

R
(65) u(r, 9, ¢,2)= [ Y(2)22ds IH(% b9, ¥, 1,2, 0)
Jo .
X w(z, ¢, ¢') sing’ dy’ di’
[4

+R’f ds H(?r q" ?’) ‘V: ry R» t"_s)
[}
< W(e'y ¥, 5) sing’ dp” A’

n—1

+2r?f‘d5][ H(e, ¥, ¢, ¥, r, ri—o, t —5)
=t °

-+ H(o, ‘*’, o, ¥, ryri+o, t—s)]
< ®;(¢', ¢/, 5) sing’ dy’ aY’

t R
+f dsf dzﬂ He, ¥, ¢, ¥, ry 3, £ —5)
[] 0 o

x M(3, ¢/, §', 5) sing’ do’ d’.

IV. — Quelques applications.

. Température moyenne au niveau r. — Soit
1 T [%:3
)  Urno=1= [ [ une b osinedsab
l"t [ [

la température moyenne au niveau r. Il est facile de voir que
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cette fonction est égale au premier terme du développement de
u(r, ¢, ¢, t) en série sphérique, ce qui donne

. R
67) U g=ur, 0= [ Go(r, 2, )1(2)u(z)a*ds
LA
+Re [ Go(r, R, t — $)Wo(s) ds

I R
+f dsf Go(r, 7, t— 5)Mo(2, 5) d
0 [}

m—1 1
+ rzf [Go(r, ri—o, t —35s)

+ Go(r, ri+o0, t — 5)]Pu(s) ds.

On obtient la température centrale, en posant r = o soit dans la
formule (65), soit dans (67).

2. Influence de la distribution iritiale de la température. —
Nous avons vu que dans toutes les circonstances les valeurs carac-
téristiques {A,;} restent positives. Cela signifie que les fonctions
G,, H ne contiennent le temps que sous la forme de facteurs expo-
nentiels décroissants e+, et par conséquent
(68) limG,= o, limM = o.

1>» (>

Donc, le premier terme de la partie droite des formules (65),

(67), décroit indéfiniment, et linfluence de la distribution ini-

tiale de la température devient insensible apres un laps de
temps suffisamment long.

3. Influence des sources & débit indépendant du temps. —
Supposons les fonctions M et ®; indépendantes du temps. Dans
Pexpression (65) les termes qui dépendent de ces sources tendent
vers une limite constante par rapport au temps, et pour t suffi-
samment grand Uinfluence des sources a débit indépendant
du temps s'exprime par des termes constants par rapport & t.
On arrive au méme résultat limite, en supposant que les débits
des sources tendent vers des limites déterminédes.
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4. Etablissement du régime périodique. — Supposons la fonc-
tion W(g, ¢, t), exprimant 'apport thermique extérieur, pério-
dique :

(69) Ve, & t+p)=¥(s ¢, 0).
Donnons a cette fonction la forme d’une sérié trigonométrique

(70)  W(s,d, t)=zAm(rp, y)cosmwt + B (g, ¥) sinmot

avec @ p = 27. Formons I'intégrale
t
(71) f Gu(ry z,t — )W (9, b, s) ds
0

= Zi ZA’”‘]"’()‘""" 7)gn(Anis z)ftcosmaise—ln;u—s)ds
Qni 0

n=0

- Ban()\niy ")Qn()\ni, Z) ¢ . — 2
i S —Ani(t—S$)
-+ Ez E O ‘[ sinmuws e S) ds.

m=1-

Mais on trouve facilement

o
/ cosmms e—Mt—s) ds =
0

ACOSm®t +~ m® sinmot — he—M
m2w? -+ A2

t . — —_ — - ~
- _ 2 Asinmwt —mwcosmot+ mo e
sinmws e—Mt=s) ds =

0

— )
m2u+ A2

ce qui donne pour ¢ trés grand

¢
(72) f Gu(ryz,t—s)¥(9, 4, s)ds
0

(>\m'7 7")qm()\ni; z))\ni
Qui(m2®*+ Aj;)

w
= R
~ Z(Am cosmwt + By smmwt)Zi gn
m=J0

l_‘In()\ni) r)q"l()\nz‘) Z) .

Qri(m2 &2+ Ay,

X - o
-+ (A, sinmwt — B, cosmwt)ymn

m=1

Donc, si U'apport thermique extérieur est périodique, et si
en outre les débits des sources intérieures tendent auz limites
déterminées, il s'établit, apreés un laps de temps suffisamment
long, un régime périodique indépendant de la distribution
initiale de la température.
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B. Degré géothermique. — On peut montrer qu’en dépit de
tout ce que I'on a affirmé et quel’on continue encore a affirmer, le
degré géothermique ne dépend pas directement de U'état inté-
rieur du globe. Supposons que la profondeur & d’un point soit
trés petite par rapport au rayon terrestre R. On a

=M u(r, 9, U, 1)
—_—

(79 w(R—h, 5,4 D)= u(R, 3, 4, )b/ &

ou bien, en tenant compte de la condition (3),
09 w(R—hy 5 4 )2 (R, 3, % )+ s [Bu(R, o4 )= ¥(e, 4, 0

Cette équation permet de déterminer le degré géothermique.
Soient ry =R — A4, ry=R — h, deux niveaux tels que les tempé-
ratures correspondantes ne différent entre elles que d’un degré.

Cela donne
hy— ho .
I= Ty (B4R o 4 )= ¥ (o, 4, 0),

et 'on en tire la valeur du degré géothermique

K(R)
Eu(R, ¢, §, t) — W(o, ¢, t),

Cette expression ne dépend pas. explicitement de l’état intérieur’
du globe, sauf par l'intermédiaire de la température superficielle
u(R, 9, ¢ t) et peut-étre de la fonction W (¢, ¢, ¢). Notre conclu-
sion n’est valable que pour 4 suffisamment petit.

Ici quelques mots a propos de la condition a la surface (3) sont
nécessaires. Le probléme physique réel de I'égat thermique du
globe terrestre est beaucoup plus compliqué que le probléme
mathématique linéaire que nous avons résolu. Si 'on peut encore
conserver I'équation différentielle linéaire (1) ou (48), en négligeant
le fait de la dépéndance qui existe entre la température et la fonc-
tion v, il est nécessaire, en établissant la condition a la surface
.extérieure, de fenir compte du rayonnement, et celui-ci, d’apreés
la loi de Stephan, est proportionnel a la quatriéme et non pas a la
premiére puissance de la température absolue. Dans ces conditions
il faut remplacer (3) par la relation suivante

(75) hi— hy=

r—=R—0
(16)  acw(R, g, 4,0+ K®)  ZLBHD _aw, g, 0,
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en désignant par a le pouvoir absorbant de la surface, par o la
- constante de la loi de Stephan, par W(g, ¢, ¢) la radiation
solaire. En tenant compte de cette relation, I’équation (74) devient

(07 wR—h 3,4, 0= (R, 7,4, 0+ grasow (e, 9,4 ) — W, b, 8],

et le degré géothermique est donné par la formule

K(R)

(78) hy— hy= alou*(R, o, 4, £) —W(p, ¥, ¢)]

6. Approzimations successives. — Pour conserver le caractére
linéaire du problémme mathématique, il faut remplacer la tempéra-
ture absolue u(r, ¢, ¢, ¢) par la température ¢(r, @, ¥, t)

(79) u(') L2 4’: t) = 273-0+ o(r, Py "1”: t).

En admettant ¢(r, ¢, ¢, t) suffisamment petit par rapport & 273°,
on peut remplacer, en premiére approximation, la condition (76)
par la relation linéaire

r=R—0
(80) 4a0273300+K(R)/ %2‘: =aW —as273*

identique avec (3) si I'on pose
(81) E = 4acs 2733, ¥=aW—ags273*

On peut continuer ensuite, en posant

=R—0

.
K d
(82) 4ac2733vm+K(R)/ _d",—
=aW —as273* —6ac27320%_  — 4ac27303,_,,
et en désignant par ¢, ¢3, ..., ¥m, ... les approximations

successives.

(Manuscrit regu le 6 janvier 1943.)




