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SUR UNE TRANSFORMATION DES CORPS CONVEXES, ET SON
APPLICATION A LA CONSTRUCTION DE L'ENSEMBLE DES
CORPS CONVEXES DE L'ESPACE A ~ DIMENSIONS, A PARTIR
DE CERTAINS SOUS-ENSEMBLES BASES;

Par M. Paur Vincensini.

I. =~ Introduction.

Les corps convexes que nous envisagerons seront des corps de
I'espace euclidien a n dimensions de volume positif [non situés
dans une variété linéaire a n— & dimensions]. Leurs surfaces
frontiéres [a (n — 1) dimensions] seront supposées douées, en
chaque point, d'un plan tangent continu [a n — 1 dimensions] el
de n-—1 rayons de courbure principaux, finis et non nuls.

Nous désignerons par (&) I'ensemble de ces corps. Nous nous
proposons de développer ici une Note des Comptes rendus de
U Académie des Sciences ('), et de montrer comment on peul
construire lensemble total des corps convexes (&) de Uespace,
partir de certains sous-ensembles hases (&,) concenablement
choisis.

Soient, G un corps quelconque de (&) de frontiére S, O un
point fixe de I'espace, X la sphére unitaire de centre O. Etablis-
sons entre S et X une correspondance par plans tangents paral-
léles, de telle sorte que les plans tangents en deux points corres-
pondants M et w de S et X soient paralléles et également situés.
cette derniére expression signifiant, comme I'on sait, qu’apres la
translation amenant M en », S et X sont situés d’un méme coLé par
rapport au plan tangent commun en ». Chaque point » de X est
Pimage sphérique du point correspondant M de S.

La distance algébrique H (comptée suivant O‘:\) du point O au

(') Comptes rendus, 204, 1937, p. 1604,
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plan tangent a S aa point M d’image w, est une fonction H(w) du
point @, continue sur 2. H(w) est la fonction d’appui du corps C.
Si M' est le point opposé @ M sur S [si les plans tangents a.S
en M et M’ sont paralléles], la distance A des plans tangents & S
en M et M/ est une largeur du corps C; nous dirons que c’est la

. . -—+ . .
largeur relative a la direction Ow. L’expression- de A est évi-
\

demment :
Afw)=H(w)+ H(w).

»' étant le point opposé a w sur S.

Il existe une infinité de corps convexes admetlant méme
largeur, dans toute direction, qu’un corps convexe quelconque C.
Ces corps sont ceux qui admeltent pour domaine vectoriel (*) le
corps centré D, dont la fonction d’appui est A(w). A(w) étant la
largeur de C.

Je rappelle que le domaine vectoriel d’un corps convexe quel-
conque C de I'espace, est le corps D, formé par les extrémités des
vecteurs, issus d’un point fixe O, et équipollents aux différents
vecleurs ayant pour origine et pour extrémité deux points quel-
conques de C. D est convexe et admet O pour centre de symétrie.
Les corps convexes C ayant pour domaine vectoriel D sont ceux
gui, dans une direction quelconque, admettent une largeur moiti¢
de celle de D dans la méme direction.

Dans le Mémoire cité du Journal de Mathématiques, et dans
un travail « Sur le prolongement des séries linéaires de corps
convezes », qui paraitra prochainement aux Rendiconti del Cir-
colo Matematico di Palermo, j'ai montré comment on peut
construire les corps convexes de I'ensemble (&), du plan ou de
I’espace a trois dimensions, admettant pour domaine vectoriel un
corps centré donné a priori.

La méthode employée repose sur la considération d’une série
prolongeable ‘de corps convezes.

J'indique, dans le Mémoire actuel, une construction de tous les
corps convexes de 'ensemble (&) d’un espace euclidien a n dimen-
sions admettant un domaine vectoriel donné, Jifférente de celle

(') Voir, par exemple P. VincensiNi. Sur les domaines vectoriels des corps
convexes (Journ. de Math., t. XV, 1936, p. 373). '
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cxposée dans les travaux cités, et présentant l’avantage de per-
mettre une limitation précise des éléments arbitraires mis en jeu.

Dans la construction donnée dans les Mémoires indiqués plus
haut, figure un corps convexe arbitraire C. Ce corps étant
choisi, on en fait dériver une infinité de corps convexes admettant
un domaine vectoriel donné ou, ce qui revient au méme, une
largeur donnée dans toute direction. : '

En faisant varier arbitrairement C dans le champ des corps
convexes, on obtient tous les corps admettant le domaine vectoriel
voulu. '

Mais, ’ensemble des corps convexes admettant un domaine vec-
toriel donné étant un sous-ensemble de l'ensemble des corps
convexes de l'espace, on doit pouvom obtenir tous les corps
admettant un domaine vectoriel donné, en choisissant le corps
arbitraire C, qui est a 'origine de la construction, dans un sous-
cnsemble convenable de I’ensemble total des corps convexes, pré-
sentant le méme degré de généralité que I'ensemble des corps a
construire. \

Je montre ici que I'on peut déduire géométriquement tous les
corps convexes admettant un domaine vectoriel donné quelconque.
de Vensemble des corps admettant un domaine vectoriel déter-
miné distinct du premier (j’entends par la non homothétique au
premier) et fixé une fois pour toutes : par exemple de I’ensemble
des corps de largeur constante de Uespace.

Le résultat que je viens d’énoncer peut éire envisagé comme
fournissant une méthode géométrique de transformation, les uns
dans les autres, des ensembles de corps convexes admettant méme
domaine vectoriel. Mais, on en appréciera mieux la portée, si 'on
observe que, tout corps convexe de l'espace appartenant a I'un
des ensembles précédents [défini par son domaine vectoriel, qui
est un corps convexe fermé et doué d’un centre de symétrie], on
pourra construire tous les corps convexes de l’espace a partir
des seuls corps appartenant auz deux ensembles suivants :

a. 'ensemble des domaines vectoriels [ensemble des corps
convexes centrés|;

b. I'ensemble des corps convexes admettant un domaine vecto-
riel déterminé [ des corps de largeur constante par exemple].
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II. - Prolongement des séries linéaires de corps convexes.

Soient G et (0 deux corps convexes quelcongues limités respec-
tivement par les surfaces S et §', T et T' deux plans tangents
a S et ¥ paralléles et également situés. Sil(w) et II'(w) sont les
fonctions d’appui de G et €. tout plan paralléle a T et T' dont le
rapport algébrique des distances a T ¢t T" est nn nombre donné 7.,
cuveloppe une certaine surface 5.

Si2.<C o, 8, est convexe, et limite 'un des corps €, de la série
linéaire déterminée par (0 et (', série que nous représentons
par |G, 7).

St 2 >> 0. 5, peul ére comvexe ou non. St S, esl convexe pour
toutes les valeurs de 2 supéricares ou égales a un nombre 7., supe-
rieur a un. les corps convexes (G, correspondant a ces valeurs pro-
longent lu séeie [C, (/. dans le sens C > C', jusqu’an corps (G,
et la série sera dite prolongeable jusqu’a ce corps.

De méme. si S, est convexe pour toutes les valeurs de 7 infé-

_ricures ou egales & un nombre positif 7, inférieur a wun, la
série |G, (7] est prolongeable, dans le sens (7 - (. jusquian
4?()!‘])5 C",“_..

Dans le Mémoire du Circolo Mathematico di Palermo cité
plus haut, j'ai étudic les conditions précises de prolongement.
dans un sens ou dans T'nutee. d'une série lindaire de corps
convexes de I'espace a trois dimensions et, en particulier, les con-
ditions de prolongeabilit¢ indélinie dans un sens. Le procédé
s'étend de lui-méme aux scries de Uespace euclidien a n dimen-
sions. Je me borne ict a indiquer les résultats essentiels.

Si les frontiéres des corps C, (' admettent, en chaque point,
n -1 rayons de courbure principaux finis et non nuls, la
série [ G, C') est toujours prolongeable dans les deux sens. Le
prolongement indéfini n’est possible que dans un sens au plus (a
moins que C et C' ne soient congruents par translalion).

Pour que la série [ (i, ('] soit indéfiniment prolongeable dans le
sens G--» (7', 1l faut et il suffit que, pour tout couple de sections de
S et S' par deux variétés planes paralléles a deux dimensions issues
de deux points de méme image sphérique quelconques, le rayon
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de courbure de la section de S, en I'un des deux points de méme
image sphérique, soit inférieur a celui de la secuon de Y au
point correspondant.

Cette condition est d’ailleurs la condition nécessaire et suffi-
sante pour que, M et M’ étant deux points homologues quelconques
(méme image sphérique) de Set Y, aprés la translation MM’ tous
les points de C appartiennent 3 C'.

La condition précédente est évidemment remplie si la valeur
maximum, sur S, du plus grand rayon de courbure principal en
chaque point, valeur que nous appellerons le rayvon de courbure
maximum de S, est inférieure au rayon de courbure minimum
de S’ @ c'est le cas ou S peut rouler librement a Uintérieur de N'.

Nous aurons, ‘dans la suite. a atiliser certaines séries indéfini-
ment prolongeabies dans un sens. dont nous allons indiquer la
construction.

Nous commencerons, a cet effet, par définic un corps convexe X,
attaché¢ a deux corps convexes quelconques (i et C' (dont les posi-
tions dans Pespace & n dimensions sont définics chacune a une
translation prés), ce corps 2 déterminant avec I'un, (', des deux
corps du couple (C, (]’)‘ unc série linéaire indéfiniment prolon-
geable dans le sens G~ X,

Laissant G fixe, amenons, par translation, la frontiére S’ de (V'
i étre tangenle extérieurement a la frontiére S de C. Si nous
imprimons a (i’ une translation an—i paramétres, au cours de
laquelle S’ ne cesse d’étre tangente a S le point de contact décri-
vant S en entier, S’ enveloppe une certaine surface o (3 n — 1 dimen-
sions). ¢ limite le corps X réunion de C et des o"~' positions
de (V. Montrons (ue 2 est convexe.

Chacune des oo ' positions de C', qui est tangente a la fron-
ticre S de (0 en un point 1, est aussi tangente a la frontiére o de X
au point I’ opposé a I sur C'. D’autre part il est clair, et d’ailleurs
bien facile a établir en toute rigueur, que tout corps congruent
a (&' par translation et coupant C (au lieu de lui étre tanoenl) a
tous ses points a 'intérieur de 2

Soient dés lors M, et M, deux points quelconques de X (que
I'on peut supposer extérieurs a C), € et G, deux des 00"~ posi-
tions de C' touchant C et contenant, la premiére le point M, la
deuxiéme le point M, (fig.).
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I, et I, ¢tant les points ou C, et C, touchent C, désignons par m,
et w, les points de C| homologues de M, et I, dans la transla-
tion B qui améne C, en coincidence avec C, et par m,, w, les
points de C, homologues de M,, I, dans la translation inverse. Au
cours de la translation rectiligne G, la corde I,w, de C, ne cessc
de couper la corde I,I, de C: C, ne cesse donc de couper C, ct
reste par suitc a l'intéricur de X. Le segment m,M, (intérieur

(6

i () reste alors constamment intérieur a X et décrit un parallé-
logramme m, M, m, M, intérieur a 2. Tous les points de la diago-
nale M, M, de ce parallélogramme sont intérieurs a X. Il est
établi que si M,, M, sont deux points quelconques de X, tous les
points du segment M, M, appartiennent au corps X, qui est par
suite convexe.

Aprés chacune des 0%~ translations qui aménent la frontiére &'
de C' a étre tangente extéricurement a la frontiére S de G, le
contact de S’ et de ¢ (frontiére de Z) a lieu en deux points de
méme image sphérique sur les deux surfaces, et tous les points
de C" appartiennent a 2. Il en résulte, comme on I’a fait observer
dans I'Introduction, que la série linéaire [ C', 2] estindéfiniment
prolongeable dans le sens C'-> X.

Dans le cas ou C' est centré, le corps 2 que nous venons
d’associer au couple de corps convexes C, (' n’est autre chose que



— 181 —

le corps somme des deux corps C et 2(/ [nous désignerons dans la
suite par A (. I”homothétique d’un corps quelconque C dans une
homothétie de rapport k].

Le corps somme de deux corps convexes C et C’, de fonctions
d’appui respectives H(w), H'(w), est le corps conveze de fonction
d’appui H(w) + H'(»).

Si C' est centré, et si 'on suppose (ce qui est indifférent) que
son centre est au centre O de la sphére image, la largeur A de C’

relative a la direction 0w est 2H'(w). Or, la construction méme
de 2, traduite par la figure 1, prouve que la fonction d’appui de X
est H(w) + A, soitH(w) + 2H’(w), c’est-a-dire la fonction d’appui
du corps somme des deux corps C et 2C'. 2 est bien, comme on
'avait annoncé, la somme des deux corps C et 2C'.

Gy (% << 0) désignant, conformément aux notations de I'Intro-
duction, un corps quelconque de la série [C, C'], on a évidemment,
en désignant par C + C’ le corps somme de deux convexes quel—

conques,
C+C0=20_

de la résulte a nouveau, dans le cas ou C' est centré | qui seul
interviendra dans la suite], la convexité de 2.

Faisons enfin la remarque suivante qui nous sera utile plus
“loin : '

8¢ les trois corps Cy, Ca, X déterminent deuz séries |C,, Ca|.
[C:, 2] indéfiniment prolongeables dans les sens respec-
tifs Cy > Cy et Co—> 2, la série [Cy, 2] est indé finiment prolon-
zeable dans le sens (-~ X.

Désignons en etfet par My, Mo, M un systéme quelconque de
trois points de méme image sphérique sur les trois corps. La trans-

lation ME améne C, a 'intérieur de C,, et la translation M—,ﬁ
améne Ca, et par suite C,, a Uintérieur de X. La prolongeabilité
indéfinie de la série [C,, 2] résulte alors d’une remarque anté-
rieure.

Ajoutons aussi que si A(w) el A(w') sont les largeurs de deux
corps convexes quelconques C et (' relatives & une méme direc-
tion, la largeur du corps (%; de la série [C. C'] ou de Pun des
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corps de la série prolongée est

III. — Transformation des ensembles de corps convexes
admettant mémes domaines vectoriels les uns dans les autres.

Envisageons I'ensemble des corps convexes (&) de Pespace.
(et ensemble peut étre considéré comme la somme d’une infinité
de sous-ensembles que nous allons définir.

Désignons par () I'ensemble [ sous-ensemble de (&) | des corps
convexes D possédant un centre de symétrie. L’ensemble (v)
[aussi bien d'ailleurs que Pensemble total (&)]| sera connu,
lorsque chacun de ses éléments sera connu a une homothéte
prés, que nous négligerons toujours.

D étant un corps quelconque de (v) | défini a une homothéric
prés|, associons a 1) tous les corps de (&) admettant D pour
domaine vectoriel; nous obtenons ainsi un sous-ensemble de (&)
(ue nous appellerons (¢),. Chaque élément D de () donne un
sous-cnsemble (e),. Tout corps de (&) appartenant a un (¢), bien
détermingé, on peut dire que (&) est la somme des différents (e),.

Cela élant, nous allons indiquer une construction géométrique
permettant, les corps d’un ensemble (¢), ¢tant supposés connus.
d’en déduire tous les corps d’un autre ensemble quelconque (¢),-.

La construction réalisera donc un procédé de transformation
des différents ensembles (e), les uns dans les autres.

Soient ) et D' les deux corps centrés. non homothétiques,
définissant les deux ensembles (e)p, (¢)y. Chacun de ces deux
corps n’est défini qu’a une homothétie prés. mais, pour simplifier
Iexposition de la construction qui va suivre, il conviendra de fixer
ces corps en fixanl les paramétres d’homothétie. Les positions
relatives de D) et D’ dans I'espace sont d'ailleurs quelconques.

Désignons par C un corps quelconque de (¢ ),. 11 s’agit de trans-

‘ 1 . e
former G ew un corps de (e),. Le corps -1 est évidemment un
corps particulicr de (), | c’est. avec des homothétiques. le seul

, . k
- corps centré de (¢), |. Envisageons les deux corps convexes — 1)
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eLK'D" [ L et &' sont des nombres positifs |. Si nous effectuons. au
moyen de ces deux corps, la construction exposée au n* 2

Ao

Aoy s e, “ ) .
., D jouant le réle du corps désigné par (. au n°2 et A'D’ jouant
le role du corps désigné par (i’ dans ce méme numéro, nous
. IS S depoes
associons aux deux corps 1) et A'D" un corps conveze X définis-
sant, avec le corps A1), une série linéaire | £'1Y, X indéfiniment

prolongeable dans le sens k') — X.

Le corps A'D’ étant centré, la remarque faite au n° 2 s’applique,

. k
et le corps X est la somme des deux corps ») Deta )

D.

I
X a2l +
)

Le corps X qui vient d’élre coustruit dépend des deux para-

meétres A et A" Multiplier A et A" par le méme nombre revient a
soumettre X a une homothétic: le¢ seul paramétre de forme de X

k . . SN
esl done T Pour définir 'ensemble des «* corps £ a une homo-

thétie pres, il suffit de fixer I'un des deux paramétres, A par
exemple, et de faire varier A’ : on obtient ainsi o' corps distincts
donnant chacun, avec A'D)', une série lindaire [A'D'; X| indéfi-
niment prolongeable dans le sens A'D)' > 3.

L.e procédé annoncé de transformation de 'enscmble (e), cn
I'ensemble (e)y. exige la construction préalable d’une série
linéaire [C, £]. indéfiniment prolongeable dans le sens (. ~X,
dont les deux corps -extrémes sont, d’une part le corps ( de (e),
que l'on veut transformer, et de 'autre un corps convenablement
choisi parmi les corps X qui viennent d’étre dcéfinis.

En vue de la construction de cette séric, ¢l nous basant sur une
remarque faite a la fin du n°® 2, commencons par déterminer le
nombre A"'de facon que la série linéaire [C, A'D’| soit indéfini-
ment prolongeable dans le sens C— A'D’. Si r), ¢l ry sont, respee-
tivement, le rayon de courbure principal minimum sur la frontiére
de D' et le rayon de courbure principal maximum sur la frontiére
de G, il suffit de choisir, parmi les ! corps X, 'un de ceux pour

Tesquels /> "™, pour avoir une série |C, &'D'] réalisant Ieffet
q o P .

voulu. le ru_voh de courbure principal minimum de la frontiére
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de k'D' est alors k'r,,, et, comme il est supérieur an rayon de
courbure principal maximum ry de la frontire de C, la
série [G, k'D'] est, d’aprés le n° 2, indéfiniment prolongeable
dans le sens C - £'D’. '

Il suffit maintenant d’associer C & un corps X correspondant a
I'une quelconque des valeurs de A’ qui viennent d’étre détermi-
nées (A' > '—T—b—‘) ) pour avoir une série [C, 2] indéfiniment prolon-
geable dans le'sens C - . Pour le voir, il n'y a qu’a invoquer la
remarque de la fin du n°® 2 a laquelle il a été fait allusion plus
haut :

La série [A'D’, X] étant indéfiniment prolongeable dans le
sens k'D'— 2, et la série [C, A'D’] étant indéfiniment prolongeable
dans le sens C -» A'D’, la série [C, 2] est indéfiniment prolon-
geable dans le sens C— X.

Nous sommes maintenant en mesure d’indiquer la construction
annoncée, réalisant la transformation de lensemble (e), en
Pensemble (e),. La série |G, £] dépend de deux parameétres :
k" dont nous venons de déterminer une limite inférieure, et k que
nous avons jusqu’a présent laissé fize. Nous allons voir, qu’en fixant
convenablement k, nous pouvons nous arranger pour que l’'un
des corps, C' de la série [C, X prolongée admette D' pour
domaine vectoriel, et appartienne par suite a I’ensemble (e)y.
Nous aurons ainsi montré la possibilité de transformer géométri-
quement tout corps (i de (&), en un corps C' de (e)y. Il restera
ensuite, pour prouver que la construction fournit un procédé
de transformation de (e), en (e)y, de montrer que tout corps
de (e)y se déduit d’un certain corps de (e), par la construction en
(juestion.

Donnons a & une valeur quelconque inférieure & {'unité, et
envisageons 'un quelconque des corps C; (A > 1) de la série [C, 2]
prolongée. Si I’on désigne par A et 6 les largeurs respectives de D
et de X dans une méme direction quelconque, la largeur de C dans

la méme direction est %, et celle du corps G, est (voir le n° 2)

A oA
:l———l\O
NW= T

Parmi les corps (i, considérons, plus particuliérement, le
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s 1
corps C/i correspondant a la valeur i du rapport A; ce corps appar-

tient bien a la série prolongée puisque, d’aprés le choix fait

pour k. on a% > 1. La largeur de G, est
) 3

Le corps 2= 2k'1) + ~/; D a une largeur somme des largeurs

des deux corps 24D et -:f D; si A’ désigne la largeur de D' on a
donc

o v Kk

0 = ‘_Zl( A+ :; A.

Si 'on tient compte de cette valeur de & dans I'expression de 4,
: 4
on obtient

‘ 2k A
Ai— 1— K’
d’ou
a,
LY = const
N =k T

Les largeurs des corps C, et D' relatives a une méme direction
%

quelconque sont donc proportionnelles; il en résulte, qu’a une
homothétie prés (que nous négligeons), le corps C'=C, admet D’

pour domaine vectoriel, et appartient par suite a U'ensemblc (¢)y-
11 est clair que le corps C' que I'on vient d’obtenir est un corps

de (e)y distinct du corps centré - D’ qui a servi a la construction.

Si-en effet C' était centré, X I'étant aussi, la série [C, 2] contien-
drait deux corps centrés; tous ses corps seraient alors centrés, et
il en serait de méme de C, ce qui est contraire & 'hypothése sui-
vant laquelle G est un corps quelconque de (e),.

Si 'on fait varier, dans les limites précisées [l-"> {,—“, k< 1] )
N m
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les deux nombres A’ et A qui intervicunent dans la construction
qui vient d’étre exposée, on voit que la construction permet de
déduire, d'un corps déterminé de 'ensemble (), 20 corps de (¢),.
dont x' seulement différent par la forme.

Pour &' et k fixés (les homothéties élant négligées), a tout
corps G de (), correspond un corps C' de (¢),; mais pour pou-
voir affirmer que la construction cxposée réalise une transforma-
tion de 'ensemble (e), en Uensemble (e),, il reste a montrer que
tout corps de (¢) est obtenu a partir d’un certain corps de (¢),,:
c’est ce que nous allons faire maintenant.

Soit (' un corps quelconque (¢),, dont la largeur, dans une

. . . . (A .
direction quelconque, est par suite la moitié (_; de la largeur A

de 1) dans la méme direction. \djoignons an corps (' le corps
cenlré

X a4 l)'—,}—‘-ﬁ-“.

ou A et A" sont des nombres positifs, A ¢tant intérieur a Punite,
Si 'on soumet Pensemble des deux corps (' et 1)' a une homo-
thétie de rapport m(>>o0). el si. en méme lemps, on remplace le

. , AN . . . k
coefticient A" qui figure dans la constilution de X par —> on ne

change pas X et on remplace (' par m (.. En choisissant conve-
nablement m on peut donc faire en sorte que la série | X, €'} soit
indéfiniment prolongeable dans le sens X~ (/. Nous supposerons
qu’il en soit ainsi. Observons d’ailleurs que la division de &' par m
n’a.pas modifié le caractére arbitraire de 4/, de sorte que, dans la
constitution de la série linéaire ind¢finiment prolongeable | 2, (V|
la plus générale donnée par la construction précédente, A" et /
conservent leur signification : A4 est un nombre positif quelconque
inférieur & un ct A’ un nombre positif arbitraire.

Nous aurons établi la proposition que nous avons en vue lorsque
nous aurons montré que, parmi les séries |2, C'] dont nous venons
d’indiquer la construction, et qui, comme nous I'avons dit au n°2,
sont toutes prolongeables dans le sens (' -2 (prolongement
limité puisque le prolongement en sens inverse est illimité) il en
existe, pour lesquelles 'un des corps (¢ du prolongement appar-
tient & Uensemble (e),.
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Envisageons une série |2, C'] quelconque. Soit % le rapport
fixant, par rapport a deux plans tangents paralléles ct également
situ¢s a X et C/, le plan qui enveloppe I'un des corps C; du prolon-
gemenl précédent. ; aura une largeur A, donnée. comme l'on
sait, par Pexpression

ou 6 est la largeur de X dans une direction quelconque, et ou A’
est celle de DY (el par conséqnenl'%—l celle de (]") dans la méme
direction.

On a d’ailleurs ici, puisqu’il s’agit du prolongement dans le
sens (- » 2,2 <1,k ==0 donne le corps X, et si (voir le n® 2)
%, est le nombre (non nul et inféricur a un) qui tixe le corps C;,
au dela duquel le prolengement n’est plus possible, 2 peut prendre
toutes les valeurs comprises entre zéro et k..

L’expression de ¢ étant, comme on P'a vu plus haul,

b=ak N+ /}A [A = largeur de D],

on a pour la largeur 4; de (5,

(2h'— f) POMLIN
\ 2 Pl
_\‘,. i - ~ .
V— 2
Déterminons 2 par la relation
A N .
2 A -—'T; =o0, dou = {4

st le corps C; ainsi défini appartient au prolongement de la
série | S, C'] envisagée, ce corps est le corps C de ’ensemble (¢),
que 'on cherche a4 mettre en évidence. On a, en effet. pour ce
corps . ’

d’on
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(. et D ayant, dans toute direction, des largeurs proportionnelles,
(. appartient bien a ’ensemble (e),.

Or, si P'on désigne par-ay, (>o0) lc minimum des valeurs des
rapports %, fixant, dans les différentes séries [ X, (7], le corps G;,
au dela duquel le prolongement n’est plus possible, il suffira de
chosir A’ (qui est arbitraire) de fagon que 2 = 44’ soit inférieur
{ 2.am, pour étre assuré que le corps C correspondant a == 4 A’ appar-
lient au prolongement, dans le sens €'~ X, dé la série [X, C'| ().

Il est établi, comme on ’avait annoncé, que tout corps C' de (),
provient, par la construction exposée an début de ce numéro, d’un
certain corps G de (e)y.

Cette construction [ que nous désignerons par construction (C))
réalise donc une transfo: mation de [Uensemble (e), en Uen-
semble (e),.

Ainsi :

Deux ensembles de corps convexes wdmettant. respective-
ment, pour domaines vectoriels. deuxr corps convexes centrés
quelconques non homothétiques. peucent toujours étre trans-
formés I'un dans Uautre par une construction (€.

1V. — Construction de I'ensemble des corps convexes ' &), de l'espace.

Il est facile mointenant de voir comment on peut réaliser la
reconstitution compléte de ensemble des corps convexes (&) de
I'cspace annoncée dans I'Introduction.

Considérons, dans lensemble (&). le sous-cnsemble (&)
somme des deux ensembles (e),, et (v) suivants :

(e), est un ensemble (e), particulier arbitrairement choisi, par
cvemple, U'ensemble des corps de largeur constante. pour
lesquels Dy est une sphére.

() est 'ensemble des corps convexces centrés.

Au moyen des seuls corps de I'ensemble (&,) = (¢),,-+ (Y), on
peut construire tous les corps de U'ensemble total (&). Soit en

(') Pour reéaliser la condition A" _',' dont il est question dans la premiére
n

partie du raisonnement, il suffit (voir I'cxpression de A,) de choisir & suftisam-
ment petit.



— 189 —

_effet (0 un corps quelconqne de (&). Ce corps a un certain
domaine vectoriel D, el appartient par suite a I’ensemble (¢),
dé¢fini par D. Le corps D est centré, et appartient par suite a
I'ensemble (7). Or, la construction géométrique (C), faite avec D,
et D, transforme ’ensemble des corps de (e)p, en 'ensemble des
corps de (e)p. Cette construction donnera donc, en particulier, le
corps C cnvisagé.

Ainsi, conformément au résultat annoncé, chaque cnsemble
particulier (&,)=(e),+ (y). obtenu en choisissant pour (e),
I'ensemble des corps convexes admettant pour domaine vectoriel
un corps quelconque 1) de (vy). est la base d’une reconstitution
compléte de (&). :

L’étude actuelle montre U'intérét que présente, eu égard a la
construction de I'ensemble des corps convexes de l'espace, le pro-
bléme de la détermination des corps convexes admettant un domaine
vectoriel donné (des corps de largeur constante en particulier),
sur lequel j’ai récemment attiré I'attention ().

(') (‘omptes rendus de I'Ac. des Sc.. t. 201. 1935, p. 761.



