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SUR UNE CLASSE DE FAISCEAUX COMPLETS DE DEGRE 2;

Par M. E. Vessior.

J'ai étudié autrefois ('), sous le nom d’équations (aux dérivées
partielles du premier ordre, linéaires et homogénes) de Lie et de
systéemes de Lie, les équations aux dérivées - partielles et les
systémes d’équations différentielles ordinaires associés de la forme
respective (*)

J . . Jd
O=Tf=')‘——tf-'+01(l)xaf,v X},f:Ehg(w1. ...,.’l’n)a—:{:';
(hya=1,2, ....r; B=1, 2, ..., n),

el

{r; .

'717‘ = 0g(2) Ea,i(21y .- .. Zn), (2=1,2,....70=1,2, ..., n),
ou X,, ..., X, constitue un groupe de transformations infinité-
simales. :

Une généralisation naturelle est constituée par ce que j’appel-
lerai des faisceauz de Lie, a savoir des faisceaux complets, d’un
degré p quelconque, qui ont pour base p transformations infinité-
simales de la forme

. d : '
U/lf=’)—.£+?h,a(uiy cees up)xaf (h=1,2, ey Py @=1,2,...,T)

ou X,, ..., X, est toyjours un groupe i un nombre quelconque n
de variables. L’intégration d’un tel faisceau équivaut a celle du

(1) Voir, en particulier, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
t. VIII, 1804, mém. H, et t. X; 1896, mém; C.
(*) Yemploierai couramment, comme on le fait dans le calcul tensoriel, la
: m
notation a@,b,, (2 =1,2, ..., m), pour désigner la somme 2 a,b,. Pour plus
a=1
de netteté les indices de sommation seront, A I'exclusion des autres, des lettres
minuscules grecques. :
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systéeme complet U,f=...=U,f=o0, ou du systéme de Pfafl,
complétement intégrable,

dri= wgbxi(xy, ... &Zn), wr= 334U, .., Up)dug
(hya=1,2, ..., r;i=1.2,...,0; 3=1.2. ....p)

Un exemple en est donné par ce que Lie a appelé les équations
fondamentales de la théorie des groupes continus finis (').

Les pages qui suivent sont consacrées a un cas particulier que
J’ai rencontré au cours de recherches sur la méthode de Darboux,
relative a P'intégration des équations aux dérivées partielles de
second ordre F(z, y, z, p, g, r, s, t) = o. 1l s’agit des faisceaux
complets de degré 2, de la forme

Uf= :—i{ + 92 (1, ¢)La f. V/= %+ batw. )My f (x=1.2...000

ou Ly, ..., L, et My, ..., M, sont deux groupes simplement
transitifs réciproques :

) )
(£) Lif= Ma(ere ooy ) 2L

4}.1'1 . N
(Gya=1,2,....0)

9
(OR)  Mif=gia(re on.kr ))—f—
Ly

Je montre coinment on peut ramener a cette forme tout faisceau
complet de degré 2,

dJ Jdf
Uf= £2 + A (U, Ty e .l'")é, Vf= +p.,(0 cees l,,)"’
(z=1,2, ..., n)

a variables u, ¢ séparées; et comment on peut se limiter au cas ou
les ¢; ne dépendent que de u, et ou les §; ne dépendent que de ¢.
Je donne ensuite, pour tout faisceau de Lie.

(%) Uf= ?){-; +ea(u)laf, Vf= j))_{ +Ya(0)Me S (=T 2....7),

ainsi associé a un couple, £, M, de groupes simplement transitifs
réciproques, une méthode d’intégration qui se rattache a la théorie
de la structure des groupes continus finis.

(') S. Lik et Fr. ExNaeL, Théorie des Transf. Gruppen, t. I, chap. II, P
Les équations en question sont les équations (5), p. 34.
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Les deux groupes £ et JN étant les deux groupes paramé-
trigues d’une structure X, pour laquelle le produit de deux
transformations, T,  .;= T, . T, .. s, estdéfinipar certaines
équations paramétriques, ou équations de structure,

cn=Q(as, ..., ar; by, ..., b;) (h=1,2, ....T),
'intégrale générale du systéme de Pfaff, dualistique de F, est
zi=Qi(ar, ..., ar; by, ..., by) (i=1,2, ....01),"

ou les a; et les b; constituent les intdgrales générales respectives
des systénes de Lie (a une scule variable indépendante)

da; 1b; .
S =ta(Opaas, @), = ea(@) ha(by, --e br)

(l.a=1,2, «..; 7).

On a, d’autre part, un systéme fondamental d’invariant§ de &,
(solutions de Uf =V f = o), dans les fonctions

Uba). ..., ah; (@, B), ..o O, B))
=Q;[Q(ay z), .... Q(a', x); b, ..., b,]
, . (i=1,2,...,r1), ‘

ou les a; et les b; constituent, respectivement, une solution parti-
culiére quelconque des deux systémes de Lie (a une seule vanable
indépendante)

da; , db, )
“i +Mu)xa,z<a., coa)=o0, Tt ou(u)pai(By, ... ) =0

(t=1,2, ..., 1)

Le cas ou £ et JI ont un certain nombre v de transformations
infinitésimales (indépendantes) communes, se raméne a l'inté-
gration d’'un faisceau de Lie, pour lequel les groupes associés
sont de degré r —v, et a v quadratures de différentielles totales
enu et o.

1. Considérons un faisceau complet F de la forme

J /)
(1 ) Uf— ""‘ )‘G-(xh veey Tny W) ""L’ vf "‘ + P-a(-z't, . &y ) ’f
0xy 0zy

(2=1,2, ..., n),
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ou les variables u et ¢ sont, par conséquent, séparées. Posons
2 J

(2) Lf=)ha(x1y ..., &n; u);{;, Mf=pa(z1, ..., Zn; v);%

'

(a=1,2, ..., 0).
& étant complet, on a

)] (Ufy V) =(Lf, Mf) =o.
A

DOflC on € L f laissent M f invariante; et il en est de méme, par

suite, des transformations successives
9, R
(o1 )
8 U Ny
@ {(9;, L >_r,‘,‘

(%. me) =Lu+f,

ou Li¥f désigne la dérivée im¢ de Lf, par rapport a u,

N Aa( 21y ooy Zny & If

Lbf= dul dzy

(a=1,2y ..., 0).

Considérons donc la suite
(5) Lf, L'f, L'f, ... LWf, ...

Il existera un entier !, au plus égal a n, tel que les ! premiéres
transformations de cette suite seront divergentes, tandis que les
!+ 1 premiéres ne le seront pas, et donneront lieu a une identité
de la forme

(6) LOf=aq(x1, ..., £n; u)L@f
[a=0,1,2, ..., ({—1); LOf=LFf],

et, les transformations (5) laissant invariante I'équation Vf=o,

il résulte d’un théoréme classique de S. Lie (') que les coeffi-

cients a, sot des invariants de V f. '
Soit alors ¢4, @2, ..., ¢; un systéme fondamental de solutions

(') Voir, par exemple, S. Lig, Gesamwelke Abhandlungen, t. IV, p. 199.
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de I'équation lindaire

) %‘; = aai@s, ..., ons )T (4:0, 1y e (1) X =.9),
définies par la condition de se réduire, pour u = u, (valeur numé-
riqué arbitraire), ainsi que leurs dérivées jusqu’a Pordre (I —1),
4 des valeurs constantes (indépendantes ‘des z;) données. Pour
Pune quelconque ¢ de. ces solutions, (7) est une identité, et 'on
en déduit ' '

2(Vs)

d*(V
dul =aa(Z1, ..., zn; u) (Vo)

—s [x=0,1, ..., (I—1)],

en appliquant aux deux membres I'opération V f, qui est permu-
tobls avec d—i ..Comme V¢ s’annule, pour u = u,, ainsi que ses

{— 1) premiéres dérivées, il en résulte tiue Vo est identiquement
nul. Donc les ¢, sont, commwe les ., des invariants de V£,
Om voit donc, par (§), que Lf est le la forme

7o
2o

oo . 9J,
Ly b ?,g(.'z, ?,'!,-42.:’;,;;_.,'?’5 L[f= )\l,y(w)sx'[;
{egi=rx 2, 0, i (21,2, ..., n),
ies 9 étant des invariants de Vf qui sont, par rapport a u,

.inéairement indépendants.
On déduit de cette identité

Wf=o@.Lay [i=12 ..,(0=1);a=12,..,,1];

; B NPT
et, par suite, les ¢f = % étant, comme les ¢,, des invariants de

V£, on aura, pour les L;f, des expressions de la forme
Lif= ?l.a(x,..u) Lia f [i=1,2, ..., a=0,1,2, ..., (l;_l)]) )

d’out 'on conclut que L,f, ..., L;f sont divergentes et Alaissent
invariantes Vf et Mf, aussi bien que Lf,L'f, ..., LU="f, pour
qui ces propriétés étaient acquises. Car les ¢;,, seront, comme
les 9a, 95, - - ., au moyen desquels ils s’expriment; des invariants
de Vf, et leur déterminant, comme celui des ¢a, 9a, : - -, 95",
(e=1, 2, ..., 1), sera différent.de zéro.
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2. On obtiendra, de méme, pour Mf, une expression de la
forme

(9) L va:'.zpp'(a:, v)Mpf, . Mi‘f_; p.,-,f(z)'a{;.
(p’j-z_l, é, cey M Y=1,2, ..., n),

ou m est un entier au plus égal a n; les ¢ y sont des invariants
de Uf, linéairement indépendants relativement a ¢; les M f sont
divergentes et laissent invariantes Uf etLf.

Il convient de remarquer ici que, si ¢ est un inyariant de Uf
indépendant de u, on a I'identité

2a(Z, u)Lgb =0 (a=1,2,...,10),

d’ou résulte, vu l'indépendance linéaire des g,, que les L,{ sont
nuls : ¢’est-a-dire que ¢ est un invariant de chacune des L;f. Il'en
est donc ainsi pour les ¢;. Et de méme les ¢; sont des invariants
“pour chacune des M f.
L’invariance de Mf par les L;f donne donc

.0:(L1f, Q/pMpf):tylé(Lif,Mlef) (i=n2,....0 8=1,2,....m),
et Uon en conclut, vu l'indépendance linéaire des g,

(10) (LyMj)=0 (i=1,2,....0 j=12,..., m)’

3. D’aprés ce qui précéde, tout invariant de Uf qui ne dépend
pas de u est uninvariant du faisceau { L,, ..., L;}. L’identité (8)
rend la réciproque évidente. Considérons donc le premier des
dérivés successifs de ce faisceau qui soit complet. On pourra lui
donner pour base, si p est son degré, ({Sp<n), des transforma-
tions L,, ..., L, parmi lesquelles figureront les transformations

"Ly, ..., b déja introduites, les autres (si 7<C p), provenant de
celles-la par l'algorithme des crochets successifs. Ces derniéres,
comme L,, ..., L;, seront donc permutables aM,,...,M,.

Si l'on opére de méme sur M,, ..., M, on obtiendra un autre
faisceau complet, de degré g, (m<q<n), dont les invariants
seront les invariants de V f ne dépendant pas de ¢, et dont on .aura
une base. My, ..., M,, en adjoignant sim<<g;aM, ..., M,
certaines des transformauons qu’on en déduit par I'algorithme des
crochets successifs; et on aura les identités

}(lobu) (LuMj)=0 (i=1,2..,p;J=1,2 .i,¢)"
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L,, ..., L,, comme M,, ..., M, seront, du reste, dlvergentes,
en tant que transformations dq base de deux faisceaux.

De plus, le faisceau L,, ..., L, étant complet, on aura des
identités

(ll) (Li, Li)=aiiaLa (i, j, a=1I, 2, ..., p);

et, les premiers membres laissant invariante 'équation Vf= o,
puisque L,,..., L, le font, il résulte du théoréme de S. Lie déja
utilisé que les a;j, seront des constantes ou des invariants de Vf
indépendants de v. De méme, les M; seront liées par des identités

(12) (M, Mj)=bliaMa (i;j7“=ry 27 ce q)

dont les coefficients b;j, seront des constantes ou des invariants

de Uf indépendants de u.

4. Premier cas: p = q = n. — Les seuls invariants de U f ind¢é-
pendants de u. sont les fonctions de ¢': et les seuls invariants de
Vf indépendants de ¢ sont les fonctions de u. Car les faisceaux
{Lyy ... Lyt {My, ..., M} n’ontalors aucun invariant fonction
de z,, ..., Zn. Par conséquent, les ¢, de (8) sont des fonctions
de u seule, les Y, de (g) sont des fonctions de ¢ seule, les a;j, de
(11) et les b;j, de (12) sont des constantes. Donc L,, ..., L, et
M,, ..., M, sont deux groupes de transformations infinitésimales,
£ et M, simplement transitifs et réciproques (*), de I'espace
Zy, ..., ZTn; et lefaisceatt F est de la forme

(13) U_f=gl—£+9a(u)Laf, Vf== f+qa¢(v)M¢f (a=1, 2, oy ).

C’est ce que j'appellerai un faisceau de Lie (?) assacié au
couple de groupes simplement transitifs réciproques £, J.

Observons que, dans le cas actuel, les transformations ¢, ()L,
et Yy(¢v)M, n apparhennent pas, quel que soit u et quel -que
seit.v, respectivement, 4 un méme sous—groupe, la premiére-de 5

la seconde de IM.

(') Voir, par exemple, S. Lie et Fr. ENGEL, Theorie des Transf. Gruppen,
t. I, p. 38o.

(*) Je ne crois pas, cependant, que S. Lle ait étudié,, lpeclalement, les
systémes complets, U f = o, Vf = o, associés 2 de tels faisceaux.
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- B. Deuziéme cas: p<<n, g=n. — Les seuls invariants de
Vf indépendants de ¢ sont les fonctions de u seul. Au contraire,
Uf admet s =nr — p invariants indépendants,” fonctions des z;
seuls, et pas davantage. Prenons comme variables nouvelles, a la
place de xp.y, ..., Zn, un systéme fondamental, ¢,, ..., ¢;, de
tels invariants : alors les invariants de Uf indépendants de u,
(tels les Y3), seront des fonctions de v, ¢y, ..., o
" Dans les relations (11), les @ijs, invariants de Vf qm ne
'dépendent pas de u, sont des constantes. Done L, ..., L,
formeront un groupe simplement transitif £ en z,, ..., z,,
dans les transformations duquel ¢, ..., ¢, pourront figurer
comme paramétres, mais dont la structure ne dépendra pas de
ceux-ci. On pourra donc, en substituant a Tas o oos Ty d’autres
variables convenablement choisies,

zy=fn(21, o0y Zp3 01, ..., v5)  (h=1, 2, e P)s

faire disparaitre les pa'r#métres v des’ transformations L;('). Il est
donc loisible de'supposer que 'on a, d’emblée,

R “of - o
Gad) Lif=)‘l,¢(xi’ seey wp)‘é o (a=1, 2, R P)-

* Quant aux M;, elles prennent la _for'me,
. : . _ p)
(15) M;f=pja(zy, w0 Bp POy cens v,)b?j; +"1;,-,.,(0,, ey p‘) f
(“=.1;L‘2).‘."', P T.éi’ 2, ..0 ).

Les coefficients 0;,y.ne dépendent pas de z,, ..., z,, car, en
vertu des identités (10%%), ce sont des invariants des L;, et, par
conséquent des invariants de' Uf, qui ne dépendent ni. de z, ni
de o,

Remarquons maintenant ‘que, si lon .remplace les Mj par n
: comhmmsous mdépendantes, a coefficients fonctions des ¢;, de
ces. t,rausformauons, cela n’altérera, ni les identités (10%*), ni la -
forme des identités (12), ou les coefficients b;;, sont des fonctions
des ¢;, et, dans _l’ldenp_t,é (9), cela aura seulement pour effet de

(') Car en donnant aux ¢; des valeurs numériques, v}, dans les L, on obtien-
dra ps- groupe L}, ...; L}, de la méme structure que L, ..., L et deux
gronpes simplement :transitifs ayant :la méme stricture sont sembhbles '
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faire porter la so mmation sur toutes les n transformations M;
nouvelles. Sous cette derniére réserve, il est donc loisible de
supposer que les M; sont de la forme

J .
(16) M; f=pjalzs ..., L3 P1y - ens ".v)'_f'" - he=12, .., p),

dory
a .
(17) Mpf=Vif= Jor A+ Wha( L1y ooey Lpy P1y ey P5)
L
th=1,2,....8; a=1,2, ..., p).

Pour les transformations (16), les identités (10"%), associées
aux identités, du type (12),
(18) (Mi, M/')=biia("1,v ...,v:)Ma (i,j,a:l,;z,‘...,p),
montrent que, les ¢; n’y figurant que comme paramétres, elles
sont des transformations de base du groupe simplement transitif
IN, réciproque de £. Ce sont donc des combinaisons, & coeffi-
cients fonctions des v, de p transformations indépendantes de ces

paramétres. Il est donc loisible de supposer que ces transforma-
tions (16) sont de la forme

. J .
(16 bis)  M; f= u;«(x, ...,x,,)(% (Jy ¢ =1,2, ..., p).
x

Les identités (10%), appliquées aux 'transformations (17),

d
montrent encore que les transformations pj , 5% df laissent inva-

riantes les diverses L;; et 'on’a, par suite,.

(!7bl$) p+hf Vhf'— ');f +‘¥h a("h sey p-‘)NIa f
(h=1,2, ...,8; a=1,2, ..., p)

On a, en définitive, pour le faisceau &, la forme

Uf= 5 + oa(u)Laf,

Vf: g{ + q&a(.v, '.9,1, ooy “()‘)Ma_f."l‘ %(95,91, ey v:);;fa

(a=1,2,...,p; B=1,2,...,5)

(19)

Si, dés lors, on introdunit comme variables nouvelles, a la place
de ¢y, ..., ¢5, un systéme fondamental] d’invariants,

wip=fn(0; 1, ..., 03), (h=1,2,...,9)
LXYV. 11
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de la transformation

9

Jog (B=1, 2, ...,s),'

v
(20) \'0f=(-){+t[alg(v, O1y veny Pg)=tm
(lesquels seront des invariants de &), & sera ramen¢ a étre un
faisceau de Lie, associé au couple des groupes £, IN,

9 .
o Uf=Y ouwless  Vi=Y ot ba(e; w, woMas
(a=1,2 ..., p);

car les «w; ne joueront que le role de paramétres dans les coeffi-

cients ¢, de Vf.

6. Troisiéme cas: p<<n,q<<n. — Il peut arriver, dans ce
cas, que F ait des invariants, w,, ..., w,, fonctions des z; seuls.
Mais si on les introduit comme variables, a la place des g derniers
des z;, ilsne figureront dans Uf et V f que comme des paramétres
constants, dont on pourra faire abstraction. Nous écarterons donc
cette hypothése. Alors Uf a t = n = p invariants indépendants,
1y + ..y v, indépendants de u; et Vf a s=n-—gq invariants
indépendants, u,, ..., i, indépendants de ¢; et les s + ¢ fonc-
tions de-2,, ..., 2, ainsi introduites, w, ..., U ¢y, ..., ¢, sODt
mdépendantes. Prenons-les comme variables nouvelles, ala place
des s 4 ¢ derniéres variables zi; et nous aurons, pour les L; et M;,
la forme

J J
(22) Li= Ai,a( &1y cooy Trj Uty oeey Uy 91y e ,)j; + 5i,8(u;, . v"s)d,{ﬁ

af - /)
(23) M=y o(®1, o0y Tp5 Uny ooni Uy 1y oeny v,)gf:-kn;,y(m, vy 94) d—“{;

(=1,2, i, Py J=1,2, .., §; &=1;2, ..., 1"}
r=n—s—t; =12 ..., 8, v=1,2, ..., ¢

dans laquelle on a tenu compte que, d’aprés les identités (10%),
les £, étaient des invariants de V£, et les njy des invariants de Uf.

On peut, comme dans le cas précédent, sans changer la forme
des identités (8), (9), (10%*), (11) et (12), ni la nature de leurs
coefficients. [sous la seule réserve que les sommations, dans (8)
et (9), s’étendront de 1 a p, et de 1 a ¢], remplacer les L;
par des combinaisons de ces transformations a coefficients fonc-
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tions des u; seuls, et les M; par des:combinaisons de ces transfor-
mations, a coefficients fonctions des v; seuls, et, par suite, supposer,
pour les L; et les M;; la forme suivante :

J
(24) Li= Ma(Zi, "oy Zry Wy oy Ugy ©1y onny ol)df
Z
(fa=1,2,..., rf).;
d , J
(25) Lr+ln= ;;l[,: ".‘)‘ha(qf'h ceey Try Ugy ooey Uss Pry oeey "t)%
(h_1,2, Sy a=1,2,...,T);
J
(26) Mi—pia(xi, ey Ty Upy oy Ugy Oty oney vt)d—f-
(La=1,2, ..., 7);
0, J
(~)._7) Myi= ){ A B el &1, ey E Uay e, Uy Py e, v,)%‘%
(k=1,2, ..., t; a=1,2,....7).

Or, dans les identités (11), appliquées aux transformations (24),
les a;j, sont ici des fonctions des u; seuls; et dans les identités
(12), appliquées aux transformations (26, les b;j, sont des fonc-
tions des ¢; seuls. Par ailleurs, les u; et les ¢; n’interviennent,
dans (24) et (26), que comme des paramétres. Compte tenu des
identités (10%), on conclut donc-que L,, ..., L. et My, ..., M,
constituent deux groupes simplement transitifs réciproques, £ et
O, en z,, .... z,. De plus, la structure du premier ne dépend
pas des paramétres v;, €t la structure du second ne dépend pas des
paramétres u;. Comme deux groupes simplement transitifs réci-
proques ont:la méme structure, on conclut que celle de £etde JN
ne dépend ni des paramétres u;, ni des paramétres ¢;. Donc, on
pourra faire disparaitre ces paramelres des £2; et des JT;, par un
changement de variables 'qui remplacera les z; par des fonctions
des zi, u; et v; convenablement choisies. Nous pouvons donc
remplacer les formules (24) et (26) par des formules de la forme

d, J,
(28) Li= Ma(21, .. -:lxr)'d'éj » M= l“'l,a(‘?h' te xr)d_{:

(Ga=1,2, ..., 1)

Les identités (10%:), appliquées maintenant aux crochets ‘des
transformations (25) avec les transformations M,, ..., M;, et a
ceux des -transformations (27) avee L;, ..., L;, montrent ensuite
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que les transformations (23) et (27) sont de la forme

I ; :
(29) Lyjn= I{%‘ + 9n,a(Uis oooe Ugy 015 ooty 0p)Lg

(h=1,2, ...,8; a=1, 2, e )5
}v
(30) M,.+1€=0;7'/l; + a0, Usy 01y ony 0)Mg
(thk=1,2, .., 8 a=1,2, ..., 1)

De sorte que I'on aura, pour Uf et V £, des expressions

o
@31) Uf= a-i “+ (U Uy ouy u_\.)m:—i— Fy(Ui s, oo tss 01,y e Ly f
f

) ) ‘
) V=L cmy(e; o v,);’lf_e Yy (93 Uy ey Ui O1yenns 20) My
(a=1,2, ..., 8; 3=1,2, ..., t;yY=1,2. ..., 7I)

Remplacons u,, ..., us par s invariants, fi(u, us, ..., u;) =u,
(indépendants) de la transformation

' D) ' )f .
(33) Uof=’—}‘£+wa(u;u1,...,us)% (a=1,2,...,5),

eL oy, ..., ¢ par tinvariants (indépendants), g:(¢,04; ..., 01) = ¢}y
de la transformation

. . Jdf ) Jaf
(34) V0j=:-)%+mie(v; 01y cury "‘)’,ﬁ, (B=1,2,...,¢),

ct nous aurons réduit Uf et V£ a la forme de Lie

(35) Uf=';—{:+<ba(u, v)Laf, Vf=3—{+1¥‘1(u, V)Mo f

(a=1,2, ..., 7).

AL'es u; et v; ne figureront, dans les ®, et §,, que comme des para-
métres arbitraires : car ce seront des invariants de & .

7. Reste & exprimer que { Uf, V] est complet : ce qui donne
la condition

I :
I)O“Laf=o (a=1,2, .e., 7).

oWy
(36) i Maf—

Si donc les groupes £ et M n’ont pas de transformation infinité-
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Jdb, I¥ ; R
)“ o,d“_o,('oz:_-—r,z,...,t),

c’est-a-dire que I'on a la forme (13) du premier cas. L

Supposons, en second lieu, que £ et N aient v transformations
infinitésimales (indépendantes) en commun, et pas davantage,
Nif, ..., Nyf: c’est, comme l'on sait, le cas ou la structure de
£ et JIL comporte, pour chacun, v transformations distingudes
(permutables a toute transformation infinitésimale du groupe)
mdependantes, lesquelles leur sonl communes. Les deux gloupes
seront ainsi, avec r =p + v,

(37) (£) (Luv.ivs Lo Npy oot Ny)s o (OR) (Mt,.... Mg, Ny, ..o Ny),

simale commune, on conclut —2

et & sera de la forme
. d )
(38) U= T£+¢“L“+ ¥3(u, ¢)Ng, V= ;7{+WaMa+0,a(u. v)Ng

(x=1,2, ....2: B=1,2, ..., 9).

La condition ({U, V) = o donnera alors

Jby 7)) o dxg Jo )3

o du % o~ o’

de sorte que la forme définitive de F sera

JHg(u, °) N
ou

Uf= —'{—f—oa(u) Lo+ 85

(39) Vi= Y e a(o) Mar

JdHg(u, ¢) N«
dv

(e=1,2, ..., 3 B=1,2, ..., ).

Remarquons que I'on pourrait, par un changement de variables
effectué sur les z;, ramener les L;, M;, N; a la forme (')

! ) ,
Li= kg1, .., wp)é—x'/ia+kip(x1, .. .l‘p)dsz;
4
(40) 74
i , 9,
er.y.za(.’tg, ey e .Z'p);;{—x +}Li{3($1, eeey xp);'—:;-;

(ha=1,2 ....0; J, B=1,2, ..., V),

(') En effet, les N;, permutables deux & deux, forment un groupe semblabléi
un groupe de translations. De la leur réductibilité 4 la forme indiquée,
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et aue le changement de variables, sur les zj,
(41) Fi=zj—H;(u. ) (J=1.2, ..., v),

réduirait les expressions (39) a la forme (13)

7]

(42) Uf= ’-)% “+salu)Llyf,  V/f= ::(/) + $aiv)Myf (a=1,2,.... 5),
les leltres 5, élant remplacées par les lettres 5/, dans les expres-
sions (40) des L; et des M;.

Observons que F admettra ¢ invariants indépendants qui seront
fonctions de z,, ..., xp, u, ¢. Ils seront donnés par l'intégration
du faisceau de Lie

e xe e Of — . Jdf -
(13) Uf= 7[% + 3a2(u)Lyg f, V= (—){) + (e My f (x=1.2.....

o

[/
IR

7

relatif au couple de groupes simplement transitifs réciproques.

aux variables &,. .. .. «,.

ll/

. ) . -
(44 Uf) L= /;,-.1(.1:,......1'_;);)1‘{—; (JTU Mi= @i ala. oo cg
. S

(x=1.2. ...,

©

)-

Une rédaction analogue serait applicable aussi aux deux pre-
miers cas (n° 4 et n® 3). Les invariants du faisceau (43), une
fois oblenus, étant pris pour nouvelles variables a la place de
Ziy ... &g n'interviendront plus que comme des parameétres; et
il restera a intégrer un faiscean complet de la forme

_ A i af L df )
(45) b_t:-,—)%—u-f'g(u. (‘){)'—:;, \"=;}(/_¢+G:j(u“}),}’Tj.‘
(F=1.2.....v)

v

ce qui exigera seulement v quadratures de différentielles totales.

fF{;(u. ¢) di+ Gy, ¢)dve (3=1,2. ....V).

Tyy ooey Ty designant des invariants de ce groupe. Les conditions (L Nj)y =0,
(M,, N;) = o, expriment alors que les coefficients des L; et des M; ne dépendait
pas des 3,
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8. L’intégrale générale des faisceaux de Lie
. f . .. OF .
(46) Uf= :Ti +ox@lafy V=T ba()Maf  (a=1,2,
auxquels nous avons été conduits par l'analyse précédente, sc
présente sous une forme remarquable, en relation avec les prin-

cipes fondamentaux de la théorie des groupes continus finis.
Les deux groupes simplement transitifs,

\

. )7
(47) (£) Li=2ialry, oot .r,.)l)iw—; (M) Mi= i a(aie e ) =—
X

(lLa=1,2, ....7),

qui sont associ¢s a un tel faisceau &, peuvent, en effet, étre consi-
dérés comme les deux groupes paramétriques (') attachés a une
certaine structure X, qui est leur structure cominune.

Si les formules de structure, qui donnent, en fonction des
paramétres (a. ... a:), (by, ..., b,) de deux transformations
quelconques T,, T, d'un groupe quelconque G de cette struc-
ture. les paramétres (¢, ..., c¢.) de la transformation produit
T.=T.,T,, sont '

(48) ci=Qi(ar, ...« by, ... 0,) (i=1.2.....r)

les équations finies de £ et de I seront

[
N

(49) (£) wj=Qi(xy. ... xp; by, ... ) (= VAR
(50) (M) e, = Qi( Aty «.iv t1pf Liv onous L)) (f=1.2000..0),

avec les parameétres b; et a;, respectivement (*).
Ceci posé. considérons le systéme S, complétement intégrable,

(') Voir. par exemple, S. Lie et Fr. ENcgL, Theorie des Transf. Gruppen.
t. I, p. jor, et t. III, p. 638; et aussi E. Vessior, Annales de la Faculté. des
Sciences de Tauwlouse, t. X, 1896, mém. G, p. 3.

(2) 11 faut obscrver que les formules de structure (48) sont susceptibles d’une
infinit¢ de formes, pour une méme structure . Car on peut effectuer. sur
(ay, ....a,), (b, ....b,) et (¢, ....c.), une méme transformation ponctuclle
arbitraire de l'espace & r dimentions; ou, en d'autres termes; rapporter l'étre
géométrique qu’est cette structure a un systéme quelconque de coordonnées
curvilignes de cet' espace de groupe. C’est pour un choix convenable de ce
mode de référence que les équations ¢49) et (50) seront celles des groupes
£ et on donnés.
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formé par les deux systémes partiels

. r; R .
(o) d;}i =%a( ) hai(Lre ooy ) (i=1,2,....0r),
. x; .
(52) . -Jv—':';a(v)yl.,»(w,. ceeerr)  (I=1y2, 0., 1),

dont Dlintégration équivaut a celle du faisceau & donné; et
cherchons-en une solution de la forme

(33) ri=Qi(a, ....a,: by ... b)) (i=1,2, ....0)

les b; étant des fonctions inconnues de u seul, et les @; des fonc-
tions inconnucs de ¢ seul.

Portons donc ces expressions (53) dans (51) et (52). En ce
qui concerne (31). ¢ et, par suite, les @; jonent le role de cons-
tantes. L.'opération consiste donc a effectuer dans (51) une frans-
formation du groupe I, qui remplacera le point (&, ..., z,)
par le point (b, ..., b.). Or, en vertu des identités (M;, U) = o,
(i=r1,2,...,r), le groupe I laisse Uf invariante, et, par
conséquent, laisse invariant aussi le systéme (51). On obtiendra
donc, a la place de (31), le systéme de méme forme

@b =9x(U)hyi(br. .ol b)) (i=1,2,....0r)

(5%) du

On obtiendra de méme, a la place du systéme (52), le systéme

(55) ((/l—(:;i=\',az(0)px.t(m. e ly) (i=T1,20....0).

On est donc ramené a intégrer deux systémes de Lie, a4 une
seule variable indépendante, et indépendants 'un de lautre.
On obtiendra ainsi des fonctions b;(u) se réduisant, pour u = u,,
a des valeurs numériques arbitraires b} ; et des fonctions a;(¢) se
réduisant, pour ¢ = ¢,, a des valeurs numériques arbitraires a};
et, par conséquent, des fonctions (53), solutions de S, qui se
réduiront, pour ¥ = u,, ¢ = v,, aux valeur numériques

(56) 2 =Qi(uf. ..., al: 069, ....02) (i=1,2,....71),

qui seront, elles-mémes, arbitraires : et les équations (353)
donneront l'intégrale générale de S.
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Le raisonnement fait plus haut, pour U'introduction des expres-
sions (53) dans (31) et (32). prouve, de plus, que si 'on a trouvé
une solution particuliére quelconque (5;, s 52), ((7,, e Eg)
de chacun des systémes (31) et (32), on en peut déduire leurs
intégrales générales par les formules.

(96) [)[=LZ;({$.. cees Bt by ... b,) C(i=1,0 .00 ),

(57) a,—=Q,~(¢—n.....z_z_,.;al._....a,-) (i=1,2,....7)

ot les 3; et les a; sont des constantes arbitraires.

9. Du résultat précédent on peut déduire un systéme fonda-
mental d’invariants du faisceau &. On a, en effet, Pintégrale
générale de S, en mettant, dans les formules (53) : pour les a;,
une solution particuliére du systéme (55), et pour les &;, la solu-
tion générale du systéme (54). Elle sera ainsi donnée par les
¢qualions

58) wi=Qilctr. oo @p 2 (Cly e €3 0y b))y Q0 (€ i 4 Dy el b))

(i=1.2,....1)

olt (@, ....a;) est une solution particuliére quelconque de (55),
(by. .... b,) une solution particuliére quelconque de (54), et
. ‘¢ys . ... ¢, des constantes arbitraires, par rapport auxquelles nous
allons résoudre ces équations.

Introduisons, a cet effet. la transformation qui donne, en
- fonction des paramétres (ay, ..., @) d'une transformation quel-
conque d’un groupe G, de la structure X considérée, les paramétres
(a\, ..., a,)delatransformation inverse: et soit

(59) ay=Jdilay, ... ap) (J=1,2, ....r)

cette transformation. qu’on peut nommer l'inversion J de la
structure 2. En appliquant cette inversion aux a; des formules
(58) on obtiendra (')

(60) Qi(ery «ovnCpi by oL b)=Qi(ay, oAy Xy L 2p)

(i=1,2.....r).

(') Il faut observer que les équations de £ et ML ¢tant écrites sous la forme
(4u) et (50), les ¢quations de structure de € sont les équations (48); mais que



— 166 —

Appliquant ensuite l'inversion J, aux (b,. .... b,), c’est-a-dire
en posant

R by =J,(byr. .... b)) (i=1,2. ...
on déduira de ces formules (60) les formules résolues cherchées :
(62) ei=QfQ(a, x) ..., Qua’.x); by .... b} (E=1,2. ....r

On peut aussi les écrire, en vertu de Uassociativité des produits
de teansformations. sous la forme. en quelque sorte corrélative

vis-a-vis de Uf et Vf,
(6200s) ci=Qla’y. ooy Qe O L Qi b = 1.2.....01

Par ailleurs. on peut se débarrasser, dans les formules (ti2) et
(b2"#) de 'intermédiaire de Uinversion J pour v délinir les «) ot
les b;. En effet, cette inversion J, appliquée du groupe 7. donne
le groupe I et inversement. Car elle change les équations de
~structure (48) en

(63) r=Quby oo b ag) (F=1ou0 oo

quand on l'applique simultanément aux trois systémes de valeurs
des paramétres ('). Et 'on montre facilement que si Fon a choisi,

hJ

pour les L; et les M;, les transformations infinitésimales de £
M dont les coefficients sont

R A ca. b))\
Apyilate. oo a,) = T )/‘-':

(64) T (hoi=a.n ....0r\n

AQi(a. )
whilbr ..., by)== (—'7)—,("/’——) .

et

i les notations b =¢, « == ¢ indiquant que les dévivées des seconds
membres sont prises pour les valeurs de (6, ....0,) et de
(ey, ..., ar) respectivement égales aux paramétres (g, ..., =)

de la transformation identique des groupes (v de la strueture X

celles de M sont les ¢équations, inversées, ¢,= Q (b, .... b a,. .... a,.
(i =1, 2, ..., 7). L'inversion, qui est involutive, ¢st néanmoins la méme pour les
deux groupes. Elle est définic par les cquations @ («. ..., @ @'y ... «ap) =¢,

(i=1,2, ..., r),0u (g. ....¢.) est le systéme de valeurs des paramétres qui
correspond a la transformation identique des groupes G considérds.
(') Cela tient a ce que de To =T, Ty, on dtduit T71 =T 1T,
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considérée |, I'inversion J change L; en (— M;) et M; en (— L,).

Les a; et les b; constituent donc, respectivement, une solution
particuliére quelconque du premier et du second des deux
systémes de Lie '

la; .

(65) '—’—7;'- +ba(9) Aai(@): oot )=0 (t=1.2 .... 1)
{b; - ' . .

(66) %ﬁa—g,(u)yz,,(b’,,....l;,.‘)=u (i=1.2,....r).

Sous cette double condition, les formules (62), (62%#) ont pour
seconds membres les sysiémes fondamentaux d’invariants du

faisceau F (c’est-a-dire de solutions du systéme complet Uf = o,

Vf=o0), annoncés.



