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SUR DES CHAINES A LIAISONS COMPLETES;

Par MM. W. Doesrin Er Rosert FortET.

Introduction.

Notations. — Soit un systéme aléatoire pouvant prendre, a la
suite d’expériences, un nombre fini d’états E,, E., ..., E,. Appe-
lons chemin la suite ordonnée des étals pris successivement
par le systéme; un chemin ¢ peut étre caractéris¢ par la suite
Zoy L_4y -y bn, ... desindices des états qui ont été pris par le
systéme respectivement @ la suite de la derniére expérience, a la
suite de 'avant-derniére, etc., et ainsi de suite, en remontant dans
le temps. Un chemin peut étre infini ou fini, c’est-a-dire que la
suile précédente peut étre infinie ou finie, suivant qu’il y a déja
cu une infinité d’expériences réalisées, ou seulemenl un nombre
fini.

Etant donnés deux chemins ¢ et ¢, ou ¢’ est fini, correspon-
dant aux suiles Zo, Ly, «vvy bony -« €L LYy £, ooy @ g mOUS
appelons ¢ + ¢’ le chemin Correspondanl a la suite : 7', ¢/
E gy Uyy bty veey bny o . Etant donné le chemin ¢ (&g, ¢y, ...,
i_,;, ...) etlélat E;, nous désignons par ¢ + ¢ le chemin corres-
pondant a la suite : ¢, 4y, €4, ..., i_pn, .... Nous appelons
9i[¢ +i=w0i(c)] la transformatioa qui fait passer de ¢ a ¢ + .

BRI

. Chaines i liaisons complétes. -— Supposons que, lorsque le sys-
téme a parcouru un chemin ¢ quelconque, il y a une .probabilité
déterminée p;(c), fonction de ¢, pour qu’il prenne I'état E; a la
suite de 'expérience prochaine. Il y a alors évidernment une pro-
babilité déterminée P} (c) pour qu’il prenne l'état E; a la suite
des n expéricnces prochaines. Ces probabilités sont é¢videmment
liées par la relation fonctionnelle

,
o8 Pitt(e) =3 pice) Pilsit)] ()

i=1
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avec

P(¢) = pi(e), Zp,(c):;;
i

Nous - disons alors, avec MM. Onicescu et Mihoc, gque nous
sommes en présence d’une chatne a liaisons completes (). Le
probléme essentiel est d’¢tudier le comportement de PJ(c)
lorsque n croit jndéfiniment : probléme sans doute difficile
lorsque les p;(c) sont quelconques. .On est donc. conduit a

~définir des catégories particuliéres de chaines a liaisons com-
plétes, en imposant aux-p;(¢) des conditions supplémentaires.

Il nous a semblé qu’une hypothése a la fois naturelle et suscep-
tible de conduire & des résultats, consisle a supposer que les p;(c)

. dépendent peu des étals de c oblenus a la suite d’expériences
trés anciennes, et & la limite n'en dépendent plus du tout, s’il
s‘agit dexpériences infiniment anciennes. 11'y a -évidemment
bien des maniéres, non exactement équivalentes, de traduire
mathématiquement cctte hypothése : nous allons en exposer deux.

I. — Les chaines (A).

Etant donnés deux chemins quelconques c(igy i1y - .oy ln, .. .)
etc'(y, &y, ...y 8 ,, ...) et k un nombre positif inférieur a 1,
quelconque par anlleurs : ‘nous appellerons : distance (mod. k)
de ¢ et ¢’ la quantité

(2) o Ds(e, c)

=0

.k,

M‘s

ot ¢ ¢gale 1 ou o suivant quei_; différe de ¢, ou non.

Ceci ¢étant, nous dirons qu'une chaine a liaison complete est
une chafne (A), s'it existe un nombre M(> 0) et un nombre
k(o < k <1). tels que on ait '

(3) © pi(€) —pu(e) [ <M.Di(c, ¢)

- (1) Cf. Onicssev et Mintnc, Sur les chaines de variables statistiques (Bulletin
des S~iences mathématiques, 2° s rie¢, 1. 59, 1933, p. 174-192). Dans ce Mémoirg,
outre la définition des chaines . liajsons compléles générales, les “Auteurs
étudient en’ détail un cas particulier, .dont nous panlons plus ]om sous le nom
de chatres [ O-M].
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quels que soient c et ¢' et ¢. Autrement dit, on suppd’se que
influence des expériences anciennes décroit en raison géomé-
trique de leur ancienneté. (Evidemment une telle hypothése com-
porte une large part d’arbitraire et nous I'avons choisie surtout er
- raison de sa commodité mathématique; rappelons cependant que
Galton a fait pour I'étude de I'hérédité une hypothése trés com-
parable.)
- Ceci étant, I'¢quation de récurrence (1), avec la définition (2)
et la condition (3), rentre dans une catégorie que nous avons pu
“étudier, nous exposort® cette étude dans une Note a la fin de ce
travail, et nous allons donner immédiatement les principaux
résultats ainsi obtenus.

. Tutareme . — Pour une chaine (A), lorsque n croit indéfi-
niment, les probabilités P}(c) sont des fonctions asympto-
tiquement presque périodiques de n, et convergent en moyenne
de Césaro, vers des limites I;(c).

Tutorime II. — Pour une chatne (A), s'il existe un état E,
tel que lon ait p,(c)>n>o0 quel que soit c, les probabi-
lités P} (c) tendent normalement, au sens ordinaire, lorsque n
crott indéfiniment, vers des limites I; indépendantes de C.

Ainsi les résultats ossentiels de la théorie des chaines de MarkofY
sont conservés, sauf la périodicité asymptotique des P} (c), qu'on
ne peut gnére espérer dans le cas général el qui est en tous cas
remplacée par la presque périodicité. Ajoutons que I'on pourrait
envisager 'étude de variables aléatoires lides a4 une chaine (A) :
la méthode de M. Mihoc pour I'étude des variables aléatoires lides
i nne chaine simple de Markoff serait applicable.

Application aux chaines (O-M). — Dans leur Mémoire cité en
Note, p. 133, MM. Onicescu et Mihoc ont défini des chaines, que
nous appellerons chatnes (O-M), de la facon suivante : les états
E,,E,, ..., E, se présentant a ia (n — 1)*™ expérience avec des

probabilités z,, z., ..., z, (Zx, == 1), et la (n — 1)*™ expé-
i

rience ayant réalisé I'état E;. ces Auteurs supposent qu’a la n'*=®
expérience les états E,... E, ont des probabilités: respectives
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Zyy oo (V.z' = 1) qui sont des fonctions déterminées de I

-
denetdex., 'y I, SOIL

(4) o= of (21, 0s, ..., Tr).

On peut considérer que les formules (4) définissent des trans-
formations T} () = «' des («) en (2').

On voit facilement que les chaines (O-M) sont a liaisons com-
plétes, et d’ailleurs leur étude conduit & une équation analogue
a (1);.mais on voit aussi que :-pour qu’une chaine (O-M) soit une
chaine (A) il suffit que les transformations T aient-des bornes
inférieures a un nombre & inférieur a 1 (c’est-é—'dire que les rap-
22
| Z1
J et n; |Jc,~——z._,| désignant la distance, supposée définie dans

ports = restent inférieurs a A <1, quels que soient x,, Z,,

I'espace des z, de 2 points z, et 2, de cet espace). A la suite de

' cette remarque, les résultats principaux de MM. Onicescu et Mihoc
(¢bid., p. 179 et 188) apparaissent alors comme des cas parti-
culiers de notre théoréme II (la méthode de ces auteurs permet-
trait d’ailleurs de démontrer le théoréme II); enfin le théoréme I
compléte notablement I'étude des chaines (O-M). -

Pour terminer sur les chaines (A), signalons que cette notion
peut étre étendue au cas ou les états passibles forment une infinité
‘dénombrable ou continue; et que la définition pourrait étre élargie,
car il suffit. par exemple que la condition (3) soit réalisée par
les P}(c) pour une valeur ¢ que]éonque de n.

II. — Les chaines (B).

Nous allons supposer que les p;(c) satisfont a la condition
(5)' ‘Pl(cl"' C/n) —Pl((’”‘*' cm) L < €y

¢m désignant un chemin de m états, ¢’ et ¢’ étant des chemins
quelconques, &, étant non négatif indépendant de cp, ¢’ et ¢” et
tel que

(%) 2:,,,<oc.

3
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" Nous ne pouvons pas étudier complétement le mouvement sous
cette hypothése, ni allure asymptotique des P (¢) et nous serons
obligés de faire des hypothéses supplémentaires. Mais dés mainte-
nant nous pouvons borner la différence

P (' + em) — PP (" + cwm),
., .
P{ (¢ + ¢m) =2p;(c’+ em) PV 4 e+ )
j=1

Al N , .
=2‘p,-(‘c”+ en) P+ e+ )+ 01z,
j=1 :

o — 1£6<1. On en déduit par un calcul facile
) : n+m
(6) PP (Chep)—PU ¢ 1< <y ') "

h=n m=n

Donc dans les conditions (3), (3') non seuvleinent pi(c + ¢m)
dépend trés peu du chemii ¢, mais méme la probabilité pour que
le systéme se trouve dans un état donné 7 épreuves aprés la réali-
sation du chemin ¢ + ¢,, ne dépend que trés peu du chemin ¢ et
celn uniformément par rapport a n |ceci n est pas toujours vrai
si la condition (5") n’est pas satisfaite]. ' :

Il n’en résulte pas immédiatement que si nous considérons un
chemin de longueur finie, mettons E;,. .., E;,=T, la probabilité
soit P{*' (¢ + ¢ ) pour que ce chemin soit décrit n épreuves aprés
le chemin ¢ + ¢, ne dépende que trés peu de ¢ pourvu que m
soit suffisamment grand. La fagcon qui nous parait la plus facile
pour démontrer cette derniére propriélé sous ’hypothése (5). (5')
est la suivante. Considérons pour I'instant comme état non plus
I’état réalisé par le systéme a une épreuve mais 'ensemble des états
qu’il a pris dans les lépfeuves consécutives n — kl,n — kl-+1, ...,
n—kl4+1—1,(k=o0,%=1,*=2=3+...,). Alors on obtient une

nouvelle chaine qui satisfait aussi a des conditions telles que (3)
ml

et(3') seulement ¢, y est remplacé par 2 ¢i, on en déduit

I=(m—1)l+1 )
presque immédiatement qu'on peut prendre m suffisamment
grand > M(U, ¢) tel que pour tout n

P (¢ + cn) — PR ("+ €m) | < :. C.Q.F.D.
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Il y a un cas particulier o 'on peut prendre M (/, ¢) indépendant
de L et ou la démonstration est encore plus facile, c’est celui o 'on
a pour m2M, quels que soient ¢, ¢, ¢’ et ¢,

(7) pite+cp) = pi(¢ 4 cm)(1+bey) (—120<),
.. o1 < B
(7)) 0 gimg ;’ EEIIL'<\ x.
n=M

Les chaines a liaisons complétes satisfaisant a (7) et (') scront
appelées chaines (B), ce sont clles que nous étudierons surtout.
Pour ces chaines I'influence explicite sur les probabilités de passage
dans une épreuve des états que le systéme a pris a des épreuves
lrés anciennes est trés petite, non seulement quantitativement
comme pour les chaines qui satisfont aux conditions (3) et (5'),
mais aussi qualitativement : le rapport des probabilités de passage

i(C+¢Cy) . .
Lietem) ol yest pas o/o tend vers 1 si m—>o. [Pour les
i(€ +cp)

chaines (5) et (3') il peut arriver que quel que soit m, un certain
passage en une épreuve ait avec le méme chemin ¢,, une probabi-
lit¢ tantot nulle tantot positive suivant le chemin que le systéme a
décrit avant. |

Alors si m2>M, le rapport de la probabilité pour que le systéme
décrive aprés le chemin ¢+ ¢, un chemin de longueur quel-
conque et de la méme probabilité apreés le chemin ¢”+ ¢,,. est de
la forme ofo ou compris entre

xz

exp. —-Es,-' et exp. - +2='
i==m ’ | i=m |

ce qui est arbitrairement voisin de 1, pmsque par hypotheése e,
converge, et il en résulte sans difficulté que si m2>M

P‘[I". (C' -+ C,,,) =2Pt',,+l‘(c -+ Cm) = P(I'\')( "+ ¢ ) (l +Ym )1

exp. —Ze,igl+_}mxv‘(p ‘2 i

I=m \ i=m
en particulier
TP+ en)= P&"’(c”j«— em) (L= Yin)-

Si ; désigne un ensemble quelconque de chemins commengant a



— 138 —

un instant donné mais étant-de longueurs finies ou infinies, alors
si P{(c) est la probabilité de parcourir un chemin de £ a partir
de la n*™ épreuve aprés I'accomplissement des chemins ¢, on
a encore :

PYY(¢ + em) = PV (" + cm) (1 yin).

Nous voyons donc que sous ’hypothése (5)-(5') la probabilité
pour que le systéme décrive aprés n épreuves un chemin quel-
conque de longueur bornée ne dépend qu’arbitrairement peu des
états que le systéme a pris a des ¢preuves trés anciennes par
rapport a un chemin connu. Mais nous n’avons point démontré, et .
pour cause, que l’influence du passé¢ trés éloigné soit en telle
négligeable, nous avons seulement montré que dans I'influence du
passé c’est I'influence du passé moins éloigné qui prévaut par rap-
port a l'influence du passé plus lointain; et ceci dans I'hypo-
thése (5) et (3') seulement pour les chemins de longueur finie.
Dans Phypothése (7) et (7'), par contre, nous pouvons dire que la
connaissance du passé récent détermine presque complétement,
s1 ce passé récent est suffissmment large, les probabilités de tout le
mouvement futur.

Nous allons dire que le principe ergodique (faible) est applicable,
st quels que soient [, les chemins ¢, ¢” et T de longueur /

lim [P(["'((c')——- P{l(e)] =0
W
et que le principe ergodique forl est satisfait, si quels que soient
les chemins ¢’ et ¢’, ’ensemble £ de chemins finis ou infinis
I'l;rll[P‘E""(c') — P (eN] =o.

Envisageons deux systémés matériels S, et S, ne pouvant
prendre que les états E(, ..., E,, évoluant d’une fagon réciproque-
ment indépendante: et suivant tous les deux la loi de la chaine &
liaisons complétes. Faisons partir ces systémes a un méme instant
en supposant que le premier a parcouru avant cet instant le
chemin ¢', le second le chemin ¢’. Alors, en vertu des équa-
tions (6) oa voit sans peine [¢f. W. DogsLin, Ezposé de la
théorie des chaines simples de Markoff & un nombre fini
d’états (en impression, Rev. math. Union Interbalkan)], que
ta condition nécessaire et suffisante pour que le principe ergo-
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dique soit salisfait est que ces deux systémes aient avec proba-
bilité 1 aunoins une fois dans le mouvement un contact d’ordre /
quels que soient ¢’ et ¢’ et L. [ Cette condition est d’ailleurs néces-
saire. méme pour des chaines a liaisons complétes qui ne
satisfont pas a (5) et (5')].

On montre de méme trés facilement que si la probabilité pour
que les systémes S,/ el S.» aient dans leur mouvement ultérieur au
moins une fois un contact d’ordre / est >> ¢ > o quels que soient
c etc’, elle est==1. Si p;(c)est >> a pour tout ¢, alors la proba-
bilité pour que S.- et S, coincident dans leur mouvement pendant
m ¢épreuves successives est plus grande que la probabilité pour
qu’ils prennent dans les m premiéres ¢preuves tous les deux m fois
I'¢iat E;, done, > @™, il résulte d’aprés ce que nous avons dit que

P/ (c)—PM (") > o0,
et 'on monire sans peine que

n x
. |
g — P < min [ —am T e Y
0<\‘m{_n
. I—=m
Sous les hypothéses (7) et (7') il résulte de méme que pour
n’importe quel ensemble £ de chemins

M »
' P';,r""( ) — l’g';(c”) <min | (1—am )-"_‘H +2 2 B
’ v (=m

Supposons qu'a chaque chemin s’arrétant a la (n —1)iéme ¢preuve on
fasse correspondre une probabilité PE™ ' "(c) = p¥"(c) pour que le
systéme ayant fini le chemin ¢ & la n — 1éme épreuve se trouve a la nléme
épreuve dans Ex, alors pi'’(c) définit une chaine variable a liaisons com—
plétes. Nous désignerons par PE""(¢) la probabilité pour que le systéeme
ayant fini & Vinstant m le chemin ¢ se trouve 4 l'instant n dans Eg. La
condition (5) et (5’) sera remplacie par

;/’i&n:’(cy'*— C,,,) _P(/.‘I”(c”"" Cm) [ 2w
e, < o,
¢ ne dépendant que de m, et (7) (7') par:sim2M
PO+ em) =P+ em) (1+ Bep),

1 g
—1 0l 0<5m<:2'7 ey < .
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. Alors pour _ces chaines, tout ce qui-a été dit plus haut reste valable, le
seul changement qu'il faut faire c’est de remplacer P{*(c) par P{» "+ ™) (¢).

Nous étudierons surtout ‘dans la suite des schémas qui satisfont en
méme temps aux conditions (7) et (7) et a la condition

. P (e).
. (8) . ﬁ""(“‘

o
Sa>>o0 ou 9.

quels que soient n, m, k et c.

Revenons aux chaines constantes. Soient P‘I’l et pi*’le maximum
¢t le minimum de P{*'(c) par rapport a ¢, on a

P (e) = 21"" Blew fpien.

1l en résulte
,\m>P .(II(~ l.zl,lll‘l"

Donc si le principe ergodique est applicable uniformément par
rapport aux chemins initiaux, pour les chaines constantes

(n\((‘) =Pr.

" Nous allons maintenant nous consacrer uniquement aux chaines
(B). Nous pouvons nous arranger de facon a ce que le nombre
d’épreuves M qui figure dans la définition des chaines (B) soit =1.
11 suffit pour cela par exemple d’introduire les r™ états A; = Ei,y ..ot
Eiy, la réalisation de A; a une épreuve signifiant la réalisation a
cette épreuve de l'état E;y sous 'hypothése que les états réalisés
aux M —1 épreuves précédentes ont €€ Ei_,, .... E,. Sans
diminuer la généralité nous pouvons donc supposer que nos chaines
(B) sont telles que le rapport

pile+ k)
pite + k)

est soit ofo quels que soient ¢ et ¢/, soit compris entre ; et 3;' quels
que soient ¢ et ¢'. [Une simple sommation perme} de passer des
probabilités de passage dans ce cas aux prob'nblhtes de passage
pour les chaines (B) les plus générales. |

Alors il est facile de mettre en évidence comme pour le cas fini
des groupes d'états G, G, que nous -appellerons groupes finals
jouissant des propriéiés suivantes : Le systéme ne peut pas quitter
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le groupe final da: . lequel il est amené, il passe presque sdrement
une infinité de fois par chaque état de ce groupe final. Qiiel que
soit le chemin initial, la probabilité pour que le systéme se trouve
encore & la n'*™ épreuve a 1’extérieur des groupes finals tend vers

zéro si n—>c (uniformément par rapport au chemin initial
comme Ke—»). :

11 résulte 1mméd1atement de l'analyse des chaines simples que
les états d’un groupe final Gg se divisent en sous-groupes
disjoints 1(B) ), . d(ﬁ) [d(B)21], dits encore sous-groupes
© cycliques, qulon peut ranger dans un ordre circulaire tel que le
systéme se trouvant dans Gg passe en chaque épreuve cycliguement
d’un sous-groupe cyclique au suivant..

SiE;el'(B) et E‘el(ﬁ), alors

PP(c+j)=0 si n;él;é' [.mod. (B}
PW(c+j)>Pt sin=l—I- [modd(B)).

Si ¢ est quelconque, soit Pr.[c, p(8)] la limite (v>) de la
probabilité pour que le systéme se trouve vd(f) épreuves aprés le
chemin ¢ dans p(f), alors nous'avons les formules

P@(e)>o si Ex€ =G,
ﬁ"’(c)NPh[c’l (B)]Pk si. Ex€ U(B),

T, est le sous-groupe cyclnque de Gg, déterminé par
n=1l—1, [mod.d(B)]"

et P{"(c) converge en. moyenne de Cesaro vers o si Ex€2Gs,
vers Pr. [c, Qp]d(a) si Ex € Gp, o0
d(B)
Pr.[c, 8] = 3,Pr.[c, ()]
’ . o=1. . .
est la probabilité pour que le systéme passe du chemin ¢ dans Gg.

‘Pour les: chatnes variables A liaisons complites satisfaisant .4 la condi-
tion (7), (7') et & (8), les formnles ci-dessus sont remplacées. par :

si - E/(T et E;GT(B—,
- Ppi(e+j)=0"si A" mpl—l ' [mod. a(B)),

PP (c+ ) = P4 ™™ (e j) si‘n—msl—l [ mod. d(p)],
LXV. © 10
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ou .. ’ - ‘ .
CEPP=1[Er € I(B)] et &f™™M(c+j)>0 sin—m>o. .

Si P{™ e, o(B)] est la limite (v->w) de la probabilité pour que le
systéme qui a fini & la midme-épreuve, le chemin ¢ se trouve vd(f3) épreuves
aprés dans p(f3), alors

Pt (e) = Pr.(m ¢, In—m(B)] PS{”—+— e™(c) si Exe I(B),
PZ‘ "(e)>o - _ si Ex'e 2Gg.
- Attachons maintenant a chaque état un nombre X;. Soit X' 1a

variable aléatoire égale a X; si le systéme se trouve n épreuves
- aprés le chemin ¢ dans E;.

S = X1 4 X 4.+ X{,
Alors un calcul simple montre que

N[[_S“l)] Zpr [c’ Ga]Ma’

Mo= ——SPiX;  (Ex€ Gq).

d( @)
Sil'état E; € G, alors

MISE |y,

M[sggj_-Man]z=o('nz).

Stn) . . . . -
Donc === —M, stochastiquement au sens de Bernoulli et par con-

séquent
q ) ) S(n)

n

> Se.

S, étant une variable aléatoire égale a M, avec probabité P, [C, G.)-

Note sur une équation fonotionnelle.

Considérons un ensemble e distancié, ferms, compact, borné,
séparable, composé d’objets quelconques z; soit 2 = ¢(z) ou plus
briévement @, une transformation définie sur cet ensemble; nous
disons que ¢ est bornée par m(>> o), si 'on a qucls que soient z,
et z,, A(x,, #,)SmA(zy, 2,), [A(2:, £,) désignant-d’une facon
générale la distance des deux points z,, z,].
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Considérons maintenant'espace C'*) des fOnctmns f () définies

sur e et telles que | f(z)] et 'éf-(—i‘(—)g—éi;i-admeuent respecuve—

‘ment des bornes supérieures, finies,. M(f) et m(f), lorsque z, z,
et x, varient dans e. L’espace C'th) est un espace mesurable (B),
que nous normerons en posant

norme de f= || f|| = M(f)"'m(f)

Il doit étre entendu que toutes les fonctions qui interviennent
dans la suite appartiennent & Pespace €' /
Soient alors r fonctions a,(z)[z =1,2,...,r], telles que

3 mays,

et r transformations ¢,, ¢, ..., ¢, bornées par un nombre k < 1.
La formule :

(1) | @) =Da@) flad=)] = U

définit une opérauon linéaire continue dans I’ espace C/(1), On aen
effet

@) COM(S)SM(S)
et

Fl@)—f (@)

Il

N ai@) floz)]— Y, ar(a) fl9i(20)]
i i

PILIENY CIEN BT CIEN T

i

+E[a_t(za)——az(xz)]f[?z(x:')]

]

!f’(x,)—f'(zg)|§m(f)kA(z,, z:) +~ M) Zl m(ai) A(zy, Z2);
. ’ A - ,
d’ou

(3) - : m(f) S km(f) + p M(f).

en posant -
3 =Z m(a;).
i .
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L’iopération F'=U(f), qui est éwdemment linéaire, est continue
d’aprés (2) et (3).
Nous nous proposons d’étudier U(f), p ar la méme méthode qui
a permls a M. F. Riesz (4) d’étudier les opérations complétement
continues, et bien que U(f) ne le soit pas.

1 . _
Soit ¢ un nombre positif assez petit Pc_mr que 3 —e soit > 1.

Dans ce qui suit, 4 est supposé de module < ;c — ¢&; posons

#= (e e (i)

et considérons I'opération AU(f); pour elle, (2) et (3) sont rem-
placées par

(20 " M) SIAMO,
(3 m(f)SKm(f)+o"M(f).
Lemme I. — Les solutions non nulles de U’équation homogar.2
(5) V(1N =F—2U(f) =0
Jforment une vanété linéaire & un nombre fini de diiens.sins.
Soit en effet f une solution non nulle de (5) telle que M (f) = i,
on a, d’aprés (3'),
m(f)Skm(f)+¢,
d’ou
(6) mS—x*

Donc de toute suite bornée de solution de (5), on peut extraire,
d’aprés un théoréme d’Arzela, une suite uniformément convergente.
Ces solutions forment visiblement une variété linéaire dans
I'espace B des fonctions bornées : toute partie bornée de cette
variété étant compacte, celle-ci n’a qu’un nombre fini de dimen-
sions, d’aprés un théoréme de M. Riesz (ibid., p. 78).

;-

() Dans un Mémoire des Acta Mathematica, t. 41, 1918, p. 72,
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Lemume I'. — Lc solutions non nulles de l’équation
Va(fli)=o (n=1,2 ...),"
forment une variété linéaire d’'un nombre fini de dimensions.

Nous avons vu que pour 2 =1, les solutions f de V2(f|2)=o
sont telles que m(f) soit borné par un nombre fini indépendant
de la solution considérée, pourvu que M(f)=1; supposons qu’il
en soit de méme pour n =1, n=2, ..., n =p; ¢ ‘est-a-dire qu 11
existe un nombre A tel que 'on ait m(f)<A, sil'ona

Ve(fiIX)y=o0 (n<p) et M(f)=1,
nous disons qu’il existe alors un nombre A’ tel que 'onaitm (f)S A/,
sil’on a

Vr+i(flrh)y=o et M(f)=1.

Soit f, en effet une solution de VP! (f|))=o0, telle que

M(f)=1; en posant V(fi|A)=—/f,, on a VP(fy]|2)=0o0,
d’ailleurs M(b,) <1+ || d’aprés (2), donc, comme par hypo-
thése, m (M{j )) <A,ona

m(f,)gA[x-o-m]gA;l-.- ,lc—e£=4‘

(et cela méme si f, = o).
Mais on a, d’aprés (3'),

. m(f;-&-fg)gk'm(f,)+p’.
Alors, ou bien
m(f1)Sm(f:)SAq;
ou bien
m(f1) > m(fs),

mais alors on a

m(fi+ fo)2m(f1) — m(f2);
m(f1)— m(_fz)é Km(fy)—+¢

d’ou
ou
e A|

m(f) s E=

Et de toute fagon, en prenant A’ supérieur a p k, ) m( f,)( Al

Le lemme I’ s’établit alors aisément.
On peut appeler L;, Ly, ..., L,. ... les variétés lméau‘es aun
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nombre fini‘de dimensions constituées par les solutions non nulles
des équations V'(f|2)=o, ..., V*(fIA)=o0,...; on a évidem-
ment : L,<L,.,; mais on a aussi :
Lemme II. — Si|A| =1, il existe un entier positif ou nul v tel
que lon ait
L,=Lnn pour n>v; L. < Lp+t pour n<vy.

Dans le cas contraire, en effet, on pourrait déterminer une suite
infinie de fonctions f,, fa, ..., fa, ... satisfaisant aux conditions
suivantes :

M(f,)=1: fu<Lgn;  fa extérieure 3 L,_y;

M(fu— f(2 é pour tout f<L,_,.

Posons AU( f,.) = fu+ f\; f. fait partie de L,_, car

ny
Vi (fuik) = Ve(falh) =05

et f), est non nulle sans quoi f, ferait partie de L;; on voit alors
que d’une facon générale 'opération A?UP(f,) transforme f, en
Sa+ 1 ou » appartient a L,_,.

Observons que la formule (3') peut s’écrire

oM , o M()]
m(f)— EXD <k () — EXD,
on en déduit aisément, ¢n tenant compte de ce que |A| =1, que
'on peut donner & p une valeur p, telle que

’n(f""' /{")g l_pkl -+,

1 nombre positif d’ailleurs aussi petit qu’on le veut. Alors, d’apreés
le théoréme d’Arzela, la suite des fonctions (f,. + f%~) est compacte,

dans P'espace B, soit ny, n,, ny, ... une suite d’indices telle que

: Pn . 'n P Yt
la suite f,,q-;—f,‘qv converge : M {fnqﬂ—i—f,,qz:;‘ —‘fn.,"'fn.,"f doit
donc tendre vers o, or ( f:f" — fa, —-f’,’,;q) appartienta L, —1,

cela est donc impossible.

Lesoee IIL — Si [Al =1, et si Véquation V(f| Y=g a une
solution quel que soit g, cette solution est unique.
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La démonstration est la méme que celle du theoréme III de
M. Riesz (:bid., P 8a).

Lemue 1V. — Il existe une constante C indépendante de g,
telle que U'une au moins des solutions de l’équation V(f|1)= g.
s'il y a des solutions, satisfasse a la condition || f||<C] g]

Désignons 'par S* une solution de V(f|A)=g telle que
M(f*)SM(f*—f) pour V(f|A) =0 : onsait que /" existe tou-
jours si V(f|2|) = g admet une solution. Il faut démontrer que

* . .
le rapport (WAl admet une borne supérieure finie C; si cela n’était
PPO™ el Sup »
pas, on pourrait trouver une suite gy, gay ..., &ny - .. avec des
solutions correspondantes '}, £, .. ., [}, . . . telles que 7=+ IRA| tende

gl

vers l'infini; on peut d’ailleurs supposer que || g» || reste bornée,
alors || /|| croit indéfiniment; [| £} || = M(f) + m(f}); en négli-
geant au besoin une partie des g,, on peut se ramener a I'un ou
Pautre des deux cas suivants :

S
M(f3)?

Premier cas. — M( f}) croit mdéﬁmment posons f,, =
on a

}\U(fn fn ‘l(f );

si m(fn) reste bornée, on peut extraire de la suite des f, une suite
convergente vers une limite f non nulle (puisque M(f,) =1) et

telle que AU(f) = f, puisque 35~

tend vers o, on aurait donc

“(f )
M(fR)SMIfR—S/MUR) ],

1=M(fn) SM[fu—f],

d’ou

ce qui n'est pas possible, car M(f»— f) doit pouvoir tendre
vers o; si m(fa) ne reste pas borné, on peut supposer que m(f.)
croit indéfiniment; on a, d’aprés (3')

D’ou, en divisant par m(fr), 1 <A+ €,y ol €, tend vers o : ce qui
est impossible.

)
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Deuzieme cas. — M(f}) reste bornée, mais m(f}) n'est pas
bornée : on retombe encore dans I'impossibilité 1 A"+ ¢,.

A partir de ce moment on peut continuer comme M. Riesz; on
montre en particulier que U(f) n’a qu'un nombre fini de valeurs
singuliéres de module égal a 1, en raisonnant a peu prés comme
pour le lemme II. Et en utilisant le fait que les valeurs singuliéres
d’une opération linéaire continue forment un ensemble fermé, on
démontre que : '

TueorimMe. — L’opération U(f) est la somme d’un nombre

fini d'opérations linéaires complétement continues
l:h(f)y LR} UI’(/)Y

n’admettant chacune qu’'une seule valeur singuliére, de module
égal & 1; et d’uneopération linéaire U'(f) dont toutes les valeurs

- singuliéres sont de module supérieur & un nombre h >1, Uy, ...,
U,, U sont deuzx a deux orthogonales.

L’¢tude de U(f), et de la relation de récurrence /' = U(f")

s'acheéve alors par des procédés classiques.



