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SUR LA SOMMATION DES SERIES TRIGONOMETRIQUES DE FOURIER
PAR LES MOYENNES ARITHMETIQUES;

Par M. Nixora OBrECHKOFF.

(Suite.)

6. Considérons maintenant la série conjuguée de (1)
(39) Z(bncosnx——a,l sinnz).
n=—1

Si, par s, (x), nous désignons la somme des n premiers termes de
la s¢rie (39), on obtient

su(@) = ;Ifnd(t)(sint-b- sin2t +. ..+ sinnt) dt,
d(t) = f(z+t)— f(z —1t),

¢(t) étant prolongée périodiquement en dehors de Pintervalle

(o, am). Alors si sk(z) désigne les moyennes arithmétrques de
Cesaro d’ordre k, on obtient

n n
(f0) sh(z)= ;‘[ d()w(t)dt, w(t)= AL;(lPZA}f_psiny.t.
. . =1
La formule (9) nous donne pour p entier
(41) WP (£) = u'P(t)+ v (2),

. ¢ : . :
ou ¢(t) = %cot;, et pour u(t) est en force I'inégalité (6), c’est-
a-dire

lk+1 + N nth+

(42) | ate)(2)] <M 2t (o< tgm),

\ . . odr 2
~t e (O} e
ot M et N ne dépendent pas de n et t. Puisque la fonction 5 Cot=

LXII. 12
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r()
a la forme <sin-§-)p+l, ou p(t) est borné, de (42) il résulte que

p—k
(43). 100 <K g +MZr + N - (0<tS7),

ou K est une constante, ne dépendant pas de n et t. De cette
inégalité, on déduit pour k entier I'inégalité suivante :

(44) |o® ()| <R 2

ou R est une constante finie. Nous démontrerons que (44) reste
valable aussi pour k non entier, k = m + 3, m entier, 0 <<d <1.
Comme chez la démonstration de (17) il est évident qu’on a

. I
| ul® ()] < R‘?T:i'

Il reste & examiner ¢%)(¢). On peut se borner au cas -‘rzgtga,

. ) SN 3 X
puisque pour o < £< - & cause de 0¥ (2) = O(n%+1), on a

Iw(k’(t)[=0(ﬁ5_—1)-

<t<a<m, nous avons

| p(lc)(t)l< sza(l:_ﬁdt
13

{m+2

Mais pour

1 * du 1
=0(n:l‘;ﬁq;:$)=o(ﬁ:>

donc (44) est démontrée. Nous avons le théoréme suivant :
VIL. Posons pour k > o
. .
di(t)= kt—* d t—)k—1dx,
) f (x)(t—<)-1ds
dy(t) =d(t) = f(z +t)—f(z— 1)
alors si pour un k2o on a

lim dx(z) =D,
t>0



on a
ok
. si(z) D
(43) ;IITL logn ~ =

Ce théoréme nous donne la valeur de Saut généralisé de la
fonction f () pour un point s’il existe. Par une simple transfor-
mation on raméne le cas général au cas £ = o en considérant la
fonction f (x + t) au lieu de f(x). Pour la fonction

r—x sinx sin2x sin3x
(46) e(z) = S STttt 3

on a 9(+o0) —¢(—o)=m, donc D =n. La série conjuguée de
la série (46) est
cosx cosax cos3z
+ - + Hny
I 2 3

pour laquelle on a

- 1
4M~72nﬂ“
n

On peut facilement démontrer que "( )—>1 lorsque n— . En
effet d’abord nous avons
47 %—wm<2 <f =log(n +1).

Soit « un nombre arbitraire, 0 << @ <1, on a

n

ok I Y Ak k k
(48) S > naA!‘lu;a}An—lL naA"(A W —A +{na}—l)
,‘4-1 . .
Puisque A ~ I‘(,llc ety de (48) il résulte facilement
Sk +1
sk 1—(1—a)*
:;n: logn= (1+4k)a ’

d’ou, en posant «-> o, on obtient

(49) liml 2. 21
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Les formules (47) et (49) nous montrent que limﬁ’y’—n =1, ce
qu'il fallait démontrer. ;

Considérons maintenant la fonction

S (@) = f(2)— 2o(2).
Pour z = o, on obtient »

dj(t)=dx(¢t)—D,

donc dj(t)—»o iorsque t—o. Si b% désigne les moyennes d’ordre
k de la série conjuguée de la série de Fourier de la fonction f*(z)
a cause de la relation

n
- L= 1-D A
sh(z) = bk + Xk;z:ﬂ‘,_p;t
=1

n

. k
il suffit de démontrer que lim S pour démontrer que
> logn

sk D
..__> —_—
logn =

Donc on peut supposer que D = o et £ = o. Posons alors
oo y
Di(y)= —flz—m)]dr, Ds(y)= [ Di(z)ds,
D= [ e+ —fe Ol D) o
Da ' = D d’ “eey
= [ Du)e

la formule (40) nous donne
T
(50) By =1 [ e+ o-fa—alo)de

+ ;:-Ai %foum(t)w""(t)dt,
A =Dy(a)w(a) —Dy(a)w'(a)+...== Di(a)wlk-1(a),

si k est entier. Si k n’est .pas un nombre entier, kK = m + 9,
m entier, 0 < 6 < 1, nous avons la méme formule avec seulement
la différence que dans A figure comme dernier le membre

Dims(a) wim (a).

La formule asymptotique (43) nous montre que A — o lorsque
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n—w, comme le premier membre du (50), il reste a étudier

Pintégrale

i:fo Dk(t)w(*’(t)dt=c[ﬂikdk(l)w(*’(t)dty

ol ¢ est une constante. Soit a choisi de fagon que pour o << t<a,
on ait [di(¢)| <e, ot € > 0 est un nombre arbitrairement petit.
Nous avons ’

1

1
n a n
i:c[ +cf = ¢y + €y, |i1|<Mn’<+1f tkdt = O(1) =o(logn),
o 1_ 0 .
' a
]i,|<er ?<leogn,
7y

d’ou il résulte que {=o(logn), avec lequel le théoréme est
démontré.

VIIL. Si pour un k2o, on a
4
f]dk(t)——DIdt=o(t),
0

ou D est une constante, on a

Posons f,(t) = f(t) — l;)qa(t — ), ¢(z) étant la fonction (46).
Désignons par d'(t), d’(¢) les fonctions di(¢) pour f,(¢t) et
o(t—x),ona ‘

dV(t) = di(t Dd(m =d D D a0 ,
k = di( )_7"_ k (t)— k(t)_ —';[ k'(l)—ﬂ],
t t D t

fod;_”(t)wzg o ldk(t)_mdz_;-;[ | (6) — x| dt = o(2).

Donc dans la démonstration, on peut supposer que D =o.
Comme ci-dessus, il reste a étudier l'intégrale i{. Soient s> o un

nombre arbitrairement petit et le nombre ¢ teilement choisi que

i'on a

bt :f‘[ di(z)|de < et
i}

12w
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pour 0Lt <a. Nous avons

1
n a
i:cf +cf = ciy+ Cls,
0 L
P .

1 1 1
N S
<M [t () de<Mn [ (0] de= M—20

0

(]

>0,

n

: dt ‘b(l;)
'i2|<Mf ‘D'(l)—t— =M(1)(a)a-—1_M_l__
’z N
+Mf (D(t)?’f = 0(1)+,
1 :
].<Nlif -?<Me]ogn,
1 .

n

d’ou 1] résulte que i = o (logn), et le théoréme est démontré.
Je démontrerai un théoréme sur la sommation de la série
conjuguce (39).

IX. Supposons que U'intégrale
1 " : ¢
A= - A [Sf(x+ t)—-—f(m—t)]col;dt
est convergente. Si pour un p2o, on a

. t
(51) j |dp(t) | dr=0(t), t—>o
0

la série (39) est sommable (C, k) pour chaque k > p avec la
somme A.

En effet, nous avons

W@ =L [T+ 0=z =gy,

0

ol w(t)= -: comé + u(t), donc

W@ =A+j, j=t [T(farn—fa—olu@a.
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Comme pour u(t), on a l'inégalité (6) en suivant la méme
marche de démonstration que du théoréme I, on voit facilement
que j =o(1), et le théoréme est démontré. Il est évident qu’on
peut remplacer la condition (51) par les conditions

t R
f|d,,(r)|dz'_—:0(¢y, S dp(l) >0,  t->o.
0

7. Nous considérons maintenant la série dérivée de la série (1) :

(52) zn(—a,,sinnx;l—b,,cosnx)

n=1{
®

= ;:Zn‘/o‘f[f(xﬁ—t)—f(x——‘t)] sinntdt.

on=1

Désignons par b%(x) les moyennes de Cesaro d’ordre k>o
de la série (52) et par g(t) le polynome trigonométrique

n
l .
)= }\—;;ZA'I:—P-F sinpt.

p=1
On obtient facilement
. x :
bp @)= [ [f(e+0—fla—0)]g(t)dr.
0
‘Posons
k . n
b(t)y= A—l; ( %L' -1—2 Ak, cosy.t),
n . p=1

nous avons

(t ="‘b'(t’
donc & )

sy =—1 [enb@d,  e()=flz+—fa—1).

Mais on a
T kg - '
_~/o‘lb'(t)dt=—7rb(ﬂ)\+‘/; b(t)dlt_—.—.xb(n)-.'_; =§.+0(,),

donc

L . T
(53) b;,k>(x)_s=_.‘;f d(t) & (1) dt + o(1),
[
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ou I'on pose :
d(t) = ¢(¢)— 25¢.
Désignons par

14
d,,(t):pt-Pf d(z)(t—zp—tde,  do(t)=d(e).

0

Nous démontrerons le théoréme suivant :

X. Supposons que pour un S et un p2>o nous avons

¥4
(54) f |dy(t)|d==o(2), t->o,

la série (52) est sommable (C, k) pour chaque k > p + 1 avec

la somme S.

En effet en suivant la marche déja employée la démonstration

se raméne a établir que I'intégrale

Q= farp dy(2) blP+(¢)dt = o(1)

pour k=p—+1+8, 0<d, o<<alm. Soient ¢ > o0 un nombre
arbitrairement petit et a choisi de fagon que pour o < t<a, on ait

t
¢I>(t)=f |dp(T) | dr < et
)

Alors, en supposant que p 1>k on obtient, a cause de

Iindgalité (6), .
i=h[;+[a=i‘+i”
g *(;)

i, 1<an+=[ tPly,,(t)ldt<M"(‘T)';”'>°’
n

L é dt
1| <M | dp(t)| —pm
1
n

=Mn—3®(t) ¢4

1 1
n

li’.,]<sM(8+2)n—5f -t-fiwtl- <eMy,
] 1
a

“ s [ dt
+M(8+2)n— ¢(t);—;&z=o(1)+zg,
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ou M, est un nombre fini. Donc i=o0(1) et le théoréme est
démontré. Il est évident qu’on peut remplacer la condition (54) par

t t
f[d,,(t)ldt:O(t’), fd,,(‘:)dt:O(t’), t—>o.
0. () .

8. On peut aussi démontrer les théorémes précédents en
employant la fonction introduite par M. Young (')

Cp(z)= I7:(5;7)-‘/dcos.z't(l—--t)l’--‘ldt (p >o).
0) Jo
SiTon posé yr(z) =27 (p)Cp(x), on a

f.Yp(t)cOSxtdtz -:T‘('—”‘)”“(P >1, ¢ <1)
0. o (z>1)

Pour ¢ - on démontre la formule asymptotique

1
Bsin(¢+ A
(5) 1W(e) =0 (t,,+,)+o(tm+,)+__7__>,

ou A, B, A sont des constantes. La derniére formule nous monitre
que '

(36) BN TUIOTIRS

Yp(,)‘__.%.'.o( )+ Bcos(t———xp>

sim—+22p, t—>o. Soit a =m + 3, 0 <3 <1, un nombre non
entier et désignons par y'¥)(¢) la fonction

0= (s 0By () .

Nous démontrerons ficilement que l'inégalité (06) est aussi
valable, c¢’est-a-dire

(56) ' Y (e)er | <My,

(*) W. H. YounNa, The Quarterly Journal of pure and applied Mathematics,
vol, XVIII, 1912, p. 161-177.
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ot My est une constante finie. En effet, d’aprés (55) nous avons

Becos(t+ 1)
‘(;;"HI)(‘):O(tp+1>+0(tm+3)+——tp_‘—’
f (t—a) acos(t_'_)‘)dt f _acos(x+u+)\)du

(u+z)r

_f +f —ll+la,
!i1|<%f u—aduzO(;;-),

4 Iy
z,—f Tcos(zu+d) fﬁ’ﬁ(i"‘_'_"*_)du,

(u+ z)pud A+zyh ud

()

Désignons maintenant par Ry (w) les moyennes typiques de Riesz
d’ordre k de la série (1)

Rk(w)‘z w—k 2 Ap(w —n)k,
nlw

a .
Ao= 5 A,=a,cosnz +bpsinnzx (n>o)

£

Nous avons le théoréme :
XI. Posons
o(6) = [fle+ 1)+ flz—1),

et supposons qu’il existe des mombres p, A(p2o0, 0<h<1),
tels que

(a)  limow,(0)=D, pp<z>=pwfo(z—r)r-*9(r)dr.

Alors pour k > p — A, nous avons

lim k(wz nnk 2[‘([—-1—{—1))]‘()\)1'(,(-!-[)'
©0>w 2 xL(p+1)T(A+k+1)

En effet, d’aprés M. Young, nous avons
. 2 °
i57) Ri(w) = ?u-)[ Yi+k(wu) p(u)du,

la fonction f(x) élant supposée périodique. Soit @ un nombre
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arbitraire, 0 <<a <<w, ona’

Rk(w):?‘/‘)‘ +2?w.~/d"
..,f”yl+k(wu)9<u)du

a+27 a4
:u)f yﬂ,k(wu)cp(u)du—t—wf - Yiek(wu)e(u)du+...
a

“a+2m

) Y - . :
=0 [m-ﬂ(l-'—3+2—'—3+3—'—¥3+. . .)f [p(u)] du] = O (w—8),
Yo
ou 3 = min(1, k). Donc nous avons

(58) Ri(w) = %’[.y,+k(bu)ep(u)du+0(w—.’3).

Posons
'o—x+p)

I’(l——)\)l‘(p+1)D+q’(u)’

p(u) = u—t
alorson a

t
pt—l’f (w) (¢ — u)P— du

_ Ta—2+p) '- N Np—
= Ryt O e da

t o P
‘+pz—pf $(u) (t—u)p—tdu=Dt="+ hy(1),
0
‘» .
hy(t) = pt-p — uy—tdu.
p&)=per [ Y()(1—uy “
D’aprés les conditions du théoréme, on a
(59) lim &\ by (¢) ="a.
t>»0
La formule (58) nous donne

Ri(w) =cw,t[ Fresuo)utdus 22 f Crrt(0) §(w) du+o(s),

on
IT'(t— X+ p) D
a—NTI(p+1)

CTET
On démontre facilement que l'intégrale

J= 5;‘-/0‘ Yi+k(wu)uX du



— 178 —

tend vers une limite déterminée «, lorsque w —w. En effet, en
posant w ¥ = ¢, on regoit

aw
J =f Yiwk(t) tH de.
0
L’intégrale
a= [ rayerar
0
est absolument convergente puisque
I
’Yl—o—lc(‘)t—)‘: O(;m) + 0 (li’*’)‘)

Donc
limj=a= t“‘k a’t/ (1— w)kcostu du

O> o ()

_f (l~u)’<df costu

= I‘(l—-)\)sin—‘—f uA1(1 — w)k du

A PO Tk+1)
2 T(h+k+1)

=TI —x)sin —
Donc nous aurons

Ri(w) 2 . mdT(a=A+p)L(\T(k+1)
(60) wr o 2 TT(panT A+ k+1)

+ ;f‘wi-—kf Yiwk(wu) $(u) du + o(1).
0
Il reste a étudier l'intégrale

g =012 [ pix(ou) §(w) du.
0

Posons

b=y [ W@ —upmde (9> o),

p = m + 93, m entier, 0<d < 1. En intégrant par partie, on a

f Yiek(0u) b (u) du

= O(w=B—1) — w24 f Y’Hk(wu)%(u)du,:...

= O(w=3~7) 4 (= 1) m+1- /J Y (wu)bn(u) da,
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ou B =min(1, k — m). Si é > o, nous avons les relations
§ = 0(wB3) + (=t s [0 (0w) s (u) du;
0
S o1 a
0 .
= Kf qa,,(z)dtf w=8(x — £)=8' M) (wr) de
’ a ‘ T
=Kf Yg'g,;n(m)d:f wi=By, (1) (t — ¢)- dt
0 0

+Kwi-b y‘,’i};“(mr)dx/ Uy (1) (x — 1) dt,

a ]

ftcl»p(t)(r—t)-& dt
0

T T
=[ zpm(u)dur(l-g-)f (v — t)-8(t — u)d1 de
0 u

Al

T —8
= m d — u)—8+8—1+1 —3 (1—17)8—1
iy dm(wdetz—w) e
= gy bmer (0 T = 2 8) e,
wns [ (08) Y (5) ds
= ¢, wP+1 )Y ix(wt)dt
e f (1) 1 (w1)

o a
+c.1wl'+‘f Y (wr) de Yp(2)(t—1)8dt =c, H+¢,G.
a 0 o

On voit facilement comme ci-dessus, que G = o(1), donc dans
tous les cas (p entier ou non), on aura

(61) g=o(1)+ df wpP+1—htp hp(t)Y¥2k(wt)dt,
0

ou d est une constante indépendante de w. La question se réduit a
démontrer que I'intégrale

. a v
T= “”’*”f 9 hy(2) PPk (wt) d
0

tend vers zéro lorsque w — c0. Soite > o un nombre arbitrairement
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petit et soit a ainsi choisi que l'on a
[thhp(t)|<e  (0Stfa),

Alors nous avons
1

w

a
T = wp+i- f + wp+i—h / —T,+T,,
) 1

(O]
1

o
[Ty | < swl’*i-kf tr—hdt < e,
o

a a
]T2|<eo)P+’—)~Mf tF—)\—L :aMw—snf dt < M,
1 1
w

wk+1 ghk+1 18+

w

ou 8, =k +* — p > o. Le théoréme est démontré.
«- On démontre facilement que la condition (a) peut étre remplacé:
par la condition

t
f [thpp(x)—D|dv=o(s) (o),
ou plus généralement par les conditions
f‘m wp(t) — D |dr = O(2),
f [P up(x)=Dldr=o(t) (t->0).

Nous démontrons un théoréme analogue pour ia série conju-
gute (39).
XII. Supposons que pour un p2o, on a

s lim & dp(t) = o,
>0

t
) ,l d,,(t):pt‘Pf (£ —)P—1d(x) dx,

d(t)= [ f(z+t)—f(z—1)],

ot ) est un nombre arbitraire, o <) <<1. Si Ri(w) sont des
moyennes typiques de Riesz pour la série (39),on a,k>p—A2,

“m%ik(m) 2D cos M LM —A+p)T(k+1)

O>e WK n 2 TAN+k+DI(p+1)
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Désignons par

1 - 1
gk(z)=f (1—u)tsinzudu, n(z):f (1—u)t—1tcoszudu (k>o),
[ [}

alors on a

gx(z)=——

1@, £(@) = Yrar(@) = Yeer(2),

1

z
Eiof gi(wt)sinnt dt
T Yo .

2wt 7,
= — ntdt
., £&i(wt)cos

202 7 »
(63) = — [Y1+4(wt)— Yark(w )] cosnt dt

pour n £ w,

It
—
-y
gls °
N~—"
»

=0 pour n > w.

Ona
d(t)= i[f(x+ t\——f(z——t)]NE B, sinnt,

Br=bpcosnz —a,sinnz,
d’ot

(63) d,(t)='fld(t)dt=—2§'f(gosnt—l)

LES

et la série est uniformément convergente. D’aprés (62) on a

2 © , n k ,
%v[ gk(wt)(cosnt—l)dt=(l—:)) ’

donc (63) nous donne
® k —
(64) —’T“”fo gi(wr) di(ydi= 3 Ba(1—2) =T(w).

nlw

Soit @ > o un nombre arbitraire. Considérons I'intégrale

j= wifng’k(wt)d,(t)dt.
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Nous avons
j= w’f Y._,.k(wt)d‘(t)dt—'-w’f verk(@t) di(t)dt = j— Ja,
a a

= wzf”____f‘ coswl—2) g 4 o)

wit+k+k

::w""f i"itk)dsin(wt—')\)-o-()(l):0(1), Ja=0Q).
Donc

(65) ot [ ghwo di(o)de=00),

d’ou et de (64) on conclut que

(66) =22 [ et i (0) de = Rx()+ O(a)
La partie gauche est égale a
=2 [Cadson = =22 gwa)+ 22 [Catund .
Parce que wgi(wa) = (ll — -:;yk(wa)z O(1), (66) nous donne

(67) ?fagk<<ut>d(t>dt= Ri(w)+ O(1).

Posons
F(1— X+ p)

Ta—MT(a+p) D +a(t),

d(t) = t—*

nous avons
‘
dp(t) = Dt—h + np (), np(t) =pt"l’f (¢t —r=)p—tq(x) dr.
0

(67) nous donne
68) cw_["gk<wz>z—w+ 2_;3/ gx(wt)n(e) dt =Ri(w) + 0(1),

ou l'on a posé
F(1—X~+p) D
Ta—MI(p+1)

2

C == =

T

On voit facilement que I'intégrale

a,,,:'w"—)\-f gr(wt)t—r dt
0 .
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tend vers une limite déterminée.lorsque w-»co. En effet, en
posant w ¢ = u, on regoit

aw - .
1m=f gk(u)u-l du — f Y1+k(u)u—)\ du __f ‘{2+k(u)u*7\'du
o o A

:f gr(w)uh du,
0

et les intégrales sont absolument convergentes. Alors nous avons

lim qp=a= u—' a’uf (1 — )k sinut dt

®>
= f (1—e)t dtf it du'=f tl—'(x—-z)/cdz/”sinvdv
ur s 0)‘

0
*a T(NT(k+1)

=Ta—=Mcos = T 7+

De la formule (68) nous obtenons

2 A TV — 2 +p)F(k+1) -
(69) 7 Dcos F(h+k+0T(p+1)
+%w1-7\‘/0‘ gr(w)n(t)dt = Rk(w)-&—O(w-ﬁ

En intégrant par partie on obtient facilement d’une maniére
déja employéela formule

a a
o [ grtn(e)de= coornir [y (e g we) de+ o)
()
a
:ciwﬂ"“i—)\f np ()PPl (wt)dt
0
—erwrnih [l ey de o (1) = fi— a4 (),
0

ou ¢, est une constante indépendante de w.
En se basant sur la formule | ¢'+%4y{*), (¢)| << M pour j, et pour j,

sur la formule
720 =0 (78:) + 0 (75 )

on démontre facilement que j,—o0, j,— 0. Le théoréme est ainsi
démontré.
LXII. 13



— 184 —

On voit de la démemstration que la condition () peut éwre
remplacée par la condition

/
f |t dp(ty—Didt=o0(2). t—>o, -
[
ou plus généralement par les conditions

{ {
f-tﬂd,,(r)-D{dt=0(l),. f(zkd,,(r)—ojdzzo(:), 1 —>o0.

0 0

"D’aprés un théoréme de Riesz ('), si une série est sommable
(C, k), elle est aussi sommable (R, r, k), et réciproquement. En
swivant la méme marche de démonstration on peut démontrer que,

It
Sn

si lim = =s existe, ol st sont les moyennes de Cesaro, 0<2, il
ny>»w« N -
existe aussi la lim B4(®)
WS> o wh
théorémes XI et XII, on peut remplacer les moyennes typiques
par les moyennes de Cesara.

=, et réciproquement. Donc dans les

Remarque pendant les épreuves. —— M. Jacob a démontré des
théorémes semblables aux théorémes IV et V seulement dans le
cas ou p est un nombre entier (voir M. }acos, Mathematische

Zeitschrift, . 29, 1929, p. 20-33).

(') Voir E. W. lloBsoN, The Theory of Functions of a real variable and
the Theory of Fourier's series, Cambridge, 1926, vol. II, p. go-g8.



