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SUR LES THEORIES COMPAREES DE POUSSEES DES TERRES
DE COULOMB ET DE BOUSSINESQ;

Par M. Edouard CaLLANDREAU.

J’ai donné, dans un précédent travail ('), en partant des idées
de Boussinesq d’'une mécanique des semi-fluides, les coefficients
de poussée, qui, tout au moins, pour les hypothéses retenues,
semblent les meilleurs. Mais la difficulté analytique et la com-
plexité des calculs pour arriver aux résullats numériques sont con-
sidérables, surtout comparées a la simplicité de la solution, appro-
chée il est vrai, proposée par Coulomb par la considération du
prisme hypothétique de plus grande poussée. Le présent travail a
pour objet I'étude comparative des méthodes de Coulomb et de
Boussinesq, et I'examen critique de I'hypothése du prisme de
poussée. J'y recherche aussi le profil des surfaces de rupture de la
théorie nouvelle.

Afin d’éviter des développements inutiles, j’ai di utiliser comme
acquis certains résultats de mon travail précité. J'y renvoie, au
besoin, pour le détail. On y trouvera, en particulier au début, un
examen critique des hypothéses qui servent de base a la théorie de
la poussée des terres, et qui ne constituent pas la partie la moins

"curieuse de la question; et aussi un index bibliographique assez
complet de la littérature des masses pulvérulentes.

1. — La méthode de Coulomb et la théorie de Boussinesq.
Examen critique de I'hypothése du prisme de poussée.

1. Lorsque Boussinesq eut domné, pour la premiére fois, les
bases mathématiques de la théorie des corps semi-fluides (?), eten

(1) These.
(?) BoussiNESQ, Recueil des savants étrangers de I' Académie Royale de Bel-
gique, t. XL, 1876. :
LX. 11
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indiqua I'application aux matiéres pulvérulentes, au probléme de
la poussée des terres en particulier, divers auteurs et non des
moindres crurent voir une antinomie, sinon un désaccord complet
entre la théorie nouvelle, et Pancienne théorie de Coulomb basée,
comme 'on sait, sur Pexistence hypothétique d’un prisme de plus
grande poussée. Ces auteurs (') ont alors méme rejeté la légitimité
de 'hypothése d’existence de ce prisme, et ont conseillé 'abandon
de ce procédé. malgre sa simplicité et sa vapidité d’emploi dans la
pratique.

2. Or, soit le massif indéfini, derriére la paroi qui le retient,
susceptible de se renverser par rotation autour de 'aréte horizon-
tale de base. L’application que I'on ferait & cette masse supposée
homogéne de la théorie nouvelle, c’est-a-dire de la méthode de
Boussinesq, consisterait, en fait, a supposer implicitement, au
moment, ou, par suite d'un commencement de renversement du
mur, le massif serait prét a s’ébouler, 'état ébouleux réalisé par-
tout en méme temps dans le massif.

Les conditions ordinaires d’équilibre y seront partout vérifides,
et aussi puisqu’il s’agit ici d'une distribution plane des pressions.
la relation (o Nz, Ny, T désignent les trois composantes princi-
pales de pression relatives aux axes) :

(No— Ny)2+ 4 T2

(1) sin2d = N N, )2

]

exprimant la grandeur du sinus de 'angle ®, fait en un point quel-
conque du massif avec la normale a I'élément plan qu’elle sollicite,
par la pression qui est la plus oblique a cet élément. La surface de
glissement ou de rupture S, dont le profil issu du piced de la paroi
monte en s'en ¢loignant jusqu’a la surface libre, ¢prouve sur son
étendue des pressions inclinées par rapport a lanormale de 'angle
de frottement intéricur. Le méme mode d’¢quilibre subsisterait
donc si le prisme de terre, situ¢ au-dessus de la surface S, restait
seul pulvérulent. et s’¢boulait en glissant contre la masse sous-
jacente supposée au contraire devenue solide. 11 en résulterait une
poussée € du prisme contre la paroi.

(') REsAL, Poussée des terres, p. V et 125 (Béranger, 1g10).



Considérons, avec Boussinesq, une autre surface S' de profil
issu du méme point au pied de la paroi, menée dans le massif
jusqu’a la surface libre. Elle éprouvera sur son étendue des pres-
sions, qui, dans le mode d’équilibre considéré, font avec les nor-
males des angles @', inférieurs ou au plus égaux a 'angle ® maxi-
mum. Si la partie sous-jacente a la surface S' devenait alors solide
et soit telle que son angle de frottement contre la matiére pulvéru-
lente soit justement @', le méme mode d’¢quilibre subsisterait
encore dans la partie du massif au-dessus de S' restée pulvérulente;;
et la poussée du prisme pulvérulent contre la paroi serait encore
égalea <.

Mais la partie, sous-jacente a S’ posséde en fait un angle de frot-
tement égal a ®, et par eonséquent supérieur a ®', ce qui a pour
conséquence d’augmenter la grandeur de la réaction du prisme sur
cette partie .sous-jacente et par conséquent de diminuer, puisque
leur somme géométrique doit équilibrer le poids du prisme situé
au-dessus de S/, la poussée-limite sur le mur.

La poussée la plus grande sur la paroi émane donc du prisme
pulvérulent correspondant a la surface de rupture §. L’hypothése
de Coulomb du prisme de plus grande poussée se trouve donc jus-
tifiée, si 'on admet ’hypothése qui sert de base a la théorie nou-
velle, a savoir I’établissement instantané de ’état ébouleux dans le
prisme susceptible de se détacher.

Coulomb, d’autre part, en formulant ’hypothése du prisme de
poussée, admet par la méme I'existence de deux plans de rupture,
I'un en fait le long de la paroi, 'autre qui partant du pied de celle-
ci s’en éloigne en montant jusqu’a la surface libre. Il admet méme
implicitement P'existence des plans de glissement a toute hauteur
au-dessus de celui-ci, pour déterminer la position du centre de
poussée. Et cette hypothése n’est en somme pas autre que celle de
I’état ébouleux partout réalisé en méme temps dans le prisme de
poussée; de telle sorte que ’hypothése du prisme de poussée de
Coulomb comporte en fait I'existence de 1'état ébouleux de Bous-
sinesq. Il n’y a donc pas de désaccord, mais bien accord entre
I'ancien point de vue de Coulomb et la théorie nouvelle de Bous-
sinesq 4 la seule condition d’admettre dans le prisme de poussée
I'établissement réalisé partout a la fois en méme temps de 1’état
ébouleux. Et 'on peut dire alors que tout se passe comme si le
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prisme, limité par la surface S et dénommé prisme de plus grande
poussée, était seul a agir contre la paroi.

Il y a licu toutefois de remarquer que Boussinesq admet implici-
tement ['état ébouleux réalisé partout a la fois dans le massif, alors
que la traduction de Phypothése de Coulomb ne demande la réali-
sation instantanée de cet état ¢bouleux que dans le prisme de
poussée lui-méme. Mais en fait, au dela de la surface S vers le gros
du massif, effet de la poussée sur 'élat ¢houleux au voisinage du
mur décroit rapidement pour devenir Lrés vite insensible; et I'état
ébouleux, s’il existe dans cette région, intervient de moins en
moins, car I'état pulvérulent du massif y suffit de plus en plus pour
y maintenir les molécules en équilibre, de sorte que la théorie nou-
velle ne demande en fait, pour employer une locution (e Bous-
sinesq, la réalisation instantanée de I'état ébouleux que dans le
prisme de plus grande poussée et un peu au dela.

3. Coulomb, pour tirer parti de son intéressante conception du
prisme de plus grande poussée envisage a priori une forme plane
de la surface de rupture. Mais il prévoit ('), en méme temps, qu’il
n’obtient ainsi qu'une approximation par défaut de la poussée, ce
qui la rend difficile en principe a retenir pour la pratique puisque
son approximation, ou plutét le sens de celle-ci, n’est pas dans le
sens de la sécurité.

Or I'hypothése d'une rupture plane est loin d'étre évidente
a priori. Bien plus la théorie nouvelle permet d’établir que, si
Pangle @ de frottement intérieur prend une valeur constante dans
le gros du massif, c'est-a-dire dans la portion de celui-ci comprise
entre la surface libre et le plan de Maurice Lévy, il a au contraire
—- I'¢état d'équilibre étant toujours I'équilibre-limite du massif
homogéne d’angle ¢ -— une valeur variable dans la partie du
massif située entre ce plan particulier et le mur.

De sorte que si la surface de rupture S peut, entre le plan de
Maurice Lévy et la surface libre, étre plane, il y a forte présomp-
tion qu’elle ne le soit plus entre ce plan particulier et le mur.

D’autre part, dans 'hypothése de Coulomb d’un plan de rup-
ture, les lignes de glissement-émanées d’un point du massif ne font

(') Savants etrangers de l'Ac. Sc. Paris, t. VII, 1773, p. 359.
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pas entre elles, tout au moins dans le voisinage du mur,
n . . , ..
Pangle - — ¢ qu’assigne la théoric de la répartition plane des pres-
sions. En particulier, le long de la paroi ou I'écart est le plus grand,

celles-ct sont inclinées I'une sur 'autre d’un angle i ~—§ moitié de
I'angle théorique. Au méme point, les lignes de rupture, dans la
théorie nouvelle, se coupent sous un angle g — @ trés voisin de
] . \ . .. ‘ . N
> -= 9 puisque I'angle alors variable ® voisin et supérieur 2 ¢ ne le
dépasse pas de plus de 53° pour les valemrs usuelles de Pargument.
Ces diverses réflexions sembleraient donc inciter a regarder a
premiére vue, pour Phypothése commune de base de I'état ¢bon-
leux retenue, les résultats de la théorie nouvelle comme plus com-
plets, et vraisemblablement plus proches de la réalité que ceux de
Coulomb.

4. Boussinesq a recherché I'équation du profil de la surface S (*)
mais seulement dans un cas particulier en considérant un mode
d’équilibre-limite acceptant des formules approchées des pressions,
telles en particulier que le rapport de N, a N, soit constant et

T N :
dgal a e¥ = 1g” <~ - ;)- i1 s’est borné, de plus, au cas du seul talus

4

4
horizontal. Il suppose enfin que Ia quantité e est toujours petite
devant l'unité, ce qui, du reste, ne semble pas étre bien légi-

time, car ceci revient a n’admettre pour ¢ que des valeurs voisines
de -~ Or la pratique enseigne que Pangle de terre coulante des

masses pulvéralentes non cohérentes ne saurait dépasser 45 a Ho.

Je veux ici reprendre la question sous un jour plus géncéral. Je
considére les expressions exactes des pressions. Fenvisage la sur-
face libre & surface inclinée; je laisse angle ¢ susceptible de
prendre toutes les valeurs, et seulement celles que la pratique lui
assigne, soit entre i8” et Ho' environ.

Je rappelle aussi que la ponssée, dans la theorie nouvelle, vau:
moyenne arithinélique de deux approximations, da reste voisines,
Pune par défaut, Vautre pac eaecs, correspondant respectivesment a
devx masafs hétdrogénes quant i Pangle de frottement iniérievr

(') Ann. Ec. Normale, 1918,
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dont les poussées sur la paroi sont alors plus faibles et plus fortes
que celle du massif homogéne considéré. L’angle de frottement
intérieur du second massif correspondant a I'approximation par
excés, constant dans le gros du massif, est inférieur a 'angle ¢ de
terre coulante du massif homogéne sans que I'écart dépasse du
reste 2°. Variable en deca du plan de Maurice Lévy, il atteint cette
valeur ¢ contre la paroi. L’angle sur le mur de frottement extérieur
est ¢,. Le premier massif, qui fournit Papproximation par défaut a
méme valeur ¢ de I'angle de terre coulante du massif homogeéne,
pour I'angle de frottement intérieur de sa partie principale qui
atteint contre le wmur une valeur ® dépassant de 5" environ ¢ et
pour son angle de frottement extérieur.

I1 est clair qu’a chacun de ces massifs hétérogénes correspo:drait,
issue du pied du mur, une ligne de rupture définissant le prisme
de poussée correspondant. Il va de soi que ces lignes voisines I'une
de I'autre sont d’allure identique. Je me bornerai donc a I'étude de
I'une d’elles, celle qui correspond a P'approximation par défaut,
pour laquelle les calculs se présentent d’'une maniére plus simple.

I1. — Equation différentielle des lignes de rupture
dans la théorie nouvelle.

5. Le probléme traité est plan. La ligne de plus grande pente de
la surface libre, inclinée d'un angle w sur I’horizon est prise comme
axe des y; la perpendiculaire a cette direction en son point de ren-
contre O avec le profil du mur supposé vertical est prise comme
axe des .z, le sens des &z croissant étant dirigé vers le bas.

L’équation différentielle du profil de rupture s’écrit de suite

(2) % = —tanga,

ou a représente 'angle que fait avec O« la trace du plan tangent
en M a la surface de rupture. Or d’aprés les propriétés connues
de la répartition plane des pressions en ce point M, I'élément

ot x 9 . .
chargé fait angle 7 avec la ligne de rupture, ou mieux avec la

trace du plan tangent en M a la surface; de sorte que si § repré-
sente I'angle polaire correspondant au rayon OM, on aura en gran-



deur et en signe, 9' désignant I'angle de frottement intérieur

d’ou

(3) %=

L’angle de frottement intérieur ¢’ variable dans la partie du
massif située entre le mur et le plan Lévy, et qui, au dela de ce
plan et jusqu’a la surface libre, devient é¢gal a 'angle conslant ¢ de
terre coulante, est relié du reste a celui-ci par I'expression (1) ot
Pon fait ® égal a ¢, qui exprime, somme toute, que I'état ébouleux
se produit non seulement dans le gros du massif, mais encore dans
la partie située entre le plan Lévy et le mur. Elle peut se mettre
sous la forme

) ’ sin?¢’ = sin?¢ (1 + B?)
avec

tang 0, — tang 0

B = A + tang0tange’

ou 8, représente la valeur particuliére de I'angle 6 correspondant au
plan Lévy, et ou A vaut
= m — tang¢ tangf,

la valeur de ¢ obtenue par la considération de glissement contre le
mur étant

cos (08— 8) sinpy,—sing cos(p — 3+ 238)

C = — < T .
sindcosl, tange[sing;—+ sin(28 —p1)]

@1 y désigne I'angle de frottement contre le mur, et d vaut, puisque
le mur est ici vertical, la grandeur de I'inclinaison du plan Lévy sur
la verticale, soit

S -l-(m—nrcsin'fnu)= o+ w (1)
2t 3 sing

Je supposerai que I'angle ¢, de frottement extérieur est égal a

(') Voir pour toutes ces formules : Boussingsq, C. R. Ac. Sc,, 1917.
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I'angle ¢, de sorte que 'expression de A se simplifie, et devient
aprés des réductions faciles

A =1+ langw(tangy —tang0,).

qui montre que pour une surface libre horizontale, A vaut alors
Punité.

La relation (4), écrite pour les tangentes, deviendra alors, si 'on
y remplace B par sa valeur, ou 'on pose d’autre part tang = ¢
avec tangf, = a, puis développant

t2(1+ tang29) + 2¢( A tangs —a) + A2+ @2
(A + atangs)[2ftango +~ A — tange '

(%) tahg2 9’ = tang?¢

tang?o F,
= e———————— ==y
A + atangs Fy

F, et I, désignant respectivement des polynomes du second et du
premier degré en ¢. A et a résultant des données w et ¢. La dérivée
en t, dont on met facilement en évidence que le signe est celui du
produit (¢ — a) (A + ttangg), est, dans le champ du probleme,
toujours négative, puisque alors le facteur (¢ -— @) I'est sans cesse,
pendant que l'expression (A + ftange) reste positive, dont une
plus petite valeur 1 — tangw tang8, l'est encore lorsqu’on y rem-

Tenrs N ! : H i ?
place w et§, par leurs plus grandes valeurs respectives ¢ et i

L’angle ¢’ varie donc en sens inverse de ¢, c¢'est-a-dire de 6. Sa
plus faible valeur vaut ¢ sur le plan Lévy: il croit sans cesse a
mesure que le plan d’angle polaire § se rapproche du mur, ou il
atteint sa plus grande valeur ® donnée par la relation

sing
6 sin = ——— Y,
(6) ) : cos(0y+ w)
Je remplace alors dans 'équation (2), tang « par sa valeur en
p q (2 ), gax p
fonction de tango’, puis de tangf = ¢. et j'obtiens en fonction du
g0, p g J
paramétre auxiaive ¢ les équations du profil de rupture, soit,
d’une part, y = tz, et, d’autre part, 'équation différentielle

dt 1+ 2

(7) TTdr = T+ tangy’
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que l'on peut écrire, aprés quelques réductions faciles. variables
séparées,

dr _ tdt + tangs ) F, . dt .

x 1412 VA +atangs (F F, 1+

(8) -

6. Dans le gros du massif, c’est-a-dire entre le plan Lévy et la
surface libre, I'angle de frottement intérieur ¢' est constant et égal
a Pangle ¢ de terre coulante. La relation (5) entre tang¢’ et tango
oblige donc a prendre pour valeur du paramétre ¢ une valeur
constante, soit @ = tangf,. C’est, du reste la un résultat connu :
on sait. en effet, que sur le plan Lévy 'angle polaire § prend la
valeur particuliére 6,, et qu’au dela de ce plan particulier et vers
la surface libre, 'inclinaison aigué toujours négative y sur I'axe Ox
de I'élément le plus chargé est alors constante et donnce par la
plus petite en valeur absolue des deux solutions aigués négatives
de I'équation

(9) sinw + sin(2) + w)sing = o.
Cette valeur de y étant lice a 6, par la relation

(10) 0p = %—

et les droites d’égale inclinaison étant alors des droites paralléles.
Dans ce cas, c¢’est-a-dircé pour le gros du massif, 'équation diffé-
renticlle du profil de rupture se met de suite sous la forme

dy 1

dr ~  tang(bo+¢9)
ce qui fournit, en intégrant, puisque le second membre est cons-

tant, la droite

(1) . z - TyC08%
( y= tang(0,+ 9)  cosBysin(fp+ 9)

comme profil de rupture, .z, désighant Pabscisse du point ou cette
droite coupe la trace du plan Lévy.

7. Mais, dans la partie du massif, située en dec¢a du plan Lévy
et contre le mur, la on par suite de la considération d’un massif
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théorique hétérogéne quant a I'angle de frottement intérieur, subs-
titu¢ au massif homogéne réel, 'angle de frottement intérieur ¢’
doit étre regardé comme variable, I'intégration est loin d’étre aussi
simple. Elle reléve, puisqu’un polynome du troisiéme degré se
trouve sous radical, des fonctions elliptiques. Faisons donc subir
quelques transformations a cette écriture afin de la mettre sous

forme réduite. Le changement de variable t:é permet tout

d’abord de transformer le polynome du -troisiéme degré ¢n un
' dt

VF, F,

s’éerit

polynome du quatriéme degré. Le facteur différentiel

alors
dv
Vo[(A—atango)e +2tango][(A2+a?) ot —20(Atang e —a)+1+ nng=<p]’

ou l'on peut n’avoir sous le radical que des termes de degré pair.
Il existe en effet entre les quatre racines de ce polynome en ¢ une
relation d’involution

Lz'x"+ M(z'+ z") + N =o,

2tange
A —atange
d’autre part, les deux racines imaginaires conjuguées du trinome
en ¢*. On aura donc les deux écritures

par exemple entre les racines o et — d’une part, et

2 tan
_atangy o N
A —atangyp
1+ tang?y oM Atango —a

LR anRty  ,m2anse—a
A a A+ a®

+N=O,

et comme |'on peut toujours par exemple prendre M égal a I'unité,

on en déduit

. 2tange
N= A —atangg’
L — 2Aa
‘T A _atangy

Les points doubles de I'involution sont alors racines de I’équa-
tion

)



qui donne

X" —— tangQ.

X'= A

et

Q=

De sorte que le changement de variable

o, lange o
z = -+A—’ c’est-a-dire = Az +ﬂl—l—§j1
o1 Aa(z—1)
a

conduira au résultat cherché. Et le facteur différentiel en ¢ s’écrira

dsz

b
A\/A+atangq \/ _a? tlng’cp)(z N :_Z)

ou en posant 3 = (;t:—:f:, étant donnée la réalité des racines du
trinome en 3? sous le radical
€os ay

\7A + atange Vl—cosﬁpsin’qa.

Si donc je fais subir les mémes changements de variable au fac-

teur —2_ de P’élément différentiel considéré, j'obtiens, pour le
1+ 23

dernier terme du second membre de 1’équation différentielle (8),
Pécriture
- cos*{ + tang?e .
sing (A + atangg) (a tangvp — A cosd)d+ tang? (1 + cos¢g)?
. dy .

X — .

Mais la fraction rationnelle ‘en cosy, si 'on multiplie ses deux
termes pour n’avoir au dénominateur que des puissances paires
du cosinus, par le facteur conjugué de son dénominateur, peut se
décomposer en deux fractions de méme dénominateur dont les
numérateurs ne contiendront respectivenent que des puissances
impaires ou des puissances paires du cosinus. La deuxiéme frac-
tion — puisque son dénominateur vaut le produit de deux facteurs
trinomes distincts en cos?*¢ — se décompose elle-méme en deux
fractions rationnelles; de sorte que, aprés quelques réductibns

)



(12) —
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isées. on obtient pour ¢éeriture de 'équation différentielle (8)

a
r/.l‘ ax sing (A +—atangs) day
g ATang i costs sl

2sing tangs(A + v langy)(tangs — A a)(cos?y + tangiq)

T (A tang®c)icostd

!

1 2cos?y[(A~+atange)*—(tangs — A a)2|tang? o + tangtc(a2--1)2

cosb Y

A - atangs)tang?s sing
( o g(, (P~
[ -tangro ot ’
1
. tang? g -
-3 ..
cos2y — 2 tang:z — A« - I{A 5+ atango)]?
T (,!\"3 flang-;)"[ g7 \ o‘.’)’
ol
s

y'1—cos®z sin®d

(A—uatangv» d: g Sm;(P——-iQ)

AL -

—Aa—i(A -+ atangg)]?
Y

>

¢ désignant - 1. on g oest relié ac¢ par le changement de variable
précédemment indiqué. et ou Pet Q ont respectivement les valeurs

I o s 5 e . .
> “;M\L?”“'? — Na @ (A2a-tang?e (A2 - tangly -— at—11 ]

T —at—1)

V 1-—cos2psin?

L.
—a@*—0][(tangs —A a)? —{A Mf_v'-ﬂ"g?ﬂz\:

Aai A atangz)

~l4tang s — x\a:'—‘ - \

Sous ectte forme réduite (12 on voit que dans le second membre
o premier terme .«'nm"gw de sutie. ot que Fon obtient ausei par

guadrature Vintégrale dotroisiome en posant sind == 2 pnisgue la

fonction sous e signe [wrai? alors rativnnelie en § ot eu radicuuy
dn second degeé romportani la variable seulement au second
degré. Liimtégration du second terme mtroduit, d'antre part.
Fintégrale elliptique de premicre espece. et les deux derniers

termes. des imtégrales elliptiques de troisieme espéce & parametre
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imaginaire, ramenables chacune, comme l'on sait, a deux inté-
grales de troisiéme espéce a paramétres réels, qui se réduisent au
total a deux seulement ici, les termes en Q s’évanouissant dans la
réduction. Je ne poursuivrai pas, du reste, ce développement et je
remarque simplement que des tables n’existant pas de ces der-
niéres transcendantes, par suite du paramétre supplémentaire,
I'intégrale de I’équation différentielle ne pourrait étre poursuivie
que dans chaque cas particulier, c’est-a-dire pour chaque valeur
connue du couple des arguments w et g.

III. — Etude des courbes intégrales.

8. Je laisse donc de coté lintégration de I'équation différen-
tielle, et étudierai directement sur celle-ci les propriétés des
courbes intégrales représentant les profils de rupture recherchés.

Jétudie d’abord la concacité de ces courbes. Celle-ci sera
indiquée par le signe de

dry 1 da
dz® ~  cosla dz
Or
da da dt

dz = & da’
et la relation (7) montre que ‘% est négatif, puisque dans le champ
du probléme, = est toujours positif, et que ¢’ étant supérieur a ¢,
tang ¢’ + ¢ dont la plus faible valeur serait tang ¢’ — tang w est tou-
jours positif. La concavité, %% étant tiré de la relation (5) dérivée
en ¢, est donc indiquée par le signe de
a8+ %)
T

_ sin2¢ _
=—1+ Sinagy tange( A + atangy)

(13) (1+t=)dz‘: =
(a—1t)(1+ 1)

(A + tlangq;)l"

que je dis étre toujours négatif.
On a déja vu précédemment que le binome 1 — tangw tangé,
est, dans le champ du probléme, toujours positif. I en résulte
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que, comme A, le binome A + ¢ tang¢ qui s’écrit

1— tangw tangf, - tang 3 (tangf + tangw)
est aussi positif.
. 17¢1 e, .

Le signe de 7 Sera «a Sortiori négatif si, remplacant dans le
n2%
n2¢’
valeur. jobtiens pour celui-ci un résultat négatif. Or si ¢ est infé-

dernier membre de (13) la fraction :: par une plus grande

. .= . sin2 g P e e,
rieur a ~» la fraction ™ reste inférieure a L'unité. D’autre part
' v

S22
lorsque ¢’ dépasse =, ce qui peul avoir lieu puisque ¢ qui lui est
]

inféricur peut parvenir a 50°, une plus grande valeur de la fraction
qui est alors supéricure a l'unité, vaudra, ® désignant la plus
grande valeur de ¢' (6) contre le mur

sinay €05 cos?(0y+ w)

sina® yeos2 (B, -+ w—sinc)

dont la dérivée en w. en désignant par A le radical positif

\/sin'-’m - sin?w. est du signe de la quantité

(). +—cosw)sin(¢ —w)— 4 sin3p -

toujours négative, puisque variant constamment en sens inverse
de w. elle vaut pour o nul,

(14) (sing 4+-1)sing — §sin*p

T [y - VT

— 261N = in=-
=—4sinz|sing
8 R

qui reste sans cesse négatif dans le domaine de variation de ¢. En
effet, la relation (6) permet de reconnaitre que le plus grand écart
entre ® et ¢ a lien pour w nul, et par suite que la plus petite valeur
. . S 1a R . 1+ /17
positive de sin ¢ correspondant a & égal a = vaut justement %7;
34 b
de sorte que. 9, étant de toute maniére inférieure a 50°, le dernier
.. . . .

facteur de (14) reste positif dés que @' ou ® est supérieur a i

sin2¢
sin2@

sin
in

Ce sera donc pour w nul que la fraction :

20 .
- ou mieux
29



— 167 —
prend sa plus grande valeur. Or la dérivée en ¢ de

cos cos (4 2 _I (1+sinp)?

= i
L . 2 3
\/005’(2 —;)—‘5"‘2? (%—ksin?)

est toujours positive. La fraction considérée sera donc la plus
grande pour la plus grande valeur de ¢, soit 50°. Le calcul donne
la valeur par excés 1,044.

Il suffit maintenant de montrer que le numérateur

(15) — (A +ttango ) +1,044tangp(A +atange)(a—1t)(1+ ¢2)

. d. . .
de la fraction représentant ﬁ reste négatif dans le domaine de
variation de ¢ et des arguments w et ¢. Il a pour dérivée au facteur
positif prés tang¢, le trinome du second degré en ¢

— 3¢2[tang?e + 1,044 (A + a tang9)]
—22[3A tangp —1,044a(A + atangp)] —[3A2+1,044A + atangs],

qui, ayant ses racines imaginaires, est toujours du signe de son
premier terme, c’est-a-dire négatif. Le numérateur (13) varie donc
en sens inverse de ¢. Or le résultat de la substitution & ¢ dans (15)
de sa plus petite valeur, soit (— tangw), qui s’écrit

_ (1— tangw tangf, )
cos*w[1+ tangw tang(w —+ 0y ) |

= f 1—1,044 tang ¢ tang(w —+ 0,)
[1-+ tang ¢ tang(w =+ 6y) ][1 + tangw tang(w + 6,)] |,

reste toujours négatif, puisque la parenthése, méme lorsqu’on y
remplace dans le dernier facteur du second terme tangw par tange
qui lui est supérieure, reste positive. En effet, d’une part, sa
dérivée en w est toujours positive, puisque utilisant les rela-
dtang(w + 90 .
————g—(g———"—) le produit
W
! > A= 0089, Lor suite, la parenthé ie d
o (8,5 @) +—; par suite, la pare se varie dans

le méme sens que w. D’autre part, 'expression de celle-ci, ou I'on

tions (g) et (10), on trouve pour valeur de

négatif
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fait w nul, soit

I—1,044 tang? lang(% — ;) [l+ tangg tang(% — 3)]’,

2

reste positive dans les limites de variations de ¢ : 18°<C ¢ << do".

Car dans ce domaine, le polynome du sixiéme degré en tangg

¥

o\6 2 2
(l—i—tang;) —a X 1,004 tang; [|»+~ 4 tangi2 +tang’3] )
2

qui n'est antre (ue le numérateur de 'expression précédente écrite
en langf. dont le dénominateur est toujours positif, reste positif.
I vaudrait 'unité pour ¢ nul, puis croit pour passer par un maxi-

s . .. 3 1 , .
mum d’environ 1.7 dans le voisinage de tang 2 = 7 pour décroitre,

en ayant encore la valeur positive 0,32 pour tangf— = - supérieure

52

a mng'—:’— = 0,4653.

dry
dx?

domaine étudié. Le profil cherché présente donc constamment sa

Ces développements montrent que reste négatif dans le

concavité tournée vers l'origine, jusqu’a la trace du plan Lévy, ou
le profil courbe devient, comme 'on sait, rectiligne.

9. 1l part évidemment un tel profil de tout point A a une dis-
tance ! quelconque sous 'origine O, comptée sur le parement du
mur, et tous ces profils sont homothétiques par rapport a O.

La tangente en A a son coefficient angulaire donné par la valeur

de
dy kg .
El.); =—tangx :——l.ang(—2 — 9 —0)
. - I L T _ y _
pour § = — w et ¢' = ®, soit — tang (5 <l>+w>. L’angle 8 tou

jours aigu, fait par celle-ci avec le profil vertical du mur vaut= — @,
2
sing ‘

()

varie, du reste, trés peu. Le calcul numérique montre que I'écart
de ses valeurs extrémes est seulement de 5° environ.

A T .
et croit constamment avec » de ~ —arcsin

aZ—q. 1l
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10. Un autre point intéressant du profil est le point C’ ou la
courbe intégrale traverse la trace du plan Lévy. Il est caractérisé
par le fait qu’alors ¢ vaut a, ou tangf, tangf,; ou encore par la

valeur particuliére ; de ¢. La tangente en C’ est de coefficient

angulaive
tang T 0 ——__.___.._1__
- "(2—”?— ")_ tang(g + 0,)’

qui n’est autre que celui (11) des lignes de rupture dans le gros du
massif. Elle fait avec le parement vertical du mur 'angle

us
M= = e— —m—()(.
2 ¢

qui varie dans le méme sens que w, et dont les valeurs extrémes
N ke Q T . .
pour » nul et égal a ¢ sont - -—— = et = — ¢. La variation des
3 2 2 .

angles y qui oscillent du simple au double est donc plus large que
celle des angles 8.

Les différences B — y = — ® + ¢ + w + 6, ont une dérivée en
qui s’écrit :
[1—tang(8+ w) |ang<§](u —+ %),
ou le crochet, fonction croissante avec w puisque 6o+ w et @ et
par suite leurs tangentes trigonométriques, car il s'agit d’angles
aigus positifs, diminuent quand w augmente, est toujours positif
puisqu'il 'est pour w nul, comme il est aisé de le vérifier. Le fac-

teur 1 + % qui, étant égal a 1+ %, se calcule aisément en par-

— . . :
tant de (9) et vaut — i fis-‘-';—— est, d’autre part, toujours négatif.

. Il en résulte que les différences positives B —y décroissent pour
w croissant; elles prennent, du reste, une valeur nulle pour w = o.

11. 11 suit, de ce dernier résultat, le profil de rupture émané
de A ayant sa concavité tournée vers Porigine, et la tangente en A
étant plus inclinée sur la verticale que la tangente au point C/ de
passage du profil sur le plan Lévy, que ce point C’ d’abscisse x, se
trouve toujours situé par rapport a 'origine au-dessous du point C
qui désignerait l'intersection toujours avec la trace du plan Lévy de

LX. 12
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la paralléle a la droite de glissement du gros du massif émanée du
méme point A. La différence CC’ décroit du reste avec w croissant
* pour devenir nulle lorsque w vaut ¢.

L’on peut aussi remarquer que la grandeur de I'angle des deux
tangentes extrémes en A et C/ sous lequel on voit le profil, supplé-
mentaire de 3 — y, donne une idée de la courbure moyenne du
profil, qui croit constamment avec w pour devenir infinie lorsque w

vaut ¢ : la partie conrbe du profil s’¢vanouit alors.

12. A défaut d’obtenir sous forme finie I’équation du profil, on
pourrait, ayant les tangentes en A et C', le construire prati-
quement, si 'on connaissait la position exacte de C’, c’est-a-dire
puisqu’il se trouve sur la trace du plan Lévy d’angle pola re 0,,
sonm abscisse .x,. La valeur de celle-ci, ou plutét de son logarithme,
s’obtient, la constante d’intégration étant déterminée par la condi-
tion que le profil passe par A, par I'intégration du second membre
de I'équation différentielle (12) on I'on remplacerait les limites

. . ' . T
supérieures variables des intégrales par les valeurs a ou 5 respec-

tivement relatives aux variablies ¢ et ¢ sous le signe f

On sait, en effet, que toute fonction elliptique de troisiéme
espéce a paramétre imaginaire est réductible a deux fonctions de
la méme espéce dont les paramétres sont réels, et que la fonction
compléte de troisieme espéce a paramétre réel peut toujours
s'exprimer par des fonctions de premiére et de deuxiéme espéce.
En fait, I'ensemble des deux intégrales de troisiéme espéce a para-
métre imaginaire de I'équation (12) se réduisent a un coefficient
constant et réel preés, a la seule intégrale, ou le dénomina-
teur est le produit de deux facteurs imaginaires conjugués
1+ sin?{P(cosh + rsinf), 1+ sin*P(cosd — isinf):

m - nsin Y dy
1--2bcostsin?y + Asintd /T cosro sint §

qui peut s'exprimer au moyen de deux intégrales elliptiques
de troisiéme espéce a paramétre réel. 'un étant de la forme
sin%s

— cos*g sin?p, l'autre de la forme — 1
' ® Py 1 + cos?o
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La valeur de l'intégrale compléte s’explicitera en fonction des
intégrales complétes de premiére et de deuxiéme espéce et

d’intégrales de premiére et de deuxiéme espéce : g(cos?,p)

et r ! avec
E (cos ¢’ 7)

sinp =— h + y1+ 2k cost — A2,

sint
coss = 2/ cos2o ’
cosp

b
= 0539 ( b2 - 2.c0833 b COST—+ COSE )

Mais les expressions de b et de = dont il faut partir et qui sont
données en fonction de » et de ¢ sont trop complexes pour per-
mettre d’expliciter, sous forme générale tout au moins, les résul-
tats précédents. D’autre part, la limite inférieure des intégrales
fixée pour la détermination de la constante d’intégration par la
condition, pour le profil, de passer par A, introduit des intégrales
de troisiéme espéce non complétes. De sorte que ce ne sera encore
que dans chaque cas particulier des valeurs w et ¢ que b et 7, étant
numériquement connus, 'on pourra calculer z,.

13. Toutefois, je signale le cas remarquable par sa simplicité et
son utilisation pratique, ou le talus naturel est horizontal (w = o)
et langle de frottement intérieur égal a 30°, valeur trés voisine de
I'angle de terre coulante’ des sables le plus habituellement
employés. Le coefficient A vaut alors I'unité, et I'angle 6, vaut
lui-méme 30°. Les facteurs Aa — tangg et A? + a® — tang?¢ — 1
étant alors nuls, I'équation différentielle (12), ou les intégrales
elliptiques de troisiéme espéce, puisque P et Q y deviennent nuls,
s’évanouissent alors, prend la forme

_dx _ tdt dy

I
x 123 2 3 .
. 1— —sin*d
4

et donne, intégrée entre les limites extrémes du champ, c’est-

a-dire entre le mur et le plan Lévy, soient / et z, pour z; o et —=

73
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n I
pourt; et - et arc cosy pour $:

U

1 ) 1
[—L-”].L‘,: :[L(l—‘r— 12\]1*1) ——-“(*—*——___‘;_____)
vio ‘/l——sin'lq;
arc cos 4
d’ou lon tire aisément
£ = 0,626/,

14. L’abscisse du point correspondant de la droite de glis-
sement du prisme rectiligne de plus grande poussée, dont la
poussée ferait, ainsi que d’orvdinaire, 'angle ¢ avec la normale a la
paroi, vaudrait 0. 554 ; celle relative encore au prisme de Coulomb,
mais avec son hypothése de frottement nul contre le' mur . serait
- égale a 0,5001. Ce serait aussi la valeur de I'abscisse ., daas U'ap-
proximation qui consisteratt a prendre, pour un prisme homogéne
de poussée, comme ligne de rupture la paralléle menée par le pied
du mur a la droite de glissement, dans la théorie nouvelle, du gros
massif au dela du plan Lévy et vers la surface libre, qui, en géné-
ral, n’est du reste pas paralléle a la droite de ruvture de Cou-
lomb. L’intérét de cette solution approchée réside principale-
ment dans le fait que la droite de glissement ainsi définie peut
étre obtenue (') géoméiriquement de facon trés simple.

(') Ed. CaLLanDrEAU, Comptes rendus, juin 1931.



