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SUR LES THÉORIES COMPARÉES DE POUSSÉES DES TERRES
DE COULOMB ET DE BOUSSINESQ;

PAB M. Edouard CALLANDREAU.

J^ai donné, dans un précédent travail ( j ) , en partant des idées
de Boussinesq d^une mécanique des semi-fluides^ les coefficients
de poussée, qui, tout au moins, pour les hypothèses retenues,
semblent les meilleurs. Mais la difficulté analytique et la com-
plexité des calculs pour arriver aux résultats numériques sont con-
sidérables, surtout comparées à la simplicité de la solution, appro-
chée il est vrai, proposée par Coulomb par la considération du
prisme hypothétique de plus grande poussée. Le présent travail a
pour objet Pétude comparative des méthodes de Coulomb et de
Boussinesq, et l'examen critique de F hypothèse du prisme de
poussée. Y y recherche aussi le profil des surfaces de rupture de la
théorie nouvelle-

Afin d^éviter des développements inutiles, j^ai dû utiliser comme
acquis certains résultats de mon travail précité. .Ty renvoie, au
besoin, pour le détail. On y trouvera, en particulier au début, un
examen critique des hypothèses qui servent de base à la théorie de
la poussée des terres, et qui ne constituent pas la partie la moins
curieuse de la question; et aussi un index bibliographique assez
complet de la littérature des masses pulvérulentes.

I. — La méthode de Coulomb et la théorie de BouBsinesq.
Examen critique de l'hypothèse du prisme de poussée.

1. Lorsque Boussinesq eut donné, pour la première fois, les
bases mathématiques de la théorie des corps semi-fluides (2) , et en

(* ) Thèse.
( 2 ) BOUSSINESQ, Recueil des savants étrangers de F Académie Royale de Bel-

gique, t. XL, 1876.
LX. il
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indiqua Inapplication aux matières pulvérulentes, au problème de
la poussée des terres en particulier, divers auteurs et non des
moindres crurent voir une antinomie, sinon un désaccord complet
entre la théorie nouvelle, et l'ancienne théorie de Coulomb basée,
comme l'on sait, sur Inexistence hypothét ique d'un prisme de plus
grande poussée. Ces auteurs ( ' ) ont alors même rejeté la légitimité
de rhvpothêse d'existence de ce prisme, et ont conseillé l'abandon
de ce procédé, malgré sa simplici té et sa rapidité d'emploi dans la
pratique.

2. Or, soit le massif indéfini, derrière la paroi qui le retient,
susceptible de se renverser par rotation autour de l'arête horizon-
tale de base. Inapplication que l'on ferait à cette masse supposée
homogène de la théorie nouvelle, c'est-à-dire de la méthode de
Boussinesq, consisterait, en fait, à supposer implicitement, au
moment, ou, par suite d'un commencement de renversement du
mur, le massif serait prêt à s'ébouler, l^état ébouleux réalisé par-
tout en même temps dans le massif.

Les conditions ordinaires d'équilibre y seront partout vérifiées,
et aussi puisqu'il s'agit ici d'une distribution plane des pressions.
la relation (ou Nj., Ny, T désignent les trois composantes princi-
pales de pression relatives aux axes) :

•••-<•-^a^-
exprimant la grandeur du sinus de l'angle <ï>, fait en un point quel-
conque du massif avec la normale à l'élément plan qu'elle sollicite,
par la pression qui est la plus oblique à cet élément. La surface de
glissement ou de rup ture S, dont le profil issu du pied de la paroi
monte on s'en éloignant jusqu'à la surface libre, éprouve sur son
étendue des pressions inclinées par rapport à la normale de l'angle 4>
de frottement intérieur. Le même mode d'équilibre subsisterait
donc si le prisme de terre, situé au-dessus de la surface S, restait
seul pulvérulent, et s'éboulait en glissant contre la masse sous-
jacente supposée au contraire devenue solide. Il en résulterait une
poussée t? du prisme contre la paroi.

( l) RKSAL, Poussée des terres, p. V et i2.5 (Déranger, 1910).
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Considérons, avec Boussinesq, une autre surface S' de profil
issu du même point au pied de la paroi, menée dans le massif
jusque la surface libre. Elle éprouvera sur son étendue des pres-
sions, qui, dans le mode d'équilibre considéré, font avec les nor-
males des angles <^', inférieurs ou au plus égaux à Pangle ^ maxi-
mum. Si la partie sous-jacente à la surface S' devenait alors solide
et soit telle que son angle de frottement contre la matière pulvéru-
lente soit justement <!>', le même mode d^équilibre subsisterait
encore dans la partie du massif au-dessus de S/ restée pulvérulente;
et la poussée du prisme pulvérulent contre la paroi serait encore
égale à ̂ .

Mais la partie, sous-jacente à S' possède en fait un angle de frot-
tement égal à ^, et par conséquent supérieur à <!>', ce qui a pour
conséquence d'augmenter la grandeur de la réaction du prisme sur
cette partie •sous-jacente et par conséquent de diminuer, puisque
leur somme géométrique doit équilibrer le poids du prisme situé
au-dessus de S7, la poussée-limite sur le mur.

La poussée la plus grande sur la paroi émane donc du prisme
pulvérulent correspondant à la surface de rupture ^. L^hypothèse
de Coulomb du prisme de plus grande poussée se trouve donc jus-
tifiée, si Pon admet Phypothèse qui sert de base à la théorie nou-
velle, à savoir F établissement instantané de Pétât ébouleux dans le
prisme susceptible de se détacher.

Coulomb, d^autre part, en formulant Phypothèse du prisme de
poussée, admet par là même Inexistence de deux plans de rupture,
Pun en fait le long de la paroi, Pautre qui partant du pied de celle-
ci s^en éloigne en montant jusque la surface libre. Il admet même
implicitement Inexistence des plans de glissement à toute hauteur
au-dessus de celui-ci, pour déterminer la position du centre de
poussée. Et cette hypothèse n^est en somme pas autre que celle de
Pétât ébouleux partout réalisé en même temps dans le prisme de
poussée ; de telle sorte que Phypothèse du prisme de poussée de
Coulomb comporte en fait Inexistence de P état ébouleux deBous-
sinesq. Il n^y a donc pas de désaccord, mais bien accord entre
inancien point de vue de Coulomb et la théorie nouvelle de Bous-
sinesq à la seule condition dUadmettre dans le prisme de poussée
P établissement réalisé partout à la fois en même temps de inétat
ébouleux. Et Pon peut dire alors que tout se passe comme si le
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prisme, limité par la surface S et dénommé prisme de plus grande
poussée, était seul à agir contre la paroi.

11 y a lieu toutefois de remarquer que Bous.sinesq admet implici-
tement l'état ébouleux réalisé partout à la fois dans le massif, alors
que la traduction de l'hypothèse de Coulomb ne demande la réali-
sation instantanée de cet état ébouleux que dans le prisme de
poussée lui-même. Mais en fait , au delà de la surface S vers le gros
du massif, l'effet de la poussée sur l'état ébouleux au voisinage du
mur décroît rapidement pour devenir très vite insensible; et Fêtât
ébouleux, s5 il existe dans cette région, intervient de moins en
moins, car Pétât pulvérulent du massif y suffit de plus en plus pour
y maintenir les molécules en équilibre, de sorte que la théorie nou-
velle ne demande en fait, pour employer une locution ( e Bous-
sinesq, la réalisation instantanée de l'état ébouleux que dans le
prisme de plus grande poussée et un peu au delà.

3. Coulomb, pour tirer parti de son intéressante conception du
prisme de plus grande poussée envisage a priori une forme plane
de la surface de rupture. Mais il prévoit ( ' ), en même temps, qu'il
n^obtient ainsi qu'une approximation par défaut de la poussée, ce
qui la rend difficile en principe à retenir pour la pratique puisque
son approximation, ou plutôt le sens de celle-ci, n'est pas dans le
sens de la sécurité.

Or 1 hypothèse d'une rupture plane est loin d'être évidente
a priori. Bien plus la théorie nouvelle permet d'établir que, si
l'angle ^ de frottement intérieur prend une valeur constante dans
le gros du massif, c'est-à-dire dans la portion de colui-ci comprise
entre la surface libre et le plan de Maurice Lévy, il a au contraire
—- l'état d'équilibre étant toujours l'équilibre-limite du massif
homogène d'angle 9 — une valeur variable dans la partie du
massif située entre ce plan particulier et le mur.

De sorte que si la surface de rupture S peut, entre le plan de
Maurice Lévv et la surface libre, être plane, il y a forte présomp-
tion qu'elle ne le soit plus entre ce plan particulier et le mur.

D'autre part, dans l'hypothèse de Coulomb d'un plan de rup-
ture, les lignes de glissement émanées d'un point du massif ne font

l) Savants étrangers de l'Ac.Sc. Paris^ t. VII, 1773, p. 35^.
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pas entre elles, tout au moins dans le voisinage du mur,
l'angle - — 9 qu'assigne la théorie de la répartition plane des pres-
sions. En particulier, le long de la paroi où l'écart est le plus grand,
celles-ci sont inclinées l'une sur l'autre d'un ane'le ^ — ' moitié de0 4 -2

l'angle théorique. Au même point, les lignes de rupture, dans la
théorie nouvelle, se coupent sous un angle - --- ̂  très voisin de

- - <p puisque l'angle alors variable^ voisin et supérieur à cp ne le
dépasse pas de plus de 5° pour les vaîems usuelles do l'argument.

Ce.^ diverses réHexions sembleraient donc inciter à regarder à
première vue. pour l'hypothèse commune de base de Pétai ôbou-
leux retenue, les résultats delà théorie nouvelle comme plus com-
plets, et vraisemblablement plus proches de la réalité que ceux de
Coulomb.

4. Boussinesq a recherché Inéquation du profil de la surface S (1)
mais seulement dans un cas particulier en considérant un mode
d'équilibre-limite acceptant des formules approchées des pressions,
telles en par t icul ier que le rapport de Ny à N^ soit constant et

égal a e 1 =--= tg2 ( — — T )• il s^est borné, de plus, au cas du seul talus

horizontal. 11 suppose entin que la quantité e. est toujours petite
devant l'unité, ce qui, du reste, ne semble pas être bien légi-
time, car ceci revient à n'admettre pour <p que des valeurs voisines

de ^. Qr la pratique enseigne que Pangle de terre coulante des

masses pulvérulentes non cohérentes ne saurait dépasser 4•*> ) ^ ^o1'.
Je veux ici reprendre la question sous un jour plus général. Je

considère les expressions exactes des pressions. J'envisage bî sur-
face libre .< surface inclinée; je laisse l'angle 9 susceptible de
prendre loules les valeurs, et seulement celles que la pratique Im
assigne, soit entre i S 1 1 et ^o11 environ.

Je rappelle aussi que la poussée, daiis la thcoîie nouvelie, VSUK la
moyenne arithmétique de deux approximations, du reste voisines,
l'une par dôfaul, l'autre p;îr Cirés, correspondant respectivement a
deux. massît-. hétérogènes imant à l'angle de frottement ini'ôneur

( l) Ann. Éc. Normale, 1918.
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dont les poussées sur la paroi sont alors plus faibles et plus fortes
que celle du massif homogène considéré. L'angle de frottement
intérieur du second massif correspondant à l'approximation par
excès, constant dans le gros du massif, est inférieur à l'angle y de
terre coulante du massif homogène sans que l'écart dépasse du
reste 2°. Variable en deçà du plan de Maurice Lévy, il atteint cette
valeur cp contre la paroi. L'angle sur le mur de frottement extérieur
est (p i . Le premier massif, qui fournit l'approximation par défaut a
même valeur <p de l'angle de terre coulante du massif homogène,
pour l'angle de frottement intérieur de sa partie principale qui
atteint contre le mur une valeur <^ dépassant de 5° environ <p et
pour son angle de frottement extérieur.

II est clair qu'à chacun de ces massifs hétérogènes correspondrait,
issue du pied du mur, une ligne de rupture définissant le prisme
de poussée correspondant. Il va de soi que ces lignes voisines l'une
de l'autre sont d'allure identique. Je me bornerai donc à l'étude de
l'une d'elles, celle qui correspond à l'approximation par défaut,
pour laquelle les calculs se présentent d'une manière plus simple.

II. — Équation différentielle des lignes de rupture
dans la théorie nouvelle.

S. Le problème traité est plan. La ligne déplus grande pente de
la surface libre, inclinée d'un angle (o sur l'horizon est prise comme
axe des >'; la perpendiculaire à cette direction en son point de ren-
contre 0 avec le profil du mur supposé vertical est prise comme
axe des x. le sens des x croissant étant dirigé vers le bas.

L'équation différentielle du profil de rupture s'écrit de suite

W g==-tang«,

où a représente l'angle que fait avec Ox la trace du plan tangent
en M à la surface de rupture. Or d'après les propriétés connues
de la répartition plane des pressions en ce point M, l'élément

chargé fait l'angle ^ — y- avec la ligne de rupture, ou mieux avec la

trace du plan tangent en M à la surface; de sorte que si 0 repré-
sente l'angle polaire correspondant au rayon OM, on aura en gran-
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denr et en signe, 9' désignant l'angle de frottement intérieur

a-.-O^-^

d'où

(3) a= ï-î'-O.

L'angle de frottement intérieur cp' variable dans la partie du
massif située entre le mur et le plan Lévy, et qui, au delà de ce
plan et jusqu'à la surface libre, devient égal à l'angle constant (p de
terre coulante, est relié du reste à celui-ci par l'expression (i) où
l'on fait $ égal à 9', qui exprime, somme toute, que l'état ébouleux
se produit non seulement dans le gros du massif, mais encore dans
la partie située entre le plan Lévy et le mur. Elle peut se mettre
sous la forme

(4) sin2^^ sin^i-h B2)

avec
g ̂  tangOo—tangO

A-4-tangOiangy*

où Oo représente la valeur particulière de l'angle 9 correspondant au
plan Lévy, et où A vaut

^^-tangytangOo

la valeur de c obtenue par la considération de glissement contre le
mur étant

== ^^o—^) sin9i—siny cos(y — s, -r- ?.S)
~' sin8cos6o tangy[sin<pi-h âm(2S—9,)] '

9i y désigne l'angle de frottement contre le mur, et S vaut, puisque
le mur est ici vertical, la grandeur de l'inclinaison du plan Lévy sur
la verticale, soit

5 = '-—-+-(<x)—arc 8^""")= 60-4-(o (i).
4 2 2 \ SlD(p / /

Je supposerai que l'angle <p< de frottement extérieur est égal à

( l ) Voir pour toutes ces fonnulet :Bous8iNUQ, C. R. Ac. Se,, 1917.
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l'angle <p, de sorte que l'expression de A se simplifie, et devient
après des réductions faciles

A == i -4- l ang(o( lang î —- tangOo) ,

qui montre que pour une surface libre horizontale, A vaut alors
l'unité.

La relation (4), écrite pour les tangentes, deviendra alors, si l'on
y remplace B par sa valeur, où l'on pose d'autre part tango =t
avec tang0o== a, puis développant

( 5 ) tang2 ̂  = iang2 ç t^1 -+- ^"g"2?) •+• ^(A tang^ -^a) ̂  A--t- a-
(A. -4- atang^)|-2^tango -+- A — </ tangy 1 "

tan^2® Fa
A -+- a tan g s Fi )

F 2 et F^ désignant respectivement des polynômes du second et du
premier degré en (, A et a résultant des données w et <p. La dérivée
en ^ dont on met facilement en évidence que le signe est celui du
produit ( ^ — a ) ( A + < t a n g ( p ) , est, dans le champ du problême,
toujours négative, puisque alors le facteur (t — a) l'est sans cesse,
pendant que l'expression ( A + ^ t a n g < p ) reste positive, dont une
plus petite valeur i — tangos tang^ l'est encore lorsqu'on y rem-

place ûû et 0o par leurs plus grandes valeurs respectives 9 et 7r _ ? •

L'angle ^ ' varie donc en sens inverse de t, c'est-à-dire de Q. Sa
plus faible valeur vaut (p sur le plan Lévy: il croît sans cesse à
mesure que le plan d'angle polaire Ô se rapproche du mur, où il
atteint sa plus grande valeur ^ donnée par la relation

/ A \ • A sins/(6) sm<P =————i——.
cos(6o-t- io)

Je remplace alors dans l'équation (2) , tanga par sa valeur en
fonction de tang9',,puis de tango ===. t. et j'obtiens en fonction du
paramétre auxi-liaire t les équations du profil de rupture, soit,
d'une part, y -==. tx^ et, d^autre part, l'équation différentielle

, . dt \ -+- c-
(7) —.r—==——————,

dx t -i- tangy
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que l'on peut écrire, après quelques réductions faciles, variables
séparées,

dx _ tdt tahgs p\ dt
~~x~ i -+-^ -+- ^A -+ -a l angs ' \ TTFT i + ^ '

6. Dans le gros du massif, c'est-à-dire entre le plan Lévj et la
surface libre, l'angle de frottement intérieur <?' est constant et égal
à l'angle 9 de terre coulante. La relation (5) entre tang^' et tango
oblige donc à prendre pour valeur du paramètre £ une valeur
constante, soit a==tang0o. C'est, du reste là un résultat connu :
on sait, en effet, que sur le plan Lévy l'angle polaire Q prend la
valeur particulière 0o, et qu'au delà de ce plan particulier et vers
la surface libre, l'inclinaison aiguë toujours négative ̂  sur l'axe 0-f
de l'élément le plus chargé est alors constante et donnée par la
plus petite en valeur absolue des deux solutions aiguës négatives
de l'équation

(9) sinco -+- sin(2^ -t- œ) sinç == o.

Cette valeur de % étant liée à 0^ par la relation

(10) eo=^-|-+.^

et les droites d'égale inclinaison étant alors des droites parallèles.
Dans ce cas, c'est-à-dire^ pour le gros du massif, l'équation diffé-

rentielle du profil de rupture se met de suite sous la forme

dy _ i
dx tang(8o-+- ?/

ce qui fournit, en intégrant, puisque le second membre est cons-
tant, la droite
/ . _ x a-ocosîp
{ l l ) •r==~ tang(eo-+-^) "4" co?6osin(6o-h?) '

comme profil de rupture, x^ désignant l'abscisse du point ou cette
droite coupe la trace du plan Lévy.

7. Mais, dans la partie du massif, située en deçà du plan Lévy
et contre le mur, là où par suite de la considération d'un massif
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théorique hétérogène quant à langle de frottement intérieur, subs-
titué au massif homogène réel, l'angle de frottement intérieur ^ '
doit être regardé comme variable, F intégration est loin d'être aussi
simple. Elle relève, puisqu'un polynôme du troisième degré se
trouve sous radical, des fonctions elliptiques. Faisons donc subir
quelques transformations à cette écriture afin de la mettre sous

forme réduite. Le changement de variable t == - permet tout

d'abord de transformer le polynôme du troisième degré en un

polynôme du quatrième degré. Le facteur différentiel • s'écrit
V^i^s

alors
_____________________dv_______________
V/p[(A—atang9)p-»-'2 tang9]f(Aa-^-flE2)^»2—2^(Atang9—rtr)-t-i-»-tang2®]

où l'on peut n'avoir sous le radical que des termes de degré pair.
II existe en effet entre les quatre racines de ce polynôme en v une
relation d'invoîution

L.r'.rw-+-M(.y'-t-.ylr)-^-N = o,

par exemple entre les racines o et — ————~-— d'une part, etr A A — a t a n g î p r '
d'autre part, les deux racines imaginaires conjuguées du trinôme
en (/J. On aura donc les deux écritures

2 tangç
A — a tan g ;? M -+- N == o,

tan»2 s — A tane®—a _-———— — ^M — ^ ' ,— -4- N == o,
A2-^2 A^a2

et comme l'on peut toujours par exemple prendre M égal à Punité,
on en déduit

]S ̂  ^^g?
A — a tangç

_ îAa
A — a tangç

Les points doubles de l'involution sont alors racines de Inéqua-
tion

' î \ a 2tangy
— -r—————————X^îX-h -—————2-—— =0,A—atang9 A—atang^
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qui donne

X-=l et X'^-18"^.
a A

De sorte que le changement de variable

^ ̂  tangç
A , , ,. A 5 -h a tangçz = —————— ? c'est-à-dire ^ == —;—,———e- ?
i Art ( s — i )
a

conduira au résultat cherché. Et le facteur différentiel en c s'écrira

a dz
A y/A -h a tangç .//^ aUang'yW, ^ ^\

ou en posant ^ == a angy étant donnée la réalité des racines dur A cos ̂
trinôme en ^2 sous le radical

cos® d^
^X -+- a tang <p ^/i — cos2 9 sin1 ̂

Si donc je fais subir les mêmes changements de variable au fac-
v

teur —2-, de l'élément différentiel considéré, j'obtiens, pour le

dernier terme du second membre de l'équation différentielle (8),
l'écriture

,. . cos2^ -+- tang2 9smy(A^^t«ngy)^^^_^^^^^^^^,

d^
x

1\—cos^ysin^

Mais la fraction rationnelle 'en cos^, si l'on multiplie ses deux
termes pour n'avoir au dénominateur que des puissances paires
du cosinus, par le facteur conjugué de son dénominateur, peut se
décomposer en deux fractions de même dénominateur dont les
numérateurs ne contiendront respectivenent que des puissances
impaires ou des puissances paires du cosinus. La deuxième frac-
tion — puisque son dénominateur vaut le produit de deux facteurs
trinômes distincts en cos2^ — se décompose elle-même en deux
fractions rationnelles ; de sorte que, après quelques réductions
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aisées, on obtient pour écriture de l'équation différentielle (8)

/ . _ (lx_ —( ï ^f s in^( A — a tang:? ) d^
~^-\^7^ A^-tan^ç vT^œs^n^

__ _^^tan^(A+^tang9)(tan^ — Aa)(-cos2^-4- tan^y)
( ( A 2 — ta ng2 ^ " c o s ^ " ~ — — — — — — — — — — — — — — — — — — .
} •>cos<î^((A-;-^tangç)o—-(tang9—A^^|tangî9-+-tang^(a2^-I)2i

COS'^ 6/'̂

V/ï — cos^ s'in'2'^
(A — a lan^ï ; ) tang^ w s inç

( P - - / Q )

cos^~^A^-ta^fe^aIl^-A<y ^ (A^^tang.)F

^/'L

^/i — cos2 9 sin2 '^
(A -4- a lang^ » tan<^ ^ sin ^

x ———rA^-tan^————(P-<Q)

tan^s —————
cos--./— ̂  _ fan^'^ ^ t a n^ ? ~~ A a ~ ̂  A — ^ t a n g c p ) ] 2

„ _____=̂^====-—-\
s2 9 çiîi2"4/ jV' ï — cos2 9 çiiis ̂

i (Ic^i^nant ^ - ï . on •L est relié a t par le changement de variable
précédemment n i < l i ( } i i ( ' « . et où P et Q ont respectivement les valeurs

P --.- ^ | 4^ lani :ç — A<2 >' -- ( A Ï - - î ; i n ^ ç ^ ( A 2 -- tang^ —-^.--.n j .

i - A 2 - tans:2 9 ) ;̂  rt^ -r-1 ) ( A 2 -- ta n ̂ '2 ^ — a^ — i ) ,

Q __ l---rlA .̂̂ ;̂~:A^iL::̂ l:!lta^^^l~:/̂ ^ '
^ îan.;-^ — A<2 h A // laii^^ ) ~ -"" " " " " " " " " " " : ' "

So,3s cette fos'me réduite ( 1 : ^ ) on vo i t que dans ïe second membre
?e premier terme .s'mtcgre de sui te , et que î'on o!)tienî ^is^ par
' j n a d r a l u r o l ' H i l é ^ î - a i e dn î r o s s ^ é m e eîi posant sin'.? .:--- \ p u ^ q i î i ^ 1.)

ioîicî.ion ^ous le si^îse ^ serait a l o rh ralumneîle en; et 011 radicyui;

dn second desn1 eomporîanî la var iab le seniemem au second
degré. I. i n t é g r a t i o n du second lenne in t rodnh , d 'antre p a r f .
l ' intégrale e i l i |» t iquc de première espèce, et les deux derniers
termes, des in té^raies e l i iphques de t ro i s ième espèce à paramètre
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imaginaire, ramenables chacune, comme l'on sait, à deux inté-
grales de troisième espèce à paramètres réels, qui se réduisent au
total à deux seulement ici, les termes en Q s'évanouissant dans la
réduction. Je ne poursuivrai pas, du reste, ce développement et je
remarque simplement que des tables n'existant pas de ces der-
nières transcendantes, par suite du paramètre supplémentaire,
l'intégrale de l'équation différentielle ne pourrait être poursuivie
que dans chaque cas particulier, c'est-à-dire pour chaque valeur
connue du couple des arguments co et <p.

III. — Étude des courbes intégrales.

8. Je laisse donc de côté l'intégration de l'équation différen-
tielle, et étudierai directement sur celle-ci les propriétés des
courbes intégrales représentant les profils de rupture recherchés.

J'étudie d^abord la concavité de ces courbes. Celle-ci sera
indiquée par le signe de

d^y _ i dy.
dxi cos1» dx

Or
dv_ _ dv. dt_
dx ~ dt x ~dx9

dxet la relation (7) montre que -,- est négatif, puisque dans le champ

du problème, x est toujours positif, et que ^ étant supérieur à cp,
tang 9'-4- t dont la plus faible valeur serait tang 9'— tang G) est tou-

jours positif. La concavité, -L- étant tiré de la relation (5) dérivée

en t^ est donc indiquée par le signe de

w-1-^'-^
sin-29 , . , ( a — t ) ( i -h <2)== — i -(- ———-, fane 9 ( A -h a tang s ) —;——————— ?
sinay' 6 • • 6 1 / (A 4-<tangç)3

que je dis être toujours négatif.
On a déjà vu précédemment que le binôme i—tang co tang 0o

est, dans le champ du problème, toujours positif. Il en résulte
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que, comme A, le binôme A 4- t tang9 qui s'écrit

i — tangœ tang0o-+- tan^(tang6 -+- tangu))

est aussi positif.

Le signe de ^ sera a fortiori négatif si, remplaçant dans le

dernier membre de ( i3) la fraction sm2^, par une plus grande

valeur, j'obtiens pour celui-ci un résultat négatif. Or si 9' est infé-

rieur à ̂  la fraction ^-^ reste inférieure à l'unité. D'autre part

lorsque 9' dépasser» ce qui peut avoir lieu puisque 9 qui lui est

inférieur peut paru'nir à 5o°. une plus grande valeur de la fraction
qui est alors supérieure à l'unité, vaudra, ^ désignant la plus
grande valeur de 9' (6) contre le mur

sina^- __ cos;p cos'^Oo-i- (o)
sin2<jt ~ vcos^eo—œ—sin^

dont la dérivée en co. en désignant par \ le radical positif
^/sin-'dï - sin'-'ûi). est du signe de la quanti té

( A-L-cosio) sin(ç—(o ) — 4 si"3?

toujours négative, puisque variant constamment en sens inverse
de c»), elle vaut pour co nul,

(i4) (^in^ 4- i )s in^—^sin ' 1?

=-4.n4^-^][s,n,-^I]

qui reste sans cessi* négatif dans le domaine de variation de <p. En
eflet, la relation (6) permet de reconnaître que le plus grand écart
entre 0 et 9 a lieu pour û) nul^ el par suite que la plus petite valeur

positive de sin 9 correspondant à 0 égal à -^ vaut justement ' 4" T 7 ;
4 ' 8

de sorte que, 9. étant de toute manière inférieure à oo0, le dernier

facteur de ( i4) reste positif dès que 9' ou <P est supérieur à 3:.

Ce sera donc pour co nul que la fraction sln20 ou mieux sln2?
1 sin 20' >in 2^
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prend sa plus grande valeur. Or la dérivée en 9 de

cos 9 cos2 f ^ — - ) . - î___• \4 a/ _ i ( i -+-s ing} 2

vA08^-^-81^"'(;-.<
est toujours positive. La fraction considérée sera donc la plus
grande pour la plus grande valeur de <p, soit 5o°. Le calcul donne
la valeur par excès i ,o44*

ri suffit maintenant de montrer que le numérateur

(i5) — ( A + <tang9) 3 -+- l ,o44tang9(A-^-a tan^9)(a—ï)( i4- fi)

de la fraction représentant ,- reste négatif dans le domaine de

variation de t et des arguments &) et <p. Il a pour dérivée au facteur
positif près tang(p, le trinôme du second degré en t

—3< 2 [ tang î 9-+-I ,o44(A -+-atang9)]
— 2 < [ 3 A tang;p-—i,o44a(A +CTtang9)] —[3 A2-4-1,044 A + atang^],

qui, ayant ses racines imaginaires, est toujours du signe de son
premier terme, c^est-à-dire négatif. Le numérateur (i5) varie donc
en sens inverse de <• Or le résultat de la substitution à t dans (i5)
de sa plus petite valeur, soit (— tangû)), qui s'écrit

(i— tango» tangO»)3

cos3^! -+- tangœ tang((»ï -+- 6 ® ) j
x { i—i,o44tangytang(( i ) -+-6o)

[i -+• tang9 tang(cx) -ï- 6o)J[i •4- tangtu tang((o -+- 6o)1 p

reste toujours négatif, puisque la parenthèse, même lorsqu'on y
remplace dans le dernier facteur du second terme tang&) par tangy
qui lui est supérieure, reste positive. En effet, d'une part, sa
dérivée en co est toujours positive, puisque utilisant les rela-

tions (9) et (10), on trouve pour valeur de ———CL^———• le produit
, .,. i X—costo • i i ^ . ,négatif —ç.-.———. x ——,——; par suite, la parenthèse varie dans

le même sens que &>. D'autre part, l'expression de celle-ci, où l'on
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fait c») nul, soit

î — î , 0 4 4 tang 9 tang ^ 7 k — ^ ) i+ tango tang/^ — î^l2»

reste positive dans les limites de variations de <p : i8°<9<;)o".

Car dans ce domaine, le polynôme du sixième degré en tang7

/ î-4-tang ̂  y—a xi,004 tang ̂  î i r 4tang? -htangîîT,

qui n'est autre que le numérateur de l'expression précédente écrite

en tang^» dont le dénominateur est toujours positif, reste positif.

Il vaudrait l 'unité pour Q nul, puis croît pour passer par un maxi-

mum d'environ i ,7 dans le voisinage de tang ̂  == l pour décroître,

en ayant encore la valeur positive o,32 pour tang ? == I. supérieure-i 'î
'(O1*a tang— -= 0,46 53.

Ces développements montrent que d-y, reste négatif dans le

domaine étudié. Le profil cherché présente donc constamment sa
concavité tournée vers l'origine, jusqu'à la trace du plan Lévy, où
le profil courbe devient, comme l'on sait, rectiligne.

9. Il part évidemment un tel profil de tout point A à une dis-
tance / quelconque sous l'origine 0, comptée sur le parement du
mur, et tous ces profils sont homothétiques par rapport à 0.

La tangente en A a son coefficient angulaire donné par la valeur
de

^ ==- tango =-lang(^-^-o)

pour 0 == — &) et 9'== ̂ , soit — tang (^ — ̂  -+- ûjV L'angle (3 tou-

jours aigu, fait par celle-ci avec le profil vertical du mur vaut^—^,

et croît constamment avec co de 7Ç — arc sin——sln<!p à w _ © II
•î. 1 - K 0\ 2 )

^(ï-.;)
varie, du reste, très peu. Le calcul numérique montre que Pécari
de ses valeurs extrêmes est seulement de 5° environ.



10. Un autre point intéressant du profil est le point C où la
courbe intégrale traverse la trace du plan Lévy. Il est caractérisé
par le fait qu'alors t vaut a, ou tango, tango,»; ou encore par la

valeur particulière <1 de ^. La tangente en C' est de coefficient
angulaire

— tang ( - — œ — 6 < > ) = — ————————-,
° \ 2 t '/ l a n g C y - r - O o ) '

qui n'est autre que celui (i i ) des lignes de rupture dans le gros du
massif. Elle fait avec le parement vertical du mur Pangle

7 = ^ — < p — t o — Go

qui varie dans le même sens que &), et dont les valeurs extrêmes

pour w nul et égal à (p sont î — j et î — 9. La variation des

angles y qui oscillent du simple au double est donc plus large que
celle des angles {3.

Les différences (3— y =— ̂  + 9 + co + @o ont une dérivée en w
qui s^écrit

[i-tang(eo+to)iangWi^^),

où le crochet, fonction croissante avec &) puisque ôo4-&> et ^ et
par suite leurs tangentes trigônométriques, car il s'agit d^angles
aigus positifs, diminuent quand w augmente, est toujours positif
puisque! Pest pour ûû nul, comme il est aisé de le vérifier. Le fac-

teur i -h ̂  qui, étant égal à i -+- ̂  se calcule aisément en par-
» •

tant de (9) et vaut — -1 cos(l)""" est, d'autre part, toujours négatif.

Il en résulte que les différences positives (3 — y décroissent pour
co croissant; elles prennent, du reste, une valeur nulle pour (.)==<?.

H. Il suit, de ce dernier résultat, le profil de rupture émané
de A ayant sa concavité tournée vers Porigine, et la tangente en A
étant plus inclinée sur la verticale que la tangente au point C' de
passage du profil sur le plan Lévy, que ce point C' d'abscisse x^ se
trouve toujours situé par rapport à Porigine au-dessous du point C
qui désignerait Pintersection toujours avec la trace duplanLévyde

LX. 12
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la parallèle à la droite de glissement du gros du massif émanée du
même point A. La différence CC' décroît du reste avec u croissant
pour devenir nulle lorsque &> vaut 9.

L'on peut aussi remarquer que la grandeur de l'angle des deux
tangentes extrêmes en A et G' sous lequel on voit le profil, supplé-
mentaire de 3 — y, donne une idée de la courbure moyenne du
profil, qui croît constamment avec &) pour devenir infinie lorsque &>
vaut <p : la partie courbe du profil s'évanouit alors.

12. A défaut d'obtenir sous forme finie l'équation du profil, on
pourrait, ayant les tangentes en A et G', le construire prati-
quement, si l'on connaissait la position exacte de G', c'est-à-dire
puisqu'il se trouve sur la trace du plan Lévy d'angle pola re ôo»
son abscisse .^o. La valeur de celle-ci, ou plutôt de son logarithme,
s'obtient, la constante d'intégration étant déterminée par la condi-
tion que le profil passe par A, par l'intégration du second membre
de l'équation différentielle (12) où l'on remplacerait les limites

supérieures variables des intégrales par les valeurs a ou -» respec-

tivement relatives aux variables t et 4' sous le signe / .

On sait, eu effet, que toute fonction elliptique de troisième
espèce à paramètre inifiginaire est réductible à deux fonctions de
la même espèce dont les paramètres sont réels, et que la fonction
complète de troisième espèce à paramètre réel peut toujours
s'exprimer par des fonctions de première et de deuxième espèce.
En fait, l'ensemble des deux intégrales de troisième espèce à para-
mètre imaginaire de l'éqjnation ( i ^ ) se réduisent à un coefficient
constant et réel près, à la seule intégrale, où le dénomina-
teur est le produit de deux facteurs imaginaires conjugués
i -+- sin-'^cos^ 4- /sin9), i -h MI^^COSÔ — is'mQ) :

_____m — n sin ̂  d^
î -^ ^b COST sin2'!» 4- ^sin4^ 1/1 co^~î

qui peut s'exprimer au moyen de deux intégrales elliptiques
de troisième espèce à paramètre réel. l'un étant de la forme

— cos-*® sin2?, l'autre de la forme— i -4- ———•1 1 cos2^
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La valeur de Fintégrale complète s^explicitera en fonction des
intégrales complètes de première et de deuxième espèce et

TT

d^intégrales de première et de deuxième espèce : — ( c o s œ . p )

^(coh^)'^
sin p = — h -4- ̂ i -i- a h COST — À2,

, , sinrcos <r == % h cos2 ® —— »
* cosp

^__________&__________,
cos2 9 ( 62 -+- 9. cos3 <p 6 COST -+- cos2 y)

Mais les expressions de 6 et de T dont il faut partir et qui sont
données en fonction de w et de 9 sont trop complexes pour per-
mettre d^expliciter, sous forme générale tout au moins, les résul-
tats précédents. D^autre part, la limite inférieure des intégrales
fixée pour la détermination de la constante d^intégration par la
condition, pour le profil, de passer par A, introduit des intégrales
de troisième espèce non complètes. De sorte que ce ne sera encore
que dans chaque cas particulier des valeurs &) et y que b et T, étant
numériquement connus, Fon pourra calculer j?o.

13. Toutefois, je signale le cas remarquable par sa simplicité et
son utilisation pratique, où le talus naturel est horizontal (û) = o)
et l'angle de frottement intérieur égal à 3o°, valeur très voisine de
Fangle de terre coulante des sables le plus habituellement
employés. Le coefficient A vaut alors Funité, et Fangle OQ vaut
lui-même 3o°. Les facteurs Aa — tangy et A2 4- a2 — tang2^ — i
étant alors nuls, Inéquation différentielle (12), où les intégrales
elliptiques de troisième espèce, puisque P et Q y deviennent nuls,
s^évanouissent alors, prend la forme

dx __ tdt i __ d^
x ~ i -\- <2 i / 3

l / . i — -^ sin2 ^

et donne, intégrée entre les limites extrêmes du champ, c^est-

à-dire entre le mur et le plan Lévy, soient l et x^ pour x\ o et—s.



pour t ; et - et arc ces„ pour ^ :

[-L.r].;,=i[L(,-.r-)]^l

d'où l'on lire aisément
./• == o. ().>.(»/.

1A. L/abscisse du point correspondant de la droite de glis-
sement du prisme recliligne de plus grande poussée, dont la
poussée ferait, ainsi que d^ord inaire, l'angle œ avec la normale à la
paroi, vaudrait 0.554^; celle relative encore au prisme de Coulomb,
mais avec son hypothèse de frottement nul contre le mur serait
égale à o,5oof. Ce serait aussi la valeur de l'abscisse x^ da.is Fap-
proximation qui consisterait à prendre, pour un prisme homogène
de poussée, comme ligne de rupture la parallèle menée par le pied
du mur à la droite de glissement, dans la théorie nouvelle, du gros
massif au delà du plan Lévy et vers la surface libre, qui, en géné-
ral, n^esl du reste pas parallèle à la droite de rupture de Cou-
lomb. \^ intérêt de cette solution approchée réside principale-
ment dans le fait que la droite de glissement ainsi définie peut
être obtenue ( 4 ) géométriquement de fnron très simple.

( ' ) Éd. CALLANDREAU, Comptes rendus, juin 1 9 3 1 .


