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SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TROISIEME ORDRE;

Par M. D. V. JonEgsco.

M. P. Humbert (') a attiré ’attention sur I’équation aux dérivées
partielles du troisiéme ordre
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(ui généralise, a certains points de vue, 'équation de Laplace
‘ 2\ '
(2) EtoE o

Jai établi encore un rapprochement entre I'équation (1) et
I'équation (2), en démontrant un théoréme pour 'équation (1)
analogue au théoréme de Lord Kelvin pour I'équation de Laplace.

Ce théoréme est le suivant :

NiU(z, v, 5) est une intégrale de U'équation (1), en posant

p=oatai+t g3 _3rysg,
lu fonction

. ri— )3 y—3zr Z—.ury
[.(.r,}‘,:)-o—l‘( —y ’ : >
r r P
est encore une intégrale de U'équation (1).
La démonstration de ce théoréme mettra en évidence plusieurs
intégrales élémentaires de 'équation (1).

. Soient £, 7, 7 trois fonctions de x, y, 5 et posons

U= Us 0.

'y P. HUMBERT, Sur une geéneralisation de l'équation de Laplace (Journal
de Math. pures et appliquées, 1929, p. 143),
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Calculons A; U, ; on trouve sans difficulté
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Remarquons les identités

(12) xE+ym+ 3 =1

el encore

‘e vy £ J
13 Bl = = 2 rE= < = =,
(u3) g ’ nt—{E P’ *—En

En dérivant ¢, v, { par rapport a z, ) et 3 nous avons

G ez L an 3 K _ Y _ane
(")‘.;"“ 7 357 d-Z‘— P_?'q& &__;_3»”
- x> s L dn _ 2y ., $ _ x
(4) Iy =———3, - Jy = IT.—JT. : oy ——;—JEm
Jt ; Jn . Jdf 23
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Tenant compte des relaticns (13), nous pouvons encore écrire

. d xr an
) =—Z_gmy, M.

&€ 4);! . z
Jr P

Y e — 2 _ 3¢
v~ p e dz . p 3.

Il résulte encore des égaliiés (14) qﬁe

= 0.

98 dn _ JE om
S dxr Jxr  Jdy 9z
(a 5)
Jq 9% 0t JE
Jdr dr AN
et d’autres 'rclal"ionslan'alogues. :
-Si nous dérivons les formules (14) nous avons

2t 2 18k

gt
. el . ‘
dsz =2 st
Il résulte que
(1) e emi(rmw—t) o
on trouve aussi
g2E 9 2E

{16
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3. Remarquons que d’aprés les relations (16) nous avons
Dl = D! = D3 =0
et aussi '

K= Eg: E;=o.

De méme en utilisant les formules (14), nous avons

c’est-a-dire
Nous savons que
;—log[(x +a)y +yi+ 3 —3(x + a) yz]

est une intégrale de 1’équation (1). En dérivant par rapport 4 a ‘et
en faisant ensuite @ = o0, nous obtenons une nouvelle intégrale de
I'équation (1) qui est précisément §. Donc

F,=Fy=F;=o0.

En tenant compte des formules (14) on a

Ai=A,=A;=H

e (5o = (5 ) = o)

+3 (I—f +3nt) (%’ +3sr) (}5) +3En)-

ou

Enfin tenant compte des formules (15) et (14), nous avons

Co= *Puﬁ_ﬁﬁ] ﬁrmk hﬁ]

oz | dr dxz~ dz dy| " dy Ldy dy ~ oz 9z
L% [om ot om "_]
9z |dz dz  dy dxr |

c’est-a-dire
Cj = —_— H.
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11 résulte alors que 1'équation (3 ) se réduit a

!

FU . FU B pU
It <—— e 70—m:> e

~
PR
ce qui prouve que U (z, ¥, 5) est aussi une intégrale de I'équa-

tion (1). Le théoréme est donc démontre.

4. Soient f et g deux fonctions de z, ¥ et z. On démontre sans
peine (ue

A7) A S A fA g g AL S

O[O dx af 9g ) d [df dg _of dg

RRAPY [) or " dy s ] vl dy T 03 o
LY [ s _df ix])

Jz|ds dz  dr dy

Remplagons dans cette formule f par v et g par {. Sinous tenons
compte que 7 et { sont des intégrales de I'équation (1), et aussi des
relations (15) nous aurons

A3(n) = o.

ce qui prouve que g, I, v sont des intégralesde !’ équation (1).
De méme si nous faisons dans la formule précédente

[= & =¢.

nous aurons

z\2 £ )
A:«k?:':‘lf—\:‘s’i"“ J [(-‘)3> o« ‘)E] f~..;)r

ldr|\dx) T ady oz \
NS KL E 95 (0% 9%f )
il | or <«)—:- - 0_]?) * 9y \d)” T oras

s (9% o
* Jz (dz‘-’ —dazd)'x

Mais A2 = o, et d’apreés les relations (16) la parenthése est
nulle, donc

ce qui prouve que £2, n*, 72 sont des intégrales de l'équation (1).
Si nous tenons compte aussi des relations (13), nous déduisons

J

que ;—', ;, [i') sont des intégrales de I'équation (1).

Faisons maintenant dans la formule (17)

f:Eﬁag:"T%
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Nnous aurons
) [ Jz J, Jd% dr, /
C(Efr ) e B2 AL e AEy Ly o (Y50 05 om
A (5) 520g0 4 A5 (8Y) =) | or [ S <().,, Jar dy ()3)] + \
Il résulte d’apres les formules (1) que

A 2= o,

ce qui prouve que 2?7, 2%, %%, 1L, L*%, v, sont des intégrales

de U'équation (1).
Remplagons dans la formule (17) fpar z2 et g park. Nous aurons

A(E) = E g (82) + 52 Aq%
| s (GG =n 2l )
c’est-a-dire .
AE) =6 [(;’;>+ ((i).; <3:)‘“% diy z_i] —6A,.
Mais nous avons démontré plus haut que
U=l — (;} + 3«:,:):— (1—') 4.1:5:):~ (; +3§n>:-
g ) o)

Si nous faisons les calculs, on trouve

He— L Y
:

Py
27 .
— e y PR 32—l (rf v+ 30)]

(= y3) 6L+ O 2r) 5 A (32— 2y) En |

V4
For | (5 — D) + P8 —5) + (Lt — ).

Si nous tenons compte des formules (12) et (13), on déduit

immédiatement que
1
H=— —.
P
Donc
1

M(E) = 206) = M) 7 — 5

On démontre de la méme maniére que

N 1
An(E'ﬂCJz;‘,‘



