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SUR LA METHODE DE WEINGARTEN
POUR LE PROBLEME DE LA DEFORMATION DES SURFACES;

Par M. E. Goursart.

On doit 8 Weingarten (') une « méthode singuliére » pour la dé-
termination des surfaces admettant un élément linéaire donné, par
laquelle il rameéne le probléme a I'intégration d’une équation aux
dérivées partielles du second ordre tout a fait différente des équa-
tions classiques de Bour et de Bonnet. Cette méthode a permis de
résoudre le probléme dans un nombre illimité de cas nouveaux, et
il semble résulter de recherches récentes que ce sont les seuls cas
ou le probléme admette une solution générale de la premiére
classe. Weingarten n’a pas indiqué les idées qui I'avaient guidé,
et 'on en est réduit sur ce point aux conjectures. En exposant les
résultats obtenus par cette nouvelle méthode (2), G. Darboux a
indiqué une interprétation géométrique ou interviennent les
droites isotropes.

Quelques années plus tard, dans un Mémoire () couronné par
I’Académie des Sciences en 1834, Weingarten faisait connaitre,
toujours sans aucune indication sur la suite de ses idées, une
méthode beaucoup plus générale en apparence que la premiére.
En exposant cette méthode dans le dernier Chapitre (¢) de son
grand Ouvrage, G. Darboux a donné la signification géométrique

() J. WEINGARTEN, Sur la théorie des surfaces applicables sur une surface
donnée; Extrait d’une lettre a M. Darbouz (Comptes rendus, t. 112, p. 607
et 706, 1891).

Voir aussi mon Mémoire Sur un théoréme de M. Weingarten et sur la
théorie des surfaces appticables ( Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse, t. B; 1891).

(*) G. DarBoUx, Legons sur la théorie génerale des surfaces, t. 3, p. 308-337,
1896.

(®) JuLius WEINGARTEN, Sur la déformation des surfaces (Aeta mathema-
tica, t. 20, p. 159-200, 1896).

(*) G. DaRrBoUX, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. 4, p. 338-
352, 1896.
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du principe de la méthode et de la transformation qui lui sert
de base. Malgré les remarques de G. Darboux, cette méthode
présentait encoré un cOté un peu mystérieux, que j’ai essayé
d’éclaircir. Je montre dans ce Mémoire comment on est conduit
naturellement a la transformation de Weingarten par I'étude d’'un
probléme trés simple de Géométrie, analogue par exemple aux
problémes de Bicklund qui se rattachent a la théorie des surfaces
a courbure constante. J’arrive aussi a cette conclusion que toutes
les équations que 'on peut obtenir par I'application dela méthode
générale de Weingarten se raménent & une seule par des transfor-
mations de contact. Le dernier Mémoire de Weirigarten ne cons-
titue donc pas un moyen d’investigation plus puissant que ses
notes de 18gr1; il permet cependant d’éviter, si 'on veut, I'intro-
duction des imaginaires dans I’étude de la déformation de surfaces
réelles. :

Fai indiqué sommairement les résultats de ce travail dans une
Note présentée a I’ Académie des Sciences ().

1. Soit S une surface admettant ’élément linéaire
(1) ds?*= E du?+ 2F du dv + Gdv?,

~ou E, F, G sont des fonctions données des paramétres u, ¢. A
chaque point m (u, ¢) de cette surface associons le triedre T qui
a pour sommet ce point m, et pour arétes les tangentes aux deux
courbes (u) et (¢) qui passent par ce point et la normale &4 S. On
peut, d’une facon tout a fait arbitraire, associer a chaque point m
de S un autre point p invariablement lié au triédre T quand la
surface se déforme en entrainant ce triédre. Par un point fixe de
Despace, I'origine par exemple, menons un vecteur OM, équipol-
lent au vecteur mp. Lorsque le point m décrit la surface S, le
point M décrit une surface = admettant en M une normale MN;
_soit mn la paralléle a cette normale menée par le point m. Nous
allons d’abord rechercher s'il est possible de déterminer le point
‘invariablement 1ié au triédre T de fagon que la droite mn soit

(') E. GouRsaT, Sur guelques équations aux dérivées partielles de la théorie
de la déformation des sur faces ( Comptes rendus, t. 180, p.1303, 1925).



_ 7 —

elle-méme invariablement liée au triedre T dans une déformation
de S.

Pour abréger, nous appellerons déformation I'opération qui
consiste a remplacer la surface S par une autre surface S'admettant
le méme élément linéaire (1), en faisant correspondre les points
m, m' des deux surfaces de mémes coordonnées curvilignes (u, ¢).
On sait d’ailleurs que I'on ne peut pas toujours passer de S a S’
par une suite continue de déformations, au sens physique du mot.
Dans la suite des énoncés, on peut aussi remplacer la déformation
de la surface S par le roulement de cette surface sur une surface
applicable §', de fagon que le point de contact admette sur chaque
surface les mémes coordonnées (u, ¢), les éléments linéaires en
coincidence se correspondant de la méme facon. Dans ce mou- -
vement de roulement, chaque triedre T est entrainé avec son
sommet; a chaque surface S’ applicable sur S correspond une sur-
face X' déduite de S’ par la méme construction que 2 se déduit
de S.

Analytiquement, le probléme a résoudre est le suivant, Les
coordonnées du point M ont des expressions de la forme

oz dx

X=ad—+b%+c~(,

(2) Y—ag}—’+b‘) +ey',
dz dz

Z=a;— bd + ey,

z, y, % étant les coordonnées, par rapport au méme systéme d’axes,
du point m de S, v, ¥/, " les cosinus directeurs de la normale a
S, et a, b, ¢ dés fonctions de (u, ¢) qui définissent la liaison entre
le point p et le triedre T de sommet m. Il s’agit de reconnaitre si
Pon peut choisir ces fonctions a, b, ¢, de fagon que les paramétres
directeurs de la normale a la surface X décrite par M aient aussi
des expressions de la forme

1—A‘;”+B" +0Cy,

(3) P=AZ}-’+B§-"—+CY',

v—A +B—+Cy
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A, B, C ne dépendant que de a, b, ¢, E, F, G. Ces paramétres
directeurs A, u, v sont déterminés, a un facteur prés, par les con-
ditions :
X oY 9L _
EPAMLF PR VA
S

de dv Jdo

A
(4)

en tenant compte des relations classiques

r\ 2
’s("-’”)’:m §97 %% _p s(dﬁ> =,

du Ju Jdv ’ \ dv
s 1B (or de 10t
(s Ju out ~ 2 du’ Ju dudv 2 v’
) Sdﬁd’x_xdG detﬁ —E(E'
dv dJude  29du’ do It 2 dp’
de 2z _dF 1 IG or )*z _ JF 1 0B
du dvt ~ 90 2 du’ do dut  du 2 ov’
et des conditions S ‘-)—f’—o S d—‘”:o d’ou 'on tire
’ You=%°773 ’ .
S()Y dz _ o dz KN dxr _ Oy ox _ iRx
ou du Y 9ur? dude Sdeadn - Touow’
. dy dx Rz
S0 9 =7 ST G
les relations (4) développées deviennent -
da Aa JE db Ab JE 2z
AdF ~ +A’)T‘F+T——A Y()T‘l
Bo—a-F+B gﬁ—ldE +8%c
du’ 2 dv du
Bb G Rz iz de
+ 5 o —Be SY()()"’“’CSY(),'?‘[’CSYdd“"Cﬁéo'
da Aa dE ()b dF l()G 2z
da Ba 0G b Bb JG
cs 505707 0% =0
+a Yd'—— + 3;—- .

Les seuls termes qui varient quand on remplace S par une sur-
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face applicable sont les termes qui contiennent

. ?x Nz di'x.
Stoar SYouaer  Stoms

pour que ces termes disparaissent, il faut et il suffit que 'on ait

\

Ac— aC=o0, 6C—Bc=o.

Si ¢ n’est pas nul, on déduit de ces conditions

A B C

_— == -

a b c

de sorte que les paramétres directeurs de la normale en M sont
proportionnels aux coordonnées du point M. La normale en M
doit donc coincider avec le rayon OM, et la surface X est une
sphére de centre O. Nous laissons de c6té cette solution banale,
évidente a priori, qui correspond au cas ou la distance mpu est
constante.

Ce cas singulier écarté, on voit que ¢ et C doivent étre nuls a
la fois. La droite OM doit donc étre paralléle au plan tangent
enm a la surface S, et les plans tangents aux deux surfaces
S et 2 aux points m et M doivent étre orthogonauzx.

2. Nous sommes donc conduits & traiter le probléme suivant,
A chaque point M de la surface S associons une droite A tangente
a S en ce point, et faisant avec les courbes coordonnées (u) et (¢)
qui passent par ce point des angles qui ne varient pas quand on
remplace la surface S par une surface applicable sur S. Nous
dirons, pour abréger, que la surface entraine ces droites dans sa
déformation. Les paramétres directeurs de la droite A qui est tan-
gente en m a la surface S ont pour expressions

Jz dz dy ady 93 bdz

(6) (ld-—u—l—b-()—v, a()—u-i-bm) a(—m—{— %

)

a et b étant des fonctions des paramétres u, ¢, dont le rapport
définit la congruence de droites que nous considérons. A chaque
point m de'S faisons ensuite correspondre un point. M de la paral-
lele menée par l'origine a la droite A qui est tangente en m & S.
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Nous allons montrer qu’on peut choisir, et d’une infinité de ma-
niéres, la distance OM, de fagcon que la normale a la surface 2
décrite par M soit paralléle au plan tangent en m a la surface S.
La propriété que I'on veut établir est évidemment indépendante
du choix des courbes coordonnées. Les calculs se simplifient si
I'on prend pour lune des familles de courbes coordonnées, les
courbes (u) par exemple, les arétes de rebroussement situées sur
S des développables de la congruence. Ceci suppose que l'on
connait ces arétes de rebroussement, c’est-a-dire que ’on a intégré
I’équation différentielle bdu— adv = 0. On emploiera souvent
ce systéme de coordonnées pour démontrer certaines propriétés,
mais on peut établir la proposition générale sans qu'il soit néces-
saire de choisir un systéme particulier de coordonnées.

Les coordonnées d’un point M de la droite menée par 'origine
parallélement a A sont

(7) Y=121

A étant une fonction de (u, ¢) qu’il s’agit de déterminer de fagon
que la normale a la surface 2 décrite par ce point soit paralléle
au plan tangent en m a-S. Les paramétres directeurs de cette nor-
male doivent donc étre de la forme

et la condition d’orthogonalité

cdX4-cdY +~c"dL =o
ou

iz Jdz ar Iz Jz az\7 _
S(?£+l7z7)—;> [(aa—ﬁ+bm>dl+)\d (aﬁ+b—5‘-})] =o0

donne deux relations distinctes en égalant a aéro les coefficients
de du et de dv. En tenant compte des équations (5), ces conditions
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s’écrivent

N da ob  adE b JE

da b JoF 1 JE b JG
m%(aF bG) )‘[qu+Gdu a<du.—; b—v> ;du;J =0
¢ \
JIh da b JdF 19G\1|
13(aE+bF_ )\[E—60+F——d‘) (0_.0 1 5%) ]’

—o—m[(aF+b(x)—+) Fd—a—f-Gdb a@ bo G)J:o.

— - — — 4
v g 2 du 2 dy

L’élimination du. rapport ’in conduit & une équation aux dérivées
partielles du premier ordre, dont les coefficients ne dépendent que
de E, F, G, @, b. Si A(u, ) est une intégrale de cette équation,
les formules (7) donnent une solution du probléme proposé, et le
rapport — conserve aussi la méme valeur quand on remplace la
surface S par une surface admettant le méme élément linéaire. La
paralléle a la normale en M a ¥ menée par le point m est donc
invariablement liée au triédre T dans une déformation de S. '

Si I'on prend pour inconnue la distance OM

p = A/Eal+ 2Fab + G b2,

on trouve, aprés quelques simplifications, que o doit satisfaire a
I'équation
(9) L mE =0,

les coefficients L et M ayant les valeurs suivantes :

da 0b a JE JoF 1 0G
da . 0b . a oG b G
‘(“E“’F)%rwﬂ““'y&*:w*; 355

_ db OF 1 0E bG]

de adE b dE;

—(aF+bG)§Ed wtsam 3o

On pouvait prévoir a priori qu’'en prenant pour inconnue la
distance p == OM on obtiendrait une équation ne contenant pas de
terme en p. En effet, si p est constant, la surface Z-est une sphére
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de centre O, et la normale & cette spheére, ¢’est-a-dire le rayon OM
est bien paralléle au plan tangent en m a la surface S.

L’intégration de I'équation (g) se raméne elle-méme a l'intégra-
tion de I'équation différentielle

(10) Mdu—Lde=o0;

si ¢ (u,v) = const. représente l'intégrale générale de cette équa-.
tion, l'intégrale générale de I'équation (9) est une fonction arbi-
traire de ¢ (u, v).' On prévoit par la le réle important que vont
jouer dans la gquestion les courbes intégrales de I’équation (10). Ces
courbes dependent évidemment de la congruence de droites consi-
déree nous les appellenons pour abréger les courbes ( K) de la
congruence. Le résultat obtenu peut alors s’énoncer ainsi :

Par Uorigine O on méne une droite paralléle a la droite A
de la congruence qui est tangente en ' m a la surface S, et l’on
porte sur cette droite une longueur OM qui reste constante
quand le point m décrit une courbe (K) et qui varie suivant
uneloi arbitraire quand on passe d’une courbe (K) a une autre.

Les surfaces = obtenues par cette construction sont telles que le
plan tangent en M a X et le plan tangent en m 4 S sont orthogonaux.
Quand la surface S se déforme en entrainant les droites de la con-
gruence, les courbes (K) sont conservées, mais les surfaces X
varient de forme et de position. Nous verrons un peu plus loin que
toutes ces surfaces ¥ sont les surfaces intégrales d’une équation
aux dérivées partielles du second ordre, ne dépendant que de
Pélément linéaire considéré.

Si la congruence est formée des droites tangentes aux courbes
coordonnées u = const., on peut prendre @ = o, b =1, et les
équations (8) et (9) deviennent

Jd» AJE A dG
(81) l(F(E—‘_ZdV)_'_ (G———i—::)—)—o,
My (9F _106Y) A X dG
I[FF)— )\(;; —-; d—)]-‘-”l(G[)— 2?);-)—0,

, G G IG  OE7dp
3. Les courbes (K) sont identiques aux courbes introduites par

G. Darboux dans linterprétation géométrique de la méthode géné-
rale de Weingarten, et qu’il désigne par cette notation. Ce sont les
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lignes de striction situées sur S des surfaces réglées engendrées
par les droites de la congruence.

I1 est facile de le déduire sans aucun calcul des résultats qui pré-
cédent. Soit en effet (K) une courbe intégrale de I’équation (10).
A cette courbe (K) de S correspond, d’aprés la construction qui
vient d’étre établie, une courbe I' située sur une sphére de centre O.
Soient m et M deux points correspondants de S et de T sur ces
deux courbes ; la normale en M a X étant perpendiculaire a la tan-
gente MT a la courbe T est située dans le plan normal OMN a cette
courbe, plan qui contient aussi la droite OM. 1l s’ensuit que ce plan
normal est paralléle au plan tangent en m a S, puisqu’il contient
deux droites paralléles a ce plan tangent. D’autre part, lorsque m
décrit la courbe (K), la droite A de la congruence tangente en m
a S engendre une surface réglée tangente a la surface S en tous les
points de (K), et le plan tangent au point a I'infini a la génératrice
qui passe au point m est parallé¢le au plan tangent au cone (T) de
sommet O, ayant pour directrice la courbe T, c’est-a-dire au
plan OMT. Les deux plans OMN et OMT étant rectangulaires, il
s’ensuit que le point m est le point central de la génératrice qui
passe par ce point. La courbe (K) est donc la ligne de striction de
la surface réglée engendrée par ces droites.

Inversement, supposons qu’une courbe (K') de Ssoitlaligne de
striction de la surface réglée engendrée par les droites de la con-
gruence tangentes i la surface S aux différents points de cette
courbe. Si par un point fixe O de 'espace on méne des paralléles
aux génératrices de cette surface réglée, sur lesquelles on porte une
longueur constante {, cette construction fait correspondre au
point m de (K’) un point M d’une courbe sphérique T, et le rai-
sonnement précédent prouve que le plan normal en M A T est
paralléle au plan tangent en m & S, puisque ce point m est le point
central de la génératrice qui passe par ce point. Toute surface
passant par la courbe I' aura un plan tangent passant par la tan-
gente MT a T, et par suite orthogonal au plan tangenten m aS. La
courbe (K') est donc une courbe intégrale de I’équation (10).

Le raisonnement qui précéde suppose que la surface réglée
engendrée par les droites de la congruence tangentes a S aux diffé-
rents points de (K) n’est pas une surface développable ayant cette
courbe (K pour aréte de rebroussement. Pour voir si ce cas peut
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se présenter, supposons que l'on ait pris pour courbes (u) les
arétes de rebroussement des développables de la congruence
situées sur S. Pour que ces courbes () soient en méme temps les
courbes (K) correspondant a cette congruence, il faut et il suffit,
d’aprés I'équation (9'), quec les coefficients E, F, G vérifient la

relation

A oF JG JIG
(II) ZGT—GEL_—FI)—V-O'

Or cette condition exprime que les courbes « = const. forment une
famille de géodésiques [G. Darsoux, t. II, p. 403, formule (8)].
On en déduit aisément une construction des surfaces X connaissant
une famille de géodésiques de S, construction qui peut aussi s’éta-
blir par la géométrie. Soit en effet g une ligne géodésiquede S ; a
chaque point m de g faisons correspondre un point M obtenu en
menant par un point fixe O de P'espace une paralléle ala tangente
en'm a g sur laquelle on porte une longueur constante OM = /.
Le lieu du point M est encore une courbe sphérique T et le plan
tangent au cone t de sommet O ayant I pour directrice suivant OM
est paralléle au plan osculateur en m a la courbe g. Cette courbe g
étant une ligne géodésique, il s’ensuit que ce plan contient la
paralléle a la normale mn 4 S au point m menée par M, et,
comme cette paralléle doit étre perpendiculaire a OM, elle coin-
cide avec la tangente MT a T au point M. Toute surface passant
par I aura donc son plan tangent en M orthogonal au plan tangent
en m a la surface S.

Les raisonnements géométriques qui précédent supposent aussi
que le point de coordonnées (X, Y, Z) décrit une surface ¥ et non
une courbe. Pour examiner tous les cas, cherchons s’il est possible
que ce point M décrive une courbe I' et non une surface, quand on
prend pour p une intégrale particuliére de 1'équation (g). S’il en
est ainsi, il existe sur S une famille de courbes, dont chacune
correspond & un point de T. Si I'on a pris ces courbes pour les
courbes (v), on aura

: dx dr
X=)\<ad—u+bx>=f(v),
_ o . Lo
Y _)\(ab; +b5;> —g(()),
93 9z
z =)‘(a5_§ +b¢;‘) = h(v),
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et par suite p*= f2(¢)+ g2(v) + ~2(v). Les courbes (¢) sont
donc identiques aux courbes (K). On voit d’autre part que, le

long d’une de ces courbes, les rapports %’ X restent constants, et
par suite les droites de la congruence restent paralleles. Les
courbes (K) sont donc les courbes de contact d’une famille de
cylindres circonscrits 4 S, et la congruence est formée des généra-
trices de ces cylindres. Ce résultat est bien d’accord aveg le
théoréme général; en effet les surfaces réglées circonscrites sui-
vant les courbes (K) sont des cylindres, dont la ligne de striction
est indéterminée.

Cherchons encore si les courbes (K) correspondant 4 une con-
gruence de droites peuvent étre indéterminées. Sil'on a pris pour
courbes (u) les arétes de rebroussement des développables de la

congruence situées sur S, les coefficients de 9p et de 9p dans I'équa-
! du o

tion (') doivent étre nuls. La premiére condition exprime que les
courbes (u) sont des lignes géodésiques ; si I'on a pris pour les
courbes (v) leurs trajectoires orthogonales, on peut supposer G =1,

F = o. Le coefficient de ;P‘; devant étre nul aussi, on a %‘-) =o, et

le ds? est de la forme du?+ dv?. La surface S est donc une sur-
Jace développable, et la congruence est formée par les tangentes
a une famille de géodésiques paralléles.

Quelle que soit la famille de courbes que I'on prenne sur S pour
les courbes (K), on vérifie facilement que la surface X est un
cone (T') engendré par une droite, passant par I'origine, du plan
tangent au cone directeur (T) de S, lorsque ce plan roule sans
glisser sur le cone (T). On verra de méme que les équations (7),
qui déterminent et m sont indéterminées dans le cas considéré si
I'on prend en outre p = const. La surface X se réduit alors & une
courbe sphérique du cone (T').

4. Quand on se donne la congruence de droites, c’est-i-dire les
fonctionsaet b, ouleurrapport g » la détermination des courbes (K)
exige 'intégration de I'équation (g). Si l'on connait une surface S
admettant I’élément linéaire donné, on peut choisir, d’une infinité
de fagons, une congruence de droites tangentes: a S dont les
courbes (K) se déterminent sans -aucune intégration. Sil’on prend
-par exemple les tangentes paralléles aux génératrices d’'un cdne



choisi arbitrairement, les courbes (K ) seront les courbes de contact
de S avec les cylindres circonscrits dont les génératrices sont
paralléles & une génératrice du cone. On obtient la solution la plus
simple en prenant la congruence des tangentes paralléles a un
plan P; les courbes (K) sont les courbes conjuguées des sections
planes dont le plan est paralléle a P. Clest cette congruence qui a
été utilisée par J. Weingarten dans ses premiéres notes.

Plus généralement, considérons, en méme temps que S, une
autre surface quelconque 2, et par un point fixe O menons un
plan paralléle au plan tangent en m i la surface S. Soit s la courbe
d’intersection de ce plan avec X; sur cette courbe o il existe en
général un ou plusieurs points ou le plan tangent est perpendicu-
laire au plan précédent. Soit M un de ces points ; en faisant cor-
respondre le point M de X2 au point m de S nous obtenons une
solution du probléme posé au n° 1. La droite de la congruence qui
passe en m est paralléle ala droite OM, etles lignes de striction (K)
situées sur S des surfaces réglées de cette congruence corres-
pondentaux courbesd’intersection de Zavec les sphéres de centre O.

SiTon connait seulement 1’élément linéaire (1), il ne semble pas

facile de choisir Z[; de fagon que I’équation (g) soit intégljable. Mais

si Uon se donne les courbes (K) elles-mémes, on peut toujours,
par une quadrature, déterminer les congruences de droites
corréspondantes. Cette proposition joue un role essentiel dans le
Mémoire de J. Weingarten. La démonstration ci-dessous ne différe
pas au fond de la démonstration donnée par Darboux (loc. cit.,
t. IV, p. 342 et suivantes).
Nous chercherons d’abord I'interprétation de la condition

06 _ IE _

(12) Fﬁ—de =o,
qui exprime que les courbes (v) sont les courbes (K) relatives ala
congruence formée par les tangentes aux courbes («) (formule g').
Pour cela, il suffit de se reporter a la formule qui donne la cour-
bure géodésique des courbes (¢) (G. Darsoux, t. II, p. 403)
JF  OE _JE
v P TEG T

(13) — = =
Pe 2EVE /EG — Fz
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Soit « 'angle des courbes coordonnées (u) et (v), c’est-a-dire

I'angle que fait la droite de la congruence qui passe en un point m

de la surface avec la courbe (K) qui passe an méme point. De la
formule

COS A = F
VEG
on tire
oF 0E oG
. -zE'Gd—-l-t—FGd—u—EFn‘
_ 9% _ . ;
Ju 2(EG)?

ou encore, en tenant compte de la relation (12),

. dF JE - O0E
. R PRl ril 7
— 81N a‘-)TL = 3 .
2E? /G
En rapprochant les formules qui donnent %’i et—, on a immédia-
‘ L
tement
2 _ VE,
du  pg’

sil'on considére « comme une fonction de I'arc s de la courbe (K),
on a encore

(14)

A9
S

L

Pg

Les courbes (K) étant données, pg est une fonction connuc de u
et de v et 'angle o est donné par une quadrature

(15) a= [E1c,
s, P&

la constante C variant arbitrairement quand on passe d’une
courbe (K) a une auatre. On voit donc que si 'on se donne une
famille de courbes définies par une relation ¢ (u, ¢) = const., on
peut, par une quadrature, en déduire toutes les congruences de
droites pour lesquelles les courbes données sont les. courbes (K).
Ces congruences dépendent d’une fonction arbitraire d’une
variable, et si 'on connait I'une d’elles, on peut en déduire toutes
les autres -par la construction suivante :

On fait tourner la droite A de la congruence connue, qui

est tangente en m a S, d’un angle ® autour de la normale en
Lv. 2
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ce point, cet angle O restant constant lorsque le point m décrit
une courbe (K), et variant suivant une loi arbitraire quand
on passe d’'une courbe (K) a une autre.

On vérifiera aisément ce résullat en se reportant a la construction
des surfaces 2, connaissant les courbes (K).

En particulier, si 'on connait une famille de lignes géodésiques
de I'élément linéaire (1), on peut les prendre pourles courbes (K)
de la congruence cherchée. On a dans ce cas. p, infini, et par
suite o = const. le long d’une de ces lignes. On prendra donc une
congruence de droites langentes a S et coupant sous le méme
angle chacune de ces géodésiques, cet angle variant arbitrairement
d’une géodésique a I'autre. Si cet angle est nul, on obtient la con-
gruence formée par les tangentes a ces géodésiques (n° 3).

5. Considérons en particulier le cas d’une surface S développable,
et soit (K)) une famille de courbes situées sur cette surface. Pour
obtenir une congruence de droites tangentes a S, et dont les
courbes (K) soient les lignes de striction, appliquons la surface S
sur un plan, et soient (K') les courbes planes sur lesquelles viennent
s’appliquer les courbes (K) aprés le développement de S sur le
plan. Par chaque point m’' du plan menons une droite qui reste
paralléle a elle-méme lorsque le point /' décrit une courbe (K'),
et dont la direction varie arbitrairement quand on passe d'unc
courbe (K') a une autre. Les droites tangentes a S qui viennent
s'appliquer sur les droites du plan ainsi déterminées forment une
congruence admettant les courbes (K) comme lignes de striction.

La méme méthode permet de résoudre le probléme inverse.
Etant donnée une congruence de droites tangentes a une dévelop-
pable S, aprés I'application de S sur un plan, a.chaque point m’ du
plan correspond une droite issue de ce point. On aura les
courbes (K'), images des courbes (K ) de S en joignant les points
du plan pourlesquels les droites issucs de ces points sont paralléles.
On peut remarquer que le probléme est indéterminé si les droites
du plan qui correspondent aux droites de la congruence sont paral-
leles & une méme droite, c’est-a-dire si la congruence donnée est
formée par les tangentes a une famille de géodésiques paralléles
de S(¢f. n° 3). o :

Les surfaces 2 qui correspondent & une surface développable S
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par la construction générale expliquée plus haut (n° 2) sont des
surfaces de Monge. En effet, les courbes C de = qui sont les images
des génératrices rectilignes G de S sont des courbes planes dontle
plan est paralléle au plan tangent a S le long de G. Lorsque G
décrit la surface S, le plan de la courbe C enveloppe le cone direc-
tear (T) de S. Mais en chaque point de X, le plan tangent doit
étre perpendiculaire au plan tangent au point correspondant de S,
c’est-a-dire au plan de la courbe C elle-méme. Les courbes C sont
donc des lignes de courbure de la surface X, qui est une surface de
Monge engendrée par les diverses positions d’une courbe plane C
dont le plan roule sans glisser sur le cone (T).

Inversement, si la surface X est une surface de Monge, la sur-
Jface S est une surface développable. Soient en effet M et m deux
points correspondants de X et de S, P le plan de la ligne de cour-
bure plane de 2 passant par M. Le plan tangent en m a S doit étre
parallele 2 OM et orthogonal au plan tangent en M a 3. 11 est donc
paralléle au plan P. Le plan tangent en un point quelconque de S
est donc paralléle a un plan tangent a un cone ; parsuite, S est une
surface développable.

Les secondes lignes de courbure d’une surface de Monge sont
situées sur des sphéres ayant pour centre 'origine, et par consé-
quent sont les images des courbes (K) de S relatives a la congruence
considérée. Le long de 'une de ces lignes de courbure sphériques,
la surface 2 et la sphére se coupent sous un angle constant. Si donc
par un point m de S on méne la paralléle a la normale a 2 au point
correspondant, cette droite coupe la droite de la congruence qui
est tangente en /m a S sous un angle 6 qui reste constant lorsque le
point m décrit une courbe (K). Réciproquemment, si cet angle 6
reste constant lorsque le point m décrit une courbe (K) de S,
la surface 2 coupe sous un angle constant la sphére qui contient
I'image de (K). Cette surface X est donc une surface de Monge.
Les courbes (K) étant choisies, il existe une.relation déterminée
entre I'angle 6 que fait la normalec a 2 en un point M et la dis-
tance OM = p, et par suite une relation de forme déterminée entre
la.distance o et la distance de I'origine au plan tangent en M. Cette
relation détermine la forme de la courbe plane C dontles positions
successives engendrent la surface X, mais le plan sur lequel roule
le plan de la courbe C reste arbitraire.
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6. Supposons que 'on connaisse une solution p (u, ¢) de'équa-
tion (g), dont les coefficients'dépendent de E, F, G et du rapportg

qui détermine la congruence de droites considérée. L’intégration
de cette équation (g) fait connaitre les courbes (K) correspondantes,

. . . {
et les relations compatibles (8) donnent ensuite le rapport —- A

chaque surface S admettant 'élément linéaire (1) les formules (7)
font correspondre une surface 2 pouvant, dans certains cas qui ont
été précisés, se réduire a une courbe. Les coefficients angulaires P,
Q du plan tangent a cette. surface 2 sont donnés par les relations
P Q —1 —y
(16) I oz~ ,dy dy ~ ,0z 9z ™7

L™ ut™e e

des combinaisons faciles donnent deux nouvelles expressions de la
valeur commune de ces rapports, en tenant compte des formules (2),

3), (5),
(7) e PX+QY—2 ) e L
/ P—)\[Eal+F(anz+bl)+Gbmj—‘/E[z_,_QF[mk_,_Gm:

Des relations (5), (16), (17), on peut déduire un systéme de
quatre équations ou ne figurent que X, Y, Z, P, Q, u, v, g-l—i, %z,
! X4 Y24+ Z2=22(Ea?+ aFab + Gb?2),

PX+QY—Z )\[Eal+F(am—+bl)+Gbm]
= ’

VP Q1 VERZ2Fim + Gm?
(18) o 93 93
Z—l(ad—u"l—ba—v ’
9z dz JEB-+2FIm+ Gm?
l—+m— + =o0
. du dv VPE+ Qi1

Ces équations établissent une correspondance entre un élément
(X,Y,Z, P, Q) de X et un élément (u, o, 9z 9z

% 9u’ %
auxiliaire représentée en coordonnées (u, ¢, z) par I'équation

) de la surface

s =1 (u,v),

déduite de la représentation paramétrique de S.
La recherche des systémes de deux multiplicités d’éléments satis-



— 9 —
faisant a ces quatre relations est un probl/éme de Bdcklund, qui
peut en général se ramener de plusieurs facons al'intégration d’une
seule équation aux dérivées partielles du second ordre ('). Dansle

cas actuel, on apercoit facilement une solution. En effet, les quatre
dz 0z

. z z ’ .
équations (18) permeltent en général d’exprimer u, v, T g0 20
moyen de X, Y, Z, P, Q; nous examinerons un peu plus loin les
cas exceptionnels ou cette résolution ne serait pas possible. En

Jdz 0z . ..
remplagant u, ¢, .=, - par les expressions ainsi obtenues dans la
relation '
9z s
dz = o du—i—m)dv,

on obtient une équation aux différentielles totales de la forme
(19) d?=F dX + F, dY,

F et F, étant des fonctions de X, Y, Z, P, Q et des dérivées
secondes

<

17
T=3vw

07 7
R=3x 5=
linéaires en R, S, T. La condition d’intégrabilité de cette équa~
tion (19) conduit, comme on le vérifie sans difficulté, a une équation
de Monge-Ampére E,

(20) HR 4+ 2KS +~ LT +M + N(RT —S2) =,

H, K,L,M, N é1ant des fonctions de X, Y,Z, P, Q. A toute surface S
admettant I’élément linéaire (1) correspond une surface intégrale X
de I'équation (20), pouvant dans certains cas se réduire a une
courbe, c’est-a-dire a une intégrale généralisée au sens de S. Lie.
Il est évident, d’apres les formules (5), que la surface 2 ne change
pas quand S subit une translation quelconque. Sil’on fait tourner
la surface S, la surface X subit la méme rotation autour d’un axe
paralléele mené par origine. Si 'on remplace S par sa symétrique
relativement a un point fixe quelconque, X est de méme remplacé
par la surface 2', symétrique de 2 par rapporta 'origine. Il résulte

(1) E. Goursat, Sur le probléme de Bécklund et les systémes de deux équa-
tions de Pfaff (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,l. X, 1918).
Le probléme de Backlund (Mémorial des Sciences mathématiques, fasc. G,

1918).
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de ces propriétés que I'équation (20) admet le groupe des rotations
autour de l'origine, et aussi le groupe obtenu en combinant: ce
premier groupe avec une transformation par symétrie relativement
a Porigine. Voici une conséquence immédiate de cette remarque,
qui nous sera utile. Des relations (5), (16), (17), on peut de méme

déduire un systéme de quatre relations entre X, Y, Z, P, Q, w, ¢,
d.zr dy
32 3u Les deux premiéres équations du systéme (18) restent les

mémes et les deux derniéres sont remplacées par les suivantes :

dz' 9z
—)\( +b¢)v)

dJ: Iz P\/Ft3+2Flm+Gm*
+m— =
( du "3 VP Qi o

18')

Le nouveau systéme se déduirait aussi du premier en remplagant z
par z, et en considérant X comme fonction de Y et de Z dans
Péquation de la surface 2. On a en effet

, dX 1 , dX Q
PeF=p U=j=—3
et inversement
p=L, o=-2,
P P

de sorte que les équations (16) deviennent

P Q iy
(16) =
TR T T AT F AN

du + m})—& gu 7™ du av

tandis que les deux premiéres équations (18) ne changent pas. La

condition d’mtégralnhté de I'équation dx = I du + 5% Iz dv se

déduirait donc de I'équation (20) en prenant X pour foncnon
inconnue, Y et Z pour les variables indépendantes au lieu de regar-
der Z comme une fonction de X, Y. Ce changement de variables
revient a une transformation ponctuelle qui appartient au groupe
del’é¢quation (20). Cette condition d’intégrabilité est doncidentique
a I'équation (20) elle-méme, et il en serait évidlemment de méme de
la eondition obtenue en partant de dy = 3—{}-: du + 2 do.

7. Réciproquement, @ toute surface intégrale % de I’équa-
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tion (20) correspondent une infinité de surfaces S, admettant
lélément linéaire (1), qui se déduisent de 'une d’elles par une
translation arbitraire.

Soit en effet 2 une intégrale de E, ; X, Y, Z, P, Q peuvent étre
exprimés d’une infinité de fagons au moyen de deux paramétres
variables a, 3. Nous supposerons quc 'on a pris pour paramétres
les variables u et ¢ elles-mémes, ce qui exige que u et v ne soient

liées par aucune relation sur cette surface 2. Les équations (7)

. . dr Jr dy dy 0z 03 -
et (16) donnent alors pour 5= “=5 ==, =% = 7, des fonctions

de u, .¢. Pour éviter toute confusion, nous désignerons ces six
fonctions par ¢, €4, €5, Ny, N2y N3,y

dx Jx /] d Jz 0z
(21) Ju b %=m, 5£‘=527 5—{=Tm Je = =

d’aprés ce qui vient d’étre démontré, les trois équations
(22) dr=cgdu+mnde, dy=zdu-+n,dp, dz = e3du+ m3dy
sont complétement intégrables, et les formules
(23) z= [el du + nyde, y=[eadu+n,do, z2= [ egdu+ n3dv
représentent une surface S, qui est complétement définie, a une
translation prés. On a pour cette surface
ds?=(Ze?)dur+ 2 (Xem;)dude + (Zn}) det.
Des relations
X Y Z
asl—o—bm=7, asy+ bna= T agg+ bny= 37

leg+mny _ leg+mmy _ leg+mny _ A[Eal + F(am + 8l) 4 Gbm]
P o Q = =7 PX+QY—1Z

on tire, en tenant compte des formules (18),

2 2 2
Z(ae+ bn;)rt= &—L—ti = Eat+ 2Fab + Gb2,

E(leg+mn)t=El2+ 2Flm+ Gma, |
S (ae;+ bny) (leg+ mn;) = Eal + F (am + bl) <+ Gbm,

et par suite ,
Lel=E, Zegn =T, In}=G,
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a moins que le déterminant
a? 2ab b?
2 2lm mt | = (bl—am):
al am + bl bm

ne soit nul, hypothése qui a été réservée. Sauf ce cas tout parti-
culier qui sera examiné tout a I’heure, on voit que la surface S
admet bien I'élément linéaire (1), et la recherchie de ces surfaces
est ramenée a 'intégration de I'équation (20).

Dans le cas particulier ou « et ¢ sont liés par une relation sur X,
le point z, y, z décrit une courbe et non une surface. Al'intégrale =
de E, correspond une intégrale, au sens de Lie (formée d’une
courbe et de 'ensemble de ses plans tangents), pour I'équation aux
dérivées partielles a laquelle satisfait la fonction z (u, ¢).

L’équation (20) est équivalente a 'équation de Weingarten. En
effet, si I’on a pris pour les courbes (¢) les courbes (K) de la con-
gruence, X2+ Y2 72— p? est une fonction de ¢ (n° 2). Si, de
plus, on prend comme variables indépendantes un systéme de
deux variables définissant la direction de OM, par exemple

- X S S
VXir Yer 2t VXok Yir Zt

il est clair que I’équation a laquelle satisfait ¢, considérée comme
fonction de ', ¢' se déduit de I’équation (20) par une transforma-
tion ponctuelle.

8. Avant de continuer I'étude du systéme (18), nous allons exa-

miner les cas exceptionnels ot ce systéme ne peut pas étre résolu

t‘b ()zdzu insi sile iacobien d d
parrapporta u, ¢, - 3 en sera ainsi s1le jacobien des seconds

membres des deux premiéres équations par rapport a u et a ¢ est
identiquément nul, ou si les deux derniéres équations (18) ne
peuvent pas étre résolues en 3—;, Z—j, c’est-a-dire si am — bl est
nul. Dans ce dernier cas, la normale & X se confond avec la
droite-OM, et les surfaces = se réduisent a des spheres. Clest le
cas banal déja signalé n° 1. '

Dans le premier cas, a toute surface S admettant 1'élément
linéaire (1), les formules (7) font correspondre une surface 2, pour
laquelle il existe une relatior entre la distance OM et la distance
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du point O au plan tangent en M. L’angle du plan tangent avec le
rayon OM est donc aussi une fonction de OM, et par suite = admet
une famille de lignes de courbure situées sur des sphéres concen-
triques a l'origine. Ces surfaces X sont donc des surfaces de
Monge engendrées par une courbe plane C de forme invariable
dont le plan II roule sans glisser sur un céne (T) de sommet O.
Soit L la courbe de S qui correspond a la courbe C dans une de
ses positions. Le plan tangent en un point M de L est pa alléle a la
droite OM qui joint I'origine au point correspondan; M de C et a
la normale a Zen ce point M, qui est aussi dans le plan II. Le plan
tangent & S en tous les points de L est donc paralléle au plan 1I. Il
s’ensuit que cette surface S est une surface développable, dont le
cone (T) est le cone directeur, etil est aisé d’en conclure comment
les surfaces S et  se correspondent (¢f. n° 3). On obtiendrait
le cas singulier signalé plus haut (n°® 3), ou l'équation (g) est
vérifiée identiquement, en supposant que la ligne C est une droite
passant par le sommet du cone.

Nous laisserons de coté ces cas exceptionnels sans intérét pour
le probléme de la déformation.

9. L’équation (20) est une résolvante de seconde espéce du
systéme de Biickhlund (18), qui s’obtient aisément en remarquant
que z ne figure pas dans les équations (18), c’est-a-dire que ce
systéme admet la transformation infinitésimale dont le symbole

esld—'ﬁ- Mais, d’aprés son origine, il est évident que ce systéme

admet une autre transformation infinitésimale qu’il est facile de
mettre en évidence. Il suffit pour cela de passer aux coordonnées
semi-polaires p, w, Z en posant

X = pcosw, Y = psinw;

on a, d’aprés les formules classiques,

P=cosw‘)—z—-s—iwt£é,
dp p dw
Q=Sinw¢z+£gs—w%)
k) p Ow
0Z\* 1 [JL\?
7 ) = ()

o
PX+ QY —Z=p —LZ.
Q ° 3

P’+Q’+:=(



— 96 —
Les formules (18) deviennent

ot Zt= A\t (Ea?+aFab + Gb?),
oz

97.5—2. _ M Eal+F(am+ bl)+Gbmj
‘/<dl)ﬂ i oz>z VElz - 2F im + Gm? ’
—) 4+ = (=) 1 '
dp p’(dw
dz 93
dz mdz VEB+2FIim + G2

T T A AU
Vi(G) s (G)

et w 0’y figure pas, de sorte que le systéme admet la transformation
infinitésimale -~ . On peut toujours résoudre ces équations par
ow i :
A7 o7 dZ < . d . 0z 0z
rapport a Z, p, d—p’ 0w’ qul §expr1mept au moyen de u, ¢, - g’
En considérant w comme une fonction de Z et de ¢, on a

JZ

A 1 I______‘_,_e
wz__;Z, mp_.. BE’
dw Jduw

et par suite, le second membre de I'équation aux différentielles

totales
dw =wjy d + wé,dp

peut se mettre sous la forme
dw = Fdu + F,dv, .

F et F, ne dépendant que de «, ¢, 3—2, %;—‘—:» 3—:, %; 3—:; La con-
dition d’intégrabilité est encore une équation de Monge-Ampére,
a laquelle doit satisfaire la fonction z de u, ¢, quelle que soit la
surface S admettant I’élément linéaire (1). Cette équation est for-
cément identique a I’équation bien connue a laquelle satisfont les
coordonnées rectangulaires d’un point d'une surface admelttant

I’él1ément linéaire donné..

10. De chaque congruence de droites tangentes 4 une surface S,
nous venons de voir comment on peut déduire une équation aux
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dérivées partielles du second ordre dont I'intégration permettrait
d’obtenir par des quadratures toutes les surfaces applicables sur la
surface S. Nous allons montrer maintenant que toutes les équa-
tions ainsi obtenues peuvent se ramener a une seule par des
transformations de contact. 11 suffit évidemment, pour cela, de
prouver que deux quelconques de ces équations se déduisent I'une
de I'autre par une transformation de contact. Supposons d’abord
que les deux équations (20) proviennent d’une méme congruence et
correspondent a deux intégrales différentes p et o' de I'équation ().
On a p'=1(p), et par suite on passe de la surface X lieu du
point M & la seconde surface ' en portant sur chaque droite OM
une longueur OM’'=o(OM), ce qui est une transformation ponc-
tuelle.

Considérons maintenant deux congruences distinctes et suppo-
sons que les courbes coordonnées soient les arétes de rebrousse-
ment des développables des deux congruences situées sur S. Pour
I'une d’elles, on peut prendre a =0, b =1, et A, I, m sont déter-

minés par les deux équations

(lF—e—mG)% -+ l(loE +m‘1§> = o,

(24) 2\ oo du
2
I\ oF 1 dG m 0G
WF+me G+ [ —5 %) %]=e

Les coordonnées X, Y, Z, P, Q d’un élément correspondant a
dz Jdy dz or dy 9z
ou’ 9u’ 9u’ o0’ 90’ o0
aux relations (2), sont données par les formules

un systéme de valeurs de u, v, » satisfaisant

oz Jdy _ dz
X_)‘x, Y_.)\D;, Z_)\%,
(25) P . Q _ —_1 =
Az dz ~ dy dy ~ ,0z Jdz~
l(—,L—L m 5~ lw—i—mb-& lm—‘-t-m;)

inversement, si nous reprenons les notations (21) du n° 6, nous
avons vu que les équations (25) font correspondre a un élément
(X, Y, Z, P, Q) un systéme de valeurs de u, ¢, ey, €2, €3, T4y N2y N3
liées par les trois relations

Se2=FE, Zgn=F, In?=0G.

Imaginons, pour plus de symétrie, que de ces trois relations on
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ait tiré les expressions des ¢;, 0;au moyen de u, ¢, et de trois autres
paramétres indépendants 8, 6,, 0;. Les formules (25) donnent
alors pour X, Y, Z, P, Q des fonctions des cinq variables indépen-
dantes u, ¢, 6,, 0,, 65. De ces formules, on tire

3

PdX +QdY —dZ=p Z(lsi+mm)d()\m),
.

ce qui, en tenant compte des conditions (24), devient

3

PdX + QdY — dZ =__)\p.2 (le;+ mng) D(vy), -
1

ou l'on a posé
dJ d J .
D( )= 5-db+ o ab,+ 3

PTR 99, .

La somme 2v;D(7;) est nulle puisque 27} = G ne dépend pas

des 6;. Il reste donc
3

PdX +Qdy —dZ = xsze,-D‘(m).
1

En considérant de mémeé un-élément X/, Y', Z/, P/, Q' déduitde la
seconde congruence formée de droites tangentes aux courbes (¢),
on aurait, avec des notations analogues,

P'dX'+ QdY — dZ' =Nyl E 7D ().
1

Mais la somme Z¢;v; = F étant indépendante des 9;, on a

. Z0;D(e)+ Ze;D(ny) = o,
et par suite

(26) N l'(PdX + QdY — dZ) — A\ l(P'dX'+ Q' dY' — dZ') = o,

ce qui montre bien que V'on passe de 'élément (X, Y, Z, P, Q) a
I'élément (X', Y', Z/, P’, Q') par uné transformation de contact.

11. On est ainsi conduit & un groupe de transformations de
contact qu’il est possible de déterminer d’aprés. une propriété
caractéristique. Soit S une surface particuliére admettant I'élément
linéaire (1) et deux congruences de droites () et (G') tangentes
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a S. Par un point m de S passe une droite A de la congruence (&)
et une droite A’ de la congruence (G') qui sont I'une et I'autre
situées dans le plan II tangent 4 S au point m. Au moyen de la
congruence (G ), on fait correspondre au point m de S un point M
d’une surface = dont la normale en M est paralléle au plan II. De
méme, au moyen de la congruence (G'), on fait correspondre au
point m de S un point M’ d’une autre surface 2', dont la normale
en M’ est paralléle au plan II. De plus, les droites OM, OM’ sont
respectivement paralléles aux droites A et A’. On vient de démon-
trer que 'on passe de 2 a ' par une transformation de contact,
quiestindépendante delasurface S, admettant]’élémentlinéaire (1).

- D’aprés les constructions précédentes, les normales en M et M’
aux deux surfaces X, X' sont dans le plati MOM/, paralléle au
plan II. Les transformations de contact dont il s’agit sont donc
telles que les normales aux deux éléments correspondanls (X,Y,Z,
P, Q), (X, Y, Z, P, Q') soient dans le plan MOM'. 1l est facﬂe
de déterminer toutes les transformations de contact qui possédent ;
cette propriété. Si la transformation est déduite d’une seule équa-
tion directrice

(27) qJ(X, Y, Z X', Y,Z)= o,

cette relation fait correspondre a un élément de contact composé
du. point (X, Y, Z) et d’un plan passant par ce point un élément
de contact de la surface (o) représentée par I'équation (27),
X', Y/, Z’ étant les coordonnées courantes. La normale a cet élé-
ment don, étre dans un méme plan avec la droite OM et par suite
cette surface (o) est une surface de révolution autour de OM. Pour
la méme raison, l’équauon (27) représente une surface de révolu-
tion autour de OM', quand on y regarde X, Y, Z comme les coor-
données courantes. La relation (27) est donc de la forme

(27)  @(X1+ Y421, X1+ Y24+ 2%, XX+ YY'+ 22) =o,

et l'on vérifie bien aisément que toute transformation de contact
déduite d’une relation de cette forme satisfait bien a la condmon
énoncée.

Si la transformation de contact est déduite d’un systéme de deux
équations directrices

(28) ' $1=0, ¢1=o0, ‘
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entre X, Y, Z, X', Y/, 7/, on verra de méme que ces deux équa-
tions représentent un cercle ayant OM pour axe, quand on
regarde X', Y', Z' comme les coordonnées courantes et un cercle
ayant OM' pour axe, quand on regarde au contraire X, Y, Z
comme les coordonnées courantes.

Les relations (28) sont donc de la forme

o X't o Y 4 22 = oy (X2 Y24 I1),
2
(>8) XX - YY 4 22 = gy (X2 + Y2 4 72),

Dans ce cas, les courbes situées sur les spheéres de centre O se
correspondent sur les deux surfaces 2, ¥', etles deux congruences
(9), (G') ont les mémes courbes (K) (n" 4).

Enfin, si la transformation est une transformation ponctuelle, la
normale a ’élément (X, Y, Z, P, Q) ne peut étre située dans un
plan passant par les points O et M', quels que soient P, Q, que siles
trois points O, M, M’ sont en ligne draite. La transformation est
alors définie par des formules

Y:%:%:/(X,Y,Z).

Lorsque le point M décrit un cercle de centre O, on voit aisé-
‘ment que les normales aux deux éléments ne peavent étre dans un
méme plan que si le point M’ décrit aussi un cercle de centre O.
On a donc OM' = ¢ (OM) et I'on retrouve la transformation ponc-
tuelle déja signalée (n° 9). Les transformations précédentes com-
prennent plusieurs transformations connués, en particulier la
transformation apsidale.

12. On obtient la premiére transformation de Weingarten en
supposant I'élément linéaire mis sous la forme
dst=dut+2dvdy = du*+2%dudv + 23—1’@’,

et en posant

Des relations

S<d.1:>’=l’ g9z dz _ 9y s(dz)i_@np

(_)Tl =T

Jdu do du
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on déduit immédiatement que 'on a

Sé—‘?-dx = 0.
Ju

Les surfaces 2 décrites par le point (X, Y, Z) satistont bien a la
condition imposée. La congruence des tangentes a S est formée

par les tangentes aux courbes ¢ = const., et les courbes (K) cor-
dJ .
respondantes sont les courbes %% _ const. (¢f. n° 3).
9
Dans ce cas particulier, 'équation aux dérivées partielles des
surfaces 2 prend une forme simple

d:9 ) r #0%9
d—p-—(r"-‘-P)W"‘PP P

7= 0

p el g représentant respectivement la distance de l'origine au
plan tangent et le carré de la distance de I’origine au point M, ¢’
et p” sont les rayons de courbure principaux, et lafonction o (p, ¢)
se déduit de ¢ (u, v) par la transformation de Legendre.

Proposons-nous de trouver tous les cas ou I’équation des sur-
faces (2) est une relation d’involution entre les rayons de courbure
principaux, dont les coefficients dépendent uniquement des para-
métres u et ¢, c’est-a-dire de p et g, en conservant les notations
précédentes.

Supposons que nous ayons pris pour courbes coordonnées (u)
les courbes tangentes aux droites de la congruence, et que les
courbes (¢) aient été choisies de fagon que I’on ait m = o dans les
formules (5). Les surfaces X sont alors représentées par les for-
mules

. 0x d 03
(29) X:A%’ Y=);()’—Z) Z:—_—)\%,

\ satisfaisant aux deux équations compatibles

| 2B
3 Ju 2d0 O
(30) gk (9F _ 196\ _
P (%—Edu -
On a dans ce cas
S%dx=0,

du
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et 'on peut prendre, pour paramétres directeurs de la normale,

(31) A=3, B=

L’équation qui détermine les rayons de courbure.principaux -

de X peut s’écrire

JdX oA JX

Fr o

, aY JB oY
(32) on p %’ 9%

JZ JdC J0Z

ou ®ou’ v

en posant p = R\/A*4 B*Cz.

¢

e

—P 5

JA
o
JB
o
dC
o0’

k)

A

Remplacons X, Y, Z, A, B, C par les expressions (29) et (31);

I'équation devnent

) dx iz _ Nz d\ dx d’x . Nz
du 90 T ouaw T Paur’ do 9o ~Pouds’
I\ dy A sy oy o\ dy dty  dty
dudv + duov  Paur’ dv 9o dv? Pdudo
d\ dz 0tz 02z O\ 03 d*z %z
oude T 3w "Pow’ oo T 0m T Pouas’

Multiplions ce déterminant par le déterminant

dj
du
A= d_x
dv
c

dy
Ju
ay
ov

’

4

Q
Ju
Q
dv

cll

)

Q_x_
Ju
44
u
0z
ou

ou ¢, ¢, ¢" désignent les cosinus directeurs de la normale a la sur-
face S au point (u, ¢). En appliquant la régle classique de multi-
plication des déterminants, et en tenant compte des relations (5),

I'équation en p devient

o % 0E  p dE ax oF
Wi *ts% 20w it *(o.,
28 x 0G oF 1 0E )\
riadaald i <¢m"5 %) Frities

M —L,

190G\ p OE
P %)
290G p oG

290 29u’
AN —poM,.

" ’
2 dy
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ou l'on a posé

d:x . Oz ‘ Rz
""SCE?’ ‘M=bcdudv’ . P

-Cette équation développée devient
(33) p?(BM — L3) + p[aM —Ly — X(BN — M8)] + xMy — AN« = o,

ou l'on a posé

o (0B dG

—_— — 2__ F - P —_—

= (F EG)+2<F0 Edu)

OF 10E\ F 0E
p—_L(du ;dv> 2 du’
o OF oG 0G®
- 2 __ —_— —— —— —_—
= 5(F E(,)+>l(r leu 21:()0)

‘\ t G JE
¢=3 (EE —F 35)'
Pour qu’il existe entre les racines de I'équation (33) une rela-

tion indépendante des rapportsxI » 32 il faut et il suffit que les

trois formes linéaires en L, M, N qui formentles coefficients de p?,
de p et le terme mdependant dans l’equatlon (32) ne soient pas
distincts. En faisant le calcul, on trouve que cette condition se
dédouble en deux

(34) (a4 8%) (a8 —By) =o.

Supposons d’abord que I'on prenne « + 0k = o. En remplagant

- . .. . dl
« et B par leurs expressions, cette condition devient 9 = La

. . . . JE
premiére des relations (30) montre qu’on doit avoir 5= =o. On
peut alors supposer E=1, et ds? est de la forme

ds?= du?+ aFdudy + G du?.
JF 1 9G
dv 2 9du d

La seconde des relations (30) prouve de plus que, v oit

¢tre fonction de la seule variable ¢, on peut donc poser

oF 1 JG .
Si V=0, on a la forme méme de Weingarten. Si V' n’est pas
Lv. 3
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nul, on peut écrire la condition précédente

Oy 10 o
S [e¥F]= = =[G,

I

2
et 'on en tire

' 9 oy

e — 9=V

F=e o’ G =2e 3%

d’ou I'expression de ds?

ds?= du?+ eV 2d—¢du dy + 2iq:d02
Ju dy

que 'on peut ramener a la forme de Weingarten, car ds? s’écrit

aussi
ds?= du?+ (2d {) (e=Vdv).

Remarque. — 1l y a aussi une relation d’involution entre les
racines de I'équation (33), si les coefficients «, 3, y, d satisfont a
la condition «d — By = o. L’un des rayons de courbure principaux
de la surface 2 est alors une fonction déterminée de u, ¢.

En remplagant, dans o et 2% d—)‘ et d— > par les valeurs tirées des

formules (30), il vient

_2E( OB _ dG)
*=3 F_( dy Ju
» E oE aG G

et la relation aé — 3y = o devient

(35) (F )(FdG G%)
- (aG% - G%G‘;—F‘;—S') (QE:;: h‘:)_f F;:—:>.

Rapprochons cette condition de la formule (¢') qui donne les
courbes (K) pour la congruence formée des tangentes aux
courbes u = const., et de la formule analogue obtenue en permu-
tant u, v, E, G, qui détermine les courbes (K) pour la congruence-
formée des tangentes aux courbes ¢ = const.; la condition (35)
exprime précisément que les courbes (K) sont identiques pour
les deux congruences. Il s’ensuit que les courbes (u) et les
courbes (¢) se coupent sous un angle constant (n° 4) tout le long
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d’une de ces courbes (K), et la surface S est une surface déve-
loppable (n* B).

13. Cette premiére méthode de Weingarten fait correspondre a
une surface réelle une surface imaginaire. On peut éviler cet
inconvénient en conservant la méme congruence de droites. Sup-
posons ’élément linéaire mis sous la forme '

(36) ds?= du?+ dvt+[de(u, v)]?
= (1+ pY)dur+ 2p g dudv + (1+ q?) dv?,
ou
=% _ %
P=gu0 1= 3"
D(p, 9)

La relation (g)' devient =o0. On peut donc prendre

D(u, )
pour A une fonction arbitraire de ¢. Sil'on prend 2 =1, la sur-

face 2 est représentée paramétriquement par les formules
ox ) .
x=22, v=%2, =2,

et les cosinus directeurs de la normale sont proportionnels &

dw_ e gy oy 05 0
990 — P35 7 9u do’ Y9a —Pae”

Les coefficients angulaires du plan tangent a 2 sont donnés par
les formules '

P Q _ —1

e 9z~ Oy _ dy~ 9 _ 0
Y90 " Pav T9u Por Y90 Py

et des combinaisons faciles donnent pour la valeur commune de
ces rapports lés deux expressions nouvelles
PX+QY—Z _ VP2 Q1
—P Vai+p*

On a donc entre u, v, g—?‘, %» X, Y,Z, P, Q les quatre relations
dz dz dz Vpi+ gt
7= — — ) — I e
(37) oy’ 750 —Pov VPix Qz...,’
x2+Y2+Z2=I+q!’ —P.___=.PL+M.

=



Ces quatre relations permettent d’exprimer p, g, 9z 9% o
- du dv
moyen de X, Y, Z, P, Q. Supposons d’autre part qu’on applique
4 la fonction ¢(u, ¢) la transformation de Legendre

Y=ou ) —ud® %, %

9.
ou o' P=5 7= 35

on aura , _
dY=—udp —vdg
et par suite

.9 _ Q_!{{
U=-— —y .v_-—-dq-
La condition
23 0z
dz = (Edu 5 dv
devient ,
_ Us W Jdz , (oY
as=—54(5) ~ 7 (%)

_ [0z Ry 0z 9y dz 91y gozq»)
@) di=— (5 T+ 5 ag) (52 g+ 0 ) ¢

et la condition d’intégrabilité fournira I'équation aux dérivées par-
tielles des surfaces (2).

14. Si 'on connait une famille de géodésiques du ds* donné et
leurs trajectoirrs orthogonales, on peut prendre le ds? sous la

forme
ds? = du?+ G dv?;

On a vu plus haut (n° 4), que pour obtenir une congruence de
tangentes admettant ces lignes géodésiques pour les courbes (K),
il suffit de prendre des droites coupant sous un angle constant
chacune de ces géodésiques, cet angle variant d'une fagon arbi-
traire quand on passe d’une géodésique a une autre. Si l'on prend
par exemple la congruence des tangentes aux trajectoires orthogo-
nales, on a

a=o,

_ oz 4 _ 403
.b—l? X—)\-‘;;-) \Y.—)xa—;) Z.—)\;);,

I'équation (g') devient ‘;—i = 0. On peut prendre par exemple
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et I'on satisfait aux relations (7') en prenant

v dG

l —-,G, m= ; ’d—u- .
Sil’on prend au contraire la congruence des tangentes aux lignes
géodésiques elles-mémes, la surface 2 est représentée par les for-

mules

[~

_ LIz _ '(),y g _ Jz
X——/.()—u' Y—)\‘-)-l—t, L—ld—u’

ou 2 est une fonction de ¢ seulement. On peut prendre icia =1,
b = o, et les conditions (7) deviennent

o ldlogl_'_de__
ou="2% dv 5 ou_°

Dans le cas particulier ou ’élément linéaire est de la forme
(39) ds?=dut+ [2u+ ¢(v)] dv?,

la surface est applicable sur une surface réglée a plan directeur
isotrope, et ’équation de Weingarten peut étre ramenée a la forme

s:f(x,y, 3 P q)1

ce qui exige que les équations différentielles de chaque famille de
caractéristiques admettent une combinaison intégrable. L’existence
de ces combinaisons intégrables résulte de la propriété suivante
que j'ai signalée dans le Mémoire déja cité (note de la page 11).
Etant donnée une surface admettant I’élément linéaire (39), si a
chaque point de cette surface on fait correspondre le point de la
sphére oii le rayon paralléle a la tangente a la géodésique ¢ = const.
(ui passe en ce point perce la sphére, aux lignes asymptotiques
de la surface correspondent les génératrices rectilignes de la
sphére. Il s’ensuit que les lignes asymptotiques de S ont pour
images des courbes planes de 2 situées dans des plans isotropes.
Les caractéristiques de I’équation aux dérivées partielles de Wein-
garten sont donc situées dans des plans isotropes, ce qui fournit
bien une combinaison intégrable pour chaque famille de caracté-
ristiques.
Prenons le cas plus général ou le ds? est de la forme

(40) ds?=dur+ 2D dudv + (Au2+2Bu + C) dv?,
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A, B, G, D, étant des fonctions de ¢, qui convient & une infinité
de surfaces réglées, pour lesquelles les génératrices rectilignes sont
les courbes (¢), et qui dépendent d’une fonction arbitraire. L'équa-
tion aux dérivées partielles a laquelle satisfait une des coordonnées
d’un point-de toute surface S admettant cet élément linéaire admet
donc une infinité d’intégrales, dépendant d’une fonction arbitraire,
qﬁi sont des fonctions linéaires de u; cette équation est donc en
involution avec I'équation '
9%z
(—)—lﬁ = 0.

L’équation de Weingarten correspondante admet aussi une
involution du second ordre qu’il est facile de déterminer, si I'on
part de la congruence de droites tangentes aux courbes (u). Les
courbes (¢) sont alors les courbes (K) de cette congruence (n° 4).
Pour une surface réglée S admettant I'élément linéaire (40), la
courbe I' de 2 qui correspond a une génératrice rectiligne est un
cercle ayant pour centre l'origine.

L’équation de Weingarten est donc en involution avec I'équa-
tion aux dérivées partielles des surfaces engendrées par un cercle
ayant l'origine pour centre, lorsque le rayon et le plan du cercle
varient d’une fagon arbitraire.

Le probléme que nous venons d’étudier doit étre rapproché d’un
probléme analogue traité par M. Bianchi (*). Supposons qu’a
chaque point m d’une surface S on associe un point M invariable-
ment lié au triédre T; peut-il se faire que la normale a la surface 2
décrite par M soit elle-méme invariablement liée au triédre T quand
on remplace la surface S par une surface quelconque applicable
sur S?

I’étude systématique de ce probléme permet de retrouver un
grand nombre de résultats importants de la théorie des surfaces,
qui ont été en général établis par des méthodes trés différentes.

(1) L. BiaNcui, Sopra una proprieta caratteristica delle congruenze retti-
linee di rotolamento (Alli della R. Accademia dei Lincei, vol. XXIV, 5esérie,
1°T semestre, 1925).



