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SUR LES SERIES DE TAYLOR QUI ONT DES LACUNES GENERALISEES;

Par M. MaNDELBROJT.

Le but de ce travail est de généraliser quelques théorémes sur
les séries de Taylor, que jai établis dans d’autres travaux.

Je profiterai de I'occasion pour donner un point de vue général
ui pourra embrasser toutes ces recherches.

Nous généralisons ici la notion de lacunes.

Dés I'apparition de mon Mémoire Sur les séries de Taylor qui
présentent des lacunes, M. Montel a proposé de généraliser mes
théorémes pour le cas ou la croissance d’une partie des coefficients
est plus petite que celle des autres.

Ainsi, par exemple, on se demande si Pou peut remplacer la
condition hy 4y — 4y, >k (') par

lim |ay,+1 |+ ]y, 42| +...+]|ar,+1|=o0.

Je me suis placé & un point de vue spécial qui me semble étre
naturel et apte a donner de nouveaux résultats.

I.

1. Va1 déja étudié a plusieurs reprises les séries de Taylor qui
ont des lacunes. Etant donnée une suite de nombres entiers
positifs X,, nous avons étudié les singularités des fonctions corres-
pondant aux séries Za, ..

En remarquant que la plupart des théorémes en question don-
nent des renseignements sur les singularités situées sur le cercle
de convergence (nous supposerons le rayon toujours égal a un), on
voit qu’une série b, x™ avec des coefficients b,,, tels qu'il existe
une suite ), donnant lieu a I’égalité

(M) T T, =8 <1,

(') Yoir Sur les series de Taylor qui présentent des lacunes (Anndles de
U'Ecole Normale Supérieure, t. 40).
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peut étre considérée comme une série ayant des lacunes qui
correspondent aux indices X,. Les coefficients by, peuvent étre
considérés, a notre point de vue, comme étant égaux a zéro et 'on
peut appliquer & ce cas tous les théorémes auxquels nous faisions
allusion (').

Quand nous employerons l'expression : « séries ayant des
lacunes » nous aurons en vue des séries du type Zb,z™; les
séries qui ont des « lacunes généralisées » difféerent profondément
de celles-ci. Nous allons introduire ces séries dans le présent
travail.

2. Rappelons les théorémes suivants :

a. La fonction correspondant ala série Sa,z* ou la suite 2,
est telle qu’on puisse en extraire une suite partielle A,, telle que

lim(Ap; 41 —2PN,,) = oo,
p élant un entier positif, ne peut pas étre mise sous la forme
()
7 )
[P(z)]P*

ou ¢(x) a un rayon de convergence supérieur a un, et oi P(z) est
un polynome.

b. La fonction Za,z* ou la suite A, ne contient pas de mul-
tiples des ¢ nombres p,, p», ..., pv, premiers entre eux, a au
moins ¢ -1 points singuliers sur le cercle de convergence.

Ces deux théorémes suffisent pour pouvoir constater, d’une
maniére grossiére il est vrai, le fait suivant :

Les singularités des séries admettant des lacunes sont d’autant
plus compliquées qu’elles ont plus de lacunes (2).

Que cette maniére de considérer I'effet des lacunes par rapport
a leur fréquence ne soit pas trés rigoureuse, on le voit en tenant

(') Sauf le théoréme sur les continus non-bornés.

(?) Voir aussi les théorémes de la page N et de la page M de mon Mémoire
Sur les séries de Taylor qui présentent des lacunes, t. 40, 1923.

Je renvoie aussi & mes autres travaux : Sur la définition des fonctions analy-
tiques (Acta mathematica, t. 45), ou I'on trouvera le théoréme b; Sur les series
de Taylor prolongeables (C. R, Ac. Sc., juin 1924).
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compte du n° 1. On ne pourrait pas, en effet, dire d’'une maniére
immédiate laquelle de deux séries données a le plus de lacunes [(si
I'on tient compte du n:’ 1, en considérant comme lacunaires les
séries b, z™ avec lim A;‘/ml =o0<1(")]- Une précision a cet
égard est nécessaire.

Etant données deux séries Sa,z" et £b,z", on dira que la pre-
miére série a plus de lacunes que la seconde, si, quelle que soit

la suite X, telle que .
lim %/fay, | =1,

on puisse indiquer une autre suite ), contenant outre les éléments

o
de la suite A,, d’autres entiers, et telle que Iim /|6 | =1,

sans que laréciproque soit vraie (c’est-a-dire il existe une suite A, telle
que lim )Vm =1, mais on n'a pas lim }/[ay; | =1).

Cette définition étant admise, on peut dire avec plus de netteté
que les théorémes cités permettent de prévoir qu'une fonction a
des singularités d’autant plus compliquées (soit dans leur nature,
soit dans leur nombre) que la série correspondante a plus de
lacunes.

3. Le fait le plus classique qui se présente dans I'étude des
singularités d’une série de Taylor est le théoréme de Cauchy-
Hadamard, a savoir que l'inverse du rayon du cercle de conver-
gence d’une série Ta,z" est donné par I'expression

Tim VTan].

Il nous sera commode de dire que la suite C/I—Zz,,—| tend vers un
(st le rayon de convergence est égal 4 un), méme si elle n'y tend
pas réguliérement. ,

Nous dirons, alors, qu’elle tend vers un irréguliérement.

(') 11 se peut par exemple que I'ensemble dérivé de Pensemble V| b, | contient
tous les points d’un intervalle dont I'extrémité droile est le point 1, la méme cir_

conslance peutl se présenter pour Vensemble '{/lm Dans ces conditions, il serait
impossible de dire la.juelle des deux xéries Sa,z" ou b,z a plus de lacunes, sans
faire des conventions spéciales, car on ne peut indiquer ni toutes les lacunes de
la série £a, Z", ni toules les lacunes de la série 56, z".
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Quand la série Ta,z" admet des lacunes, la suite \/|a, | tend vers
un irréguliérement d’'une maniére manifeste.

«. Les singularités d’une série de Taylor sont d'autant
plus compliquées que la suite \/| an| tend plus ou moins irrégu-
lierement vers un.

Il est évident que, comme on ne considére que les valeurs
absolues des coefficients, ce dernier énoncé doit étre compris de
la maniére suivante. Si, l’ii'régularité de la suite '\lxll—m caractérisée
par la propriété (a) étant véritiée, les singularités de la série Za, "
ne peuvent pas étre de la nature caractérisée par la propriété (A),
Iirrégularité plus forte de la suite {/[b.| (c’est-a-dire la pré-
sence d’'un plus grand nombre de lacunes) caractérisée par la
propriété (a’) entraine le fait que les singularités £b, 2" ne peuvent
pas jouir d’une propriété (A’); les propriétés (A) et (A') étant
entre elles dans le rapport suivant : tout ensemble de points singu-
liers jouissant de la propriété (A) jouit a plus forte raison de la
propriété (A') ; mais il existe, au contraire, des ensembles jouis-
sant de la propriété (A'), sans qu’ils jouissent de la propriété (A).
L'impossibilité de donner, dans ce cas, des renseignements plus
précis sur les singularités, résulte, en partie, du théoréme de
M. Fatou, d’aprés lequel il suffit de changer de signe une infinité
de coefficients pour que le cercle de convergence devienne une
coupure; en effet : de deux suites y/[a, | et y/[6,] la premiére ten-
dant réguliérement vers un, la deuxiéme au contraire, tendant
vers un irréguliérement, on pourrait toujours former une
série Z( —1)™a,z" ayant le cercle de convergence comme cou-
pure (d’aprés le théoréme de M. Fatou), la série £b,2™ pouvant
étre supposée prolongeable. 1 suffit pourtant de remarquer que,
dans ce dernier cas, la série Z(—1)™«a,z" est la différence d’une
série n'ayant pas de lacunes et d’une série ayant des fortes
lacunes. C’est donc toujours le fait («) qui doune des explica-
tions sur la complexité des singularités.

La remarque désignée par (o) justifiée par nos théorémes, jointe
au théoréme de Cauchy-Hadamard, nous semble étre la base de
’étude des singularités de la série de Taylor.

4. La série entiére Za,z" élant telle que la suite y/ja,} tende
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réguliérement vers un, il se peut qu’on puisse séparer la suite des
nombres entiers positifs (n) en deux suites complémentaires Xn

et A, telles que les deux suites ‘(/ |ay,| et xé/ |ay.| tendent vers un
de deux maniéres différentes, le fait devrait permettre de pouvoir
donner des renseignements sur les singularités de la fonction
correspondante d’aprés la croissance d’une des deux suites A,
ou .

C’estici, encore, qu’on pourrait établir la possibilité de constater
que les expressions '{/]_a:l d’une série Za, z" tendent plus régulié-

rement vers un que les expressions y/| b, | de 'autre série V]onl,
tout en supposant que les deux suites tendent réguliérement
vers un.

Il nous faut pour cela introduire la notion de lacunes géné-
ralisées.

5. Une grande partie des théorémes connus jusqu’a un certain
moment et concernant les singularités des séries de Taylor, por-
taient sur les conditions suffisantes pour qu’une telle série admette
un seul point singulier, soit sur le cercle de convergence, soit dans
le plan tout entier.

Un théoréme trés caractéristique a cet ¢gard et démontré par
plusieurs auteurs (avec des légéres modifications) est le théoréme
suivant :

La fonction ¢(z) =2 g(m)z™ ou g(z) est une fonction entiére
d’ordre inférieur & «n posséde un seul point singulier dans tout le
plan (voir Leau, Faber, Wigert, Lindelsf).

Il y a de méme des théorémes plus généraux établissant le
rapport entre les singularités d’une série Sa,z” et la série S g (an) z"
ou la fonction g(z) est une fonction entiére spéciale.

Pour que ces théorémes aient un sens réel, il faut que les coef-
ficients @, ne soient pas bornés en modules. Dans ce qui suit, nous
supposerons qu’une suite | @,, | extraite de la suite | @,| tend vers
Pinfini.

Parmi ces séries, la série Tma™ estla plus simple. L’expres-
sion 'y/m tend réguliérement vers un, et il y a méme lieu de la
considérer comme une expression tendant vers un de la maniére
la plus réguliére possible (la série Zz™ ne pouvant pas entrer en

LI, 16
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considération, car ses coefficients ne satisfont pas 4 la condition
exigée).

Ce qui importe a notre point de vue, c’est le fait que la
série g (m)z™ ne peut avoir trop de lacunes; A, étant une suite
de nombres cntiers positifs, telle que g(X,,) = o, il faut que la

m
, . N 1
série ) 55
du fait que la série £g(m)z™ a un seul point singulier dans tout
le plan; le théoréme de M. Leau peut donc étre considéré comme
un théoréme appartenant au groupe des théorémes portant sur les
lacunes, ainsi d’ailleurs que les théorémes de MM. Fatou, Borel et

des autres]|.
Supposons au contraire qu’on ait une série b, z™ dont les
coefficients satisfont aux conditions suivantes :

(s < 1) converge. [Ceci est dailleurs la cause, sil'on veut,

by, = mit% (a>0) (i=1,2,...),

la suite m; étant une suite donnée a 'avance, et 'on a pour tous
les autres entiers positifs m

bu=m (m # my).

. m .
La suite /b, tendant encore vers wun, mais non de la méme

maniére ue la suite "\7 m, on voit qu’on peut former une fonction
entiére g(3z) d’ordre inférieur a un et telle quela série 2g(bn)z™
ait autant de lacunes que ’on voudra, pourvu que la suite m; soit
bien choisie.

Le fait qu’une série 2g(by)x™ puisse avoir plus de lacunes
qu’une autre série 2 g(an)z™ dépend du fait que la suite }/[bm |
tend vers un d’une maniére moins réguliére que la suite V/[an|.

Ces remarques, plutét intuitives, d’une part, et Iexistence
d’un rapport intime entre les singularités des fonctions Za,z"
et Zg(ay)x®, d’autre part (établie par les théorémes dont nous
parlions au commencement de ce numéro), justitient la définition
des « lacunes généralisées » que nous allons donner.

Ces lacunes généralisées pourraient nous fournir, comme nous
le verrons dans le Chapitre suivant, des renseignements sur les
singularités de séries correspondantes.
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Soit La,x* une série entiére (qui peut ne pas avoir des
lacunes ('), si la série2g(a.)x" o g(3) est une fonction

entiére admet des coefficients d’indice )., comme lacunaires
Y

\ . . Ill(-——"" 1 , .
c'est-a-dire tels que lim /| g(anr,) | <C x» Rétant le.rayon de
convergence de la fonction 2g(an)x™ supposé fini), on dira
que la série Sa,z" admet des lacunes géndralisées, les coef-
Sicients lacunaires étant d’indice \),.

1.

6. 11 est évident qu'une série n’ayant pas de lacunes au sens
strict de ce mot, peut en avoir au sens général (lacunes généra-
lisées), ces lacunes étant engendrées par 'emploi d’une fonction
entiére g(z); onemploieralasérie 2 g (@, ) k™ x™silasérie Zg(a,)z"
a un rayon de convergence différent de wun.

Nous établissons le théoréme suivant :

Soit f(x) = 2a,x" une série entiére admettant par rapport
ala fonction entiére e*, des lacunes généralisées correspondant
a tous les multiples d’un entier p, alors la fonction f(z) ne
peut avoir comme seul point singulier le point d’affire un s
lon a

(1) lm(—z)}f(x) =0
r>
pour k < 2.
Ceci résulte de notre théoréme b et d’un théorcme di a M. Leau
et qui s’énonce comme il suit : '

Si la série Za,z* a un seul point singulier d’affixe 1, tel
‘ P g ’
que lim (1 — z)*2a, 2" = o, la fonction X g (a,)x" ale seul point

singulier d’affixe 1, ¢(3) étantune fonction entiére d’ordre 1_‘ *.

. L. . T
On voit que notre théoréme est vrai si limy/| /4|21, car en
supposant que la conclusion du théoréme n’est pas vérifiée, on

(*) C'est-a-aire que l'on a lim 'V| a,| =1 (réguliérement).
{%) Voir HApAMARD, La série de Taylor et son prolongement analytique, p. 72.

LI, 16.
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aurait a plus forte raison
lim(tr — z)22a,z" = o,
et alors, d’aprés le théoréme de M. Leau, on aura

I-ITI;,"/ l en | =1.

La série 2e% 2" a donc le rayon de convergence égal a un, et
elle admet des lacunes qui correspondent au théoréme B pourv =1,
elle admet donc surle cercle de convergence deux points singuliers
au moins, et notre théoréme se trouve démontré [car si a,z”
avait un seul point singulier d’affixe 1, la série Xg(a,)x" ne
pourrait en avoir qu’un seul sur son cercle de convergence d’aprés
le théoréme de M. Leau].

Le théoréme démontré n’a pour but que de démontrer que des
lacunes généralisées peuvent encore donner des renseignements
sur les singularités.

Mais il est évident que ces lacunes ne peuvent pas donner autant
de renseignements que les lacunes ordinaires, car l'irrégularité de
la décroissarrce de la suite \"/ «n | vers 1 est dans le premier cas
moins exprimée que dans le deuxiéme.

7. Nous voulons en tirer des conséquences d’un autre caractére.
Posons
ap=a,+1 {3,;
Supposons que

T 2 ~
() hmf:o et lim —n";p:o<0.

La série ez a donc des lacunes correspondant a la
suite np(n=1,2, ...), et la série T, z" a des lacunes géné-
ralisées correspondant aux mémes indices.

D’aprés notre théoréme, la fonction Za,2" ne peut pas avoir
comme seul point singulier le point d’affixe 1 et qui de plus soit
d’ordre d’infinitude inférieur a 2.

Cela veut dire que les lacunes (d'un genre différent de celui
que nous -avons considéré jusqu'ici), par rapport a la partie
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réelle seulement des coefficients, fournissent déja des ren-
seignements sur les singularités de la fonction correspon-
dante.

l en est évidlemment de méme pour la partie imaginaire des
coefficients.

8. Faisons une autre remarque qui semble éclaircir ce genre
de recherches d’un autre point de vue.

Le logarithme du rayon de convergence d’une série entiére est
donné par Vexpression

(1) hllg,a,,l

En ¢tudiant la nature des points singuliers sur le cercle de
convergence, M. Hadamard a introduit la notion de 'ordre sur le

cercle de convergence qu’on obtient par’expression fim gl an] gl a”l (2).

Le fait de remplacer dans I'expression (1) la valeur n par logn,
ou plus généralement par une fonction de n quand il s’agit de la
nature des singularités sur le cercle de convergence, semble étre trés
important ('). Ecrivons les expressions (1) et (2) de la maniére
suivante :

R Iogn,, — Rloga,

Tim —p et liim s

logn

ou Ra sign'iﬁe la partie réelle de a. Nous voyons d’aprés nos
recherches qu’il y a lieu de changer le numérateur de I'expres-
sion (1) au lieu de changer son dénominateur, en étudiant
Pexpression

~— a2, ——— Ra
lim =2 = lim —2.
n

On peut donc voir, « priori, quc Uexpression la plus générale
qui puisse fournir des renseignements sur les singularités du

(*) Clest d’ailleurs en remplagant n par o (n) que M. Hadamard a abordé une
pareille .étude.
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cercle de convergence, sera de la forme

o Ro(an)
m _q)n_“'

Nous ne nous arrétons plus pour le moment sur ce point.

9. Dans une Note récente, j’ai généralisé le théoréme (b) rappelé
au numéro 2.

Comme les considérations de ce travail sont strictement liées a
ce théoréme [ainsi par exemple le théoréme du n°® 6 peut étre
généralisé au fur et & mesure que 'on généralise le théoréme () ].
nous en donnons ici la démonstration.

Démontrons d’abord le fait général suivant (') :

Si la suite 2, est telle que I'ensemble de points singuliers de
toute série X,z posséde la propriéeé (T), 'ensemble de points
singuliers de toute série 2b,27%, ou la suite 7, contient tous les

"

éléments de la suite A, et en outre des éléments A qui forment
une série Z)T’”T ($ < 1) convergente, posséde également la pro-
n .

priété (T).

Démonstration. —— On peut construire une fonction entiére
d’ordre inférieur a un admettant comme zéros les points d’affixes A,

On a donc
g(p)=o0 (n=1,2, ...

la fonction ¢(z) =2 g(m)x™, d’aprés le théoréme du numéro,
admet dans tout le plan un seul point régulier.

Supposons, alors, que la suite %, est telle que 'ensemble de
points singuliers de toute fonction f(z)==2a,z* jouit de la
propriété (T).

En posant

F(2) = 2bpaV), =S¢, 2",

(') Au.fond c'est un cas trés particulier de ce priucipe qui a été employé par
M. Faber pour démontrer le théoréme de M. Hadamard sur les coupures. Nous
démontrons ce fait d’'une maniére analogue a celui qui a servi a M, Faber pour
démontrer le théoréme de M. Hadamard.
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on voit, en appliquant I'application H aux deux séries F(z) et ¢(x)
| c’est-a-dire en formant la série Xg(m)c,z™] que la fonc-
tion §(z)=H(F, 9) est représentée par la série

O(x)==dyxh,

I'ensemble de ces points singuliers posséde donc la propriété (T).
Comme, d’aprés le théoréme de M. Hadamard, I’ensemble E,
de points singuliers de la fonction F(z) contient comme sous
ensemble I'cnsemble de points singuliers de la fonction 8(z), on
voit, d’aprés les hypothéses, que 'ensemble E,; posséde la pro-
priété (T). C.Q. F.p.

La propriété de posséder au moins A points singuliers, ainsi
que la propriété de l'ensemble d’étre non réductible, est une
propriété (T).

On peut donc ¢énoncer, le théoréme suivant, en s’appuyant sur
le théoréme (b).

St les s puissances (avec un s >1) des inverses des mul-
tiples de k nombres pi, ps, ..., px premiers entre euzx Nf",
VRS VSR V1 VRS 7 N U AN U R
les NP(p = p1y P2y + - s Pk3 S = Riy My . . ., $5) 6tant contenus dans
la suite '\,, forment k séries convergentes, la série Sa,zMa,
sur le cercle de convergence, au moins 2% points singuliers ().

On pecut de la méme maniére généraliscr le théoréme du n° 11
de mon Mémoire Sur les séries de Taylor qui présentent des
lacunes.

(*) Dans le théoréme du n® 6 nous avons mis k + 1 au lieu de 2%, mais on m’a
fait remarquer que la méthode qui sert pour établir que la série a au moins k + 1
puints singuliers sert du méme coup 4 établir qu’elle en a au moins 2%,



