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QUELQUES FORMES DIFFERENTES DES EQUATIONS GENERALES
DU MOUVEMENT DES SYSTEMES MATERIELS.

Pir M. Iv. Tzénorr.
(Sofia.)

1.

1. qi, ¢2y -+, gs étant les coordonnées d’un systéme matériel,
supposons que leurs dérivées par rapport au temps s’expriment
linéairement au moyen de quantités nouvelles v, w,;, ..., w;
c’est-a-dire

(1) 9':=2 ArqWa -+ aAr (r=1,2,...,9),

o=1

arq et a, étant des fonctions du temps ¢ et de ¢,, g3, .. ., ¢..
Ces équations résolues par rapport aux wg (en supposant (ue
ceci soit possible) donnent

(2) w,:Z broq)—+ by (a=1,2, ..., 8),

r=1

en supposant que les deuxiémes membres de (2) ne sont pas en
général des différentielles totales exactes et n’admettent pas de
facteurs intégrants.

Posons

dpa

(3) (l)a: —;{T =[I/a

(‘en réalité cette égalité n’existe pas).
Alors les équations (1) et (2) prennent la forme

. .
") 75'=2ara1’l¢+ar (r=1,2,...,5

) Pu= bragi-ba  (a=1,2 ...

r=t
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De ces équations on obtient

s

(1) 891'=2 arq 3py (r=1,2,...,5),
=1
s

(5) 8pm=2b,a89,. (a=1,2, ..., 8).

r=\

L’'équation générale de la dynamique est

s

(6) 5“[195—9-'5—@] bgr=o,

T, (la demi-force vive ou énergie cinétique du systéme) étant
fonctionde ¢, ¢iy g2y « -y G5y @iy @ar -2 G

Les équations du mouvement du systéme, écrites sous la forme-
donnée par Lagrange, sont

ddT, Ty _ =3 -
n ik i e to(r=12,..,8).

Ces s équations différentielles du second ordre nous déter-
minent ¢,, ¢, ..., ¢s en fonction de ¢ et de 25 constantes arbi-
traires, qu’on déterminera par les conditions initiales.

Nous allons maintenant introduire les quantités w,, w,, ..., v,
a la place des variables q', q,, ..., g, [équations (1)] dans les

équations (1) et obtenir de cette facon un systéme d’équations
équivalent.

Désignons par T, et Q° les fonctions obtenues en remplagant

dans T, et Q° les quantités ¢, ¢,, .., ¢, par leurs valeurs (1);
alors Ty et Q° sontdes fonctions de ¢, 7y, ga, ...y @5, W1, Wy ...y w4,
On a évidemment

0T, 0 dT, dg/!

(7) Tog — i 3g dury
r=1
[— s Qe
0T, _ JT, 0T, 994
8 — = = -2 1%,
(8) dg.  9q, +“2_.dq& 99,

Lut. 6
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En vertu de (8), I'équation (6) prend la forme
o [d T,  oT, oT,, aq, 5o
3[4 - o D e S
1=t r=1

Dans la premiére somme remplagant Sq, par sa valeur (4) et en
tenant comple que d’aprés (1)

oq,
dwy,

Qryg = )

on obtient I'équation

s — S S
S| d T, aT, 0 0T0 aq; .
Zi [E Jdq', - oq, Q"‘ 2 Loa P 2 2 0q 4 ¥qa=o;
a=t a=1

r=1

qui, en tenant compte de (7), devient

$
d JT, ITo . .\ 9g)
(9) 2. o [Fz m‘\ <¢)q, +Q )o’J;
o =1 r= ]
~ 0T, aq; _da d dq) ) _
+>-‘1 dq! 0‘24 <dq¢ e T dwg 3pa ) = o.

Mais des équations (1), (3) et (4) nous avons

r ')f/, P
qu Jwg °Ps
a=1
$
d > d g « Jdq, d
a’1r= dt dmaOPa'f- Jwy di Pa
a=1 a=1

comme ¢y, ¢, ..., ¢s sont des variables indépendantes, on a

N 7 d
(10) 0gr= 7;99r;

alors

. oq) d oq) N Jg-(d ,

) Z(q 3ga— dtmsp“ }ddw dtapa—spa
et

et Péquation (g) prend la forme

. S d T, 0Ty .\ 9gh
(12) Zsf’a [m o —Z( g, T ) 5
®:=1

r=1

> T,
< Jurg <d¢ Pa 5”“)“"
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D’autre part, nous avons d’aprés (2), (3) et (5)

8p& l)wzs r Zdwasq”

‘-ldq
r=1 r=1
d dwa dw, d
zdt 9q, 3 ag. @ °an
r=t =1
ou d’apreés (10)
d dwa
(‘3) opa—‘opa—z (dt dq: dq )8ql‘)

ou il faut encore remplacer 3¢, par sa valeur (4).
Alors I'équation (12) prend la forme
- d 0Ty X 9g,
A 12 9% _ W99
(14) Z %pa dt dwy dwa
a=1

Par conséquent, les équations du mouvement sont

s s
d oT, O 99 | 9T, 0 d ()wu
(%) Tt 9wy —addw, | 3g, - (m %, aq,
r=i w=1
(x=1,2, ..., ).

Comme
d dwp  dwy dwp _ dep.
dt dq,. ~ 9q, oq, aq,’

les équations (15) prennent la forme

i)

|

dTo d ()u)u, dmp, dTo
x [ 2 (G 59 = ) o

T,
d(.op,

s
(157 dt Jwg  deud 002y dq,- —Z ( dq,) ()wp,

r=—1
(a=1,2,...y8).
Si I’on pose
s
N i d dwy  dwy\ 9T,
(19) K= X5t D (% 5~ )

r=1 p.:l

]=o
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les équations du mouvement deviennex}t

S
N d dTo (’To dq, . Od_qli
(17) dt do, er s Ka—-z Q¢ Ju,
r=1 r=1
La différence
il. dwp duwy
dt 9¢, ~ 9q,

est du premier degré par rapport a ¢, ¢4, - .., g, ; alors en la cal-
culant, tenant compte des équations (1), elle devient une fonc-
tion du premier degré par rapport d w,, w,, ..., w, Il en suit
que les équations (15) ne contiennent pas q., qy, ..., q;, mais
seulement les quantités ¢, gy, g2y -+, ¢s, Oy, W2, ..., 0. Les
équations différentielles (15), dont le nombre est s, sont du pre-
mier ordre par rapport & ®;, w;, ..., v Elles forment avec le
systéme de s équations (1), un systéme de 2s équations différen-
tielles du premier ordre qui sert a déterminer ¢y, ¢z, ;--, s
et w,, wy, ..., w; en fonction de ¢ et de 25 constantes arbitraires.

Les équations (I) sont donc équivalentes au systéme d’équa-

tions (II) :

d 0T, dT‘J aq; N o 920 B
dt dog oqr Jurg K“~2Q"¢T¢S; (2=1,2, ..., 5)
(11 r=1
qr=2a,—zwa+a, (,..___"2’ _“,s)
x=1
avec

_ dq, d d(l)p. du)p,\ dTo
Ka—zdwaz (dt dq, dq )dwp.

2. Mais le systéme d’équations (II) est ébuivalent a un autre
systéme d’équations; autrement dit, les premiéres équations (II)
peuvent étre obtenues d’une autre fagon.

En effet comme (')

o @ g, ~ o, = o’

(') Voir notre article Quelques remarques sur les équations générales du
mouvement des systémes matériels non holonomes, p. 4 (Annuaire de I’ Univer-
sité de Sofia, t. XV-XVI), ou bien Journal de Math. pures et appliquées, 1925.
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Se, la demi-énergie du systéme, étant fonction de ¢, ¢y, q3, - .., ¢s,
s Gar o1 @y @45 Gy -~y ¢, Alors équation générale de la
dynamique (6) prend la forme

$[8-0u-s
r=1

On en tire les équations du mouvement sous la forme donnée

par M. P. Appell
(1)

En tenant compte de (1) et (4), I'équation (19) devient

s
98, ) og'y —_o-
Z[Oq, Q] G P = O
oa=1

r=1

SiI'on désigne par S, la fonction de ¢, ¢4, g2, ..+, @sy ®1, W3y .o,
Wy @, W), « -+, W}, Oblenue en remplagant dans S, les quantités g,

Qor oy Gy Gyy Gas --+» ¢+ déterminées des équations (1), nous
avons
s
9Se _0 38 dg}
dwg dq). dwy
r=t

En tenant compte de 1'égalité ci-dessus, 'équation que nous
avons écrite devient

28pa<"s° Zq, ”q')—o,

r=1

et les équations du mouvement sont

K3
()So _ Odq’ - ,
R—ZQ'dw (1—|’la‘-'r‘9);
(IV) o
-
q" =2‘amma+a,. (r=1,2, ...,8),

ax=1

qui sont équivalentes aux équations (II).
De la comparaison des équations ([) et (II) d’'une part et (1II)
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et (IV) d’autre part, il suit que s¢ {’on remplace ¢', q,, ..., q;
par wy, wy ..., ws, les équations de Lagrange changent de
forme, tandis que celles de M. Appell ne la changent pas.

D’autre part si 'on compare les premiers membres des équa-
tions (Il) et (IV), on a

(o LM N 0gi [T N (d doy _ doyyoTy | 05,
dt duwyg, owy | 9, (dta?._ﬁ; dou | — owl

r=i1 =1

Cette égalité est équivalente a 1'égalité (18), qui correspond au cas
ou I'on a retenu les ¢, ¢, ..., g

3. On sait que les équations du mouvement (I) d’un systéme
holonome s’obtiennent d’aprés le principe d’Hamilton, en partant

de l'intégrale
t S
8 = 8T, + —}_?8 ,«)dt=o;
£ < o Z QP og

r—i /

8¢, 8¢, ..., 8g, étant tout a fait arbitraires; alors les équa-
tions (II) s’obtiendront de la méme fagon en partant de

¢ s
(21 33 =f 3To+ Y Q28¢q, )dt=o,
) A 0 r2=1 q

a condition que

s
.  —
qr= E ArogWy—+ Ay (r=1,2,...,s),

a=t
et en supposant que 8p,, 8pa, ..., dp; sont arbitraires.
En effet, T, étant fonction de ¢, ¢, 72y ..., G5y ©1y B3y -+ ., O
on a
S T S T
=9 0 e .
STo——E 9g» S.qr-i—z dan Swy
a=1 a=1

Mais en tenant compte des équations

s
’
qr= E Aragng+ a,,

ax=1
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nous avons vu, d’aprés les équations (13), que

s
d d dw iy
Sy = 8p., = — — & Wx  YMa .
o= 8pa= 7; 9pa Z<d¢ g, w,,)sq”

r=i
alors

S §
oT O 0T, d JT d ow (/1)
3T, — 0 V'Ol 4 — 3y 0 2 .
0 Z 3, dw, dt 3pa dwgy Z (dt dq C)qr) 59
r=i a=1 a=1 r=1

D’autre part, comme

19T, d gy 9T 1y " ddT
9T, d 4 =% —[?% _[ LAY
dw, i Pt f, e, & P 'Lawasf’“],n J, P2 77 w0

I'intégrale (21) prend la forme

oT d oT
as:f ALY VR 3g,—N gp, L 9T
B DT T T

= r=1

Ty~ [ d dwy  duwy b
_Zmz <¢7t_ :’E —_ D——q—,—> Bq,‘] dt = o,
a=1

r=1

t

ou bien comme

&
8q, =Z Ay 8pa,

a=1
nous obtenons

t, s s -
6‘3 =] [ E Spa { 0([; [_dl) S‘ ( d C)l')p, ()(ua) d_T_n] e l)’[ 0 ‘ (1( =0,
r=1

(SN duy | 0q, dt Jq, dqr ] doy dt oh;a’

a=1

d’ou se déduisent les équations (II).

4. Appliquons maintenant les équations (11) pour résoudre
certaines questions de la Mécanique.

a. Ecrire les équations générales du mouvement d'un corps
solide de révolution ayant un point O (situé sur I'axe de révolu-
tion) fixe. Supposons que le mouvement du solide est rapporté aux
axes fixes Oz, y, 3, et que l'ellipsoide d’inertie du point O est de
révolution. Choisissons un systéme d’axes rectangulaires mo-
biles Oxys, Oz étant I'axe de révolution, Oz étant la perpendi-
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culaire au plan 3,0z et Oy perpendiculaire au plan zOz. On
suppose que les deux triédres ont la méme orientation. Il est
évident que Oz est dans le plan #,0y, et que la position du
triedre Oxyz, par rapport au triedre Oz, y, 3, est déterminée a
chaque instant dés que I'on connait les deux angles

PN NS
=z,0z, 0=2303,

¥

en fonction du temps. Pour déterminer la position du corps par
rapport au triédre Oz yz, il suffit de déterminer en fonction du
temps l'angle ¢ que fait une droite OA, invariablement liée au
corps et située dans le plan z Oy, avec I'axe O .

Les trois coordonnées du corps sont

q1=0, q:=1Y, gs=9.

La rotation instantanée du corps est la résultante des trois rota-
tions 0, {', o' autour des axes Oz, Oy, Oz respectivement et a
pour projections sur les axes Oz, Oy, Oz

(22) p="08, g=V¢sinb, r=¢'+{ cosb;

équations qui correspondent aux équations (2); les équations (1)
dans ce cas sont

(23) 0'=p, q/=ﬁ, 9'=r— g cotb.
Les quantités w, sont
w=p, W=gq, w3=T.

La fonction T, est
2To=A(p*+g*) + Cr¥;

comme elle ne contient pas ¢, ¢, 6, tous les ‘%‘” sont nuls. Nous
: r
avons
0T, _ oTy _ o oTe _ .
(24) R—AP, d__(l),_Aq’ E;—(AI.
Calculons
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Des équations (23), on tire

9 _, Y _, 95 _
d(.l)| ’ dw,‘ ’ dt!)‘ '
9 _ 9gy _ I 95 _
D_(,)—._()’ d—u,!—gn—’ ;,—UT’——COI.O
9y _ 99y _ 995 _
d-TO; = 0, ;;—)—:; =0, %—3 =1
Et des équations (22) et (23), nous avons
d dw, ()0)1 _ d ()(l)g . db)g . d dw;_d_w§ .
diag, " 0g, = dog, og = 1" Woag g =T
d dw, dw, _ d Jdw, dwy _ d dws Ow; e
@og, " 07, =% diog, oq PN drag, ag, ~ TP
ddoy vy _ o dduy duy_ 4wy dwg _
dtdgy  dgs ' dtigy og; dtogy” dqs
Alors

og'y 9} .
Kya= ;;;(— qeotb Ag+qgCr)+ E(p cos0A g —psin0Cr);

‘ pour a=1, v, = p, K;= q(Cr — Agcotb),
(25) ) pour & = 2, wy=g¢q, Ky=—p(Cr— Agcotf),

\ pour a =3, wz=1r, K;=o,
Pour écrire les équations (IT) il ne nous reste que de calculer
les termes 2 Q° q’ - poura =i, 2, 3; ces quantités sont les coef-

ficients de Sp,, 8ps, 8p; dans Pexpression du travail élémentaire
des forces appliquées

3
(X 3z +Ydy+ Z3s) =2 Pa dpq.

a=1

On peut montrer facilement que P,, P,, P; sont respectivement
les sommes des moments de ces forces par rapport aux axes Oz,
Oy, Oz. En effet, 3p,, 8p,, 8p; sont les angles ¢élémentaires
auxquels il faut faire tourner le corps autour des axes pour ’amener
d’une certaine position a la position infiniment voisine; py, pa,
Ps seront trois angles fictifs. Alors P, 8p, est la somme des travaux
virtuels des forces dans un déplacement élémentaire, obtenu en
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supposant p; et p, fixes, c’est-a-dire -dans un mouvement de rota-
tion autour de I'axe Oz. Mais on sait que, si un corps tourne
d'un angle dp, autour de 'axe Oz, la somme des travaux virtuels
des forces données est

Pidp1=2(X8 +YSp+232) ==(yZ—23zY)3p;

donc

3
og,
Pi=Y Q5 =2(yZ—sY) =1L,

r=i1

3
(26) P,=EQ}!3%;'=Z(2X—1'Z)=M,

r=t

3
_\ of‘_q_ll_' — _ _
Py=) Q! L =@V —yX)=N.

r=i1

Par conséquent les équations (II), d’aprés (23), (24), (25)
et (26) dans le cas actuel, sont :

dp . —
AE+q(CI—.\qcot0)_L,
dq . =M
. Am —p(Cr—Agcothd)=M,
dr
Ca =N

p="0, g =4¢'sinb, r=9¢ + ¢ cosh.

Ces équations ont été employées par Puiseux dans la théorie du
mouvement de la Terre autour de son centre, par Resal et par
Slesser.

0. Comme deuxiéme application des équations (11), proposons-
nous de retrouver les équations bien connues d’Euler pour le
mouvement d’un corps solide ayant un point fixe.

Dans ce cas, la fonction T, est

2Ty=Ap?+ Bg?+ Cr2,
ou

p =14y sinfsing + 0 cosyp,
(27) g = Y sin0cosp — 0'sing,

r =4 cost + o'
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On en déduit

0'= pcosy — g sing,

§'=—

s ()

(psing 4+ gcoso),

cosb .
¢=r— m(p}m&p + g cosg).

Nous avons

oT,y _ 0T, _ 9T, _
MmO 3} = 90 — %
puis

9% _ so N _ sing 9 _ cost si
d])——co o dp _ sinb’ dp ~ sinb ®
M, ' cosg a9y’ cos0
oq =Tsme dg — sing’ dg ~ sinb oSt
0 oy’ g’
= o = o !

On trouve facilement que
90’ . . .
Ky= s [—rsingAp —rcosoBg + (psing + g cosy)Cr]
&

‘I
-+ %— [(rsin6 cosp — g cosO)Ap + (— rsinfd sino + pcost)Bg
-3
+sin0(g sing — p coso)Cr}

R 0 !
+ <X (— gAp+pBg).

Owy
Pour
=1, w=p, K,=rq(C—B),
1 =2, wy=q, Ky=pr(A—C),
=3, wy=r, Ky=g¢gp(B-—A).
Les deuxiémes membres des équations (II) se calculent de la
méme fagon que plus haut.
Les équations cherchées sont donc

dp N
A2 +(C—B)gr=1,

dg Y or =
.dr
L-‘E—F(l}——A)qp:N,

avec les équationé (27).
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c. Prenons enfin un cas tout a fait concret. Nous prendrons
Iexemple traité dans notre article Mouvement sans frottement
d'un corps pesant homogéne de révolution sur un plan hori-
zontal tournant uniformément autour d’'un axe vertical fixe
(Annuaire de I'Université de Sofia, t. XI1I-XIV), en ne consi-
dérant que le cas de glissement.

On rapporte le mouvement du corps aux axes fixes Oz, y, 3.
Par son centre de gravité G[§, n, { = f(8)], on méne des axes Gzys
comme dans I'exemple a. En désignant par p la vitesse angulaire
constante avec laquelle tourne le plan horizontal, on trouve facile-
ment que

2To= M[(§'— pm 2+ (0'+ pE)t] + M f§) 02+ A2
+ A(Y sin® + psin0)2+ C({' cosO+ ¢+ ucosh)?

avec
p=bt, g={'sinb, r=14¢cosb + ¢’
Posons
wy=§ — py,
wy = 7+ pk,
wy=0'=p,

w,={'sin + @ sind = ¢ + psin,
ws= ¢’ cosf -4 o'+ 1 cosd = r + pcosb,

d’ou l'on tire

§'= o+ p,
"= wy— pi,
0 = o3,

— O
Y= sing ™

¢ = ws— w; cot .

Alors
2To=M(wl+ 0})+MfHowl+Awl+ Awl+ Cwl.

Dans ce cas T, contient §, dans f'(4). Nous avons

Mo _ o 0Ta_ o My, Iy T
_d? o, Tn‘ =0, 96 Mf(ﬁ)f(Q)P ’ dq/ = 0, 0p =0,
dTo — dTo _ ()To — 2
do; Moy, oy Muws,, ows (Mf(ﬂ)“' A)ws,
0T, aTy
_Ju—): =A %y —-w—s =C I3
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11 est facile de voir que
. or' oo
Ky= 3:\:(_ pMw,) + (m;(p.Mmi)-i— -‘;w—“-(——— ws cotBAw,+ w; Cwj)
g .
4+ (w3080 A w; — wy sinb Cuwy).
oy

Pour
a=1, Ki=—M pw,,
@ =2, K= Mupuw,,
=3, Ky=—Aw}coth + Co,w;,
. 1
a=4, K,,:_-(Aw,w,,cosﬁ—sz‘w;smO)sT’n—oa

a=25, K; = o.
Par conséquent les équations du mouvement sont

dw,

MW — Mpws = o,
M‘% +Mypo;=o,
(M f2+ A)g'(—':—;—‘2 +2Mf ffw}—Mf "l —Aw}cotl+Cw,u;=—Mg/f,
Asind % “+ Awzw; cosd — Cwyw;ssinh = o,
(28) %&;5 =o0 ou bien ws = const. = K.

La quatriéme équation s’écrit

AsinBl—iﬂ +A[iow,,cosﬂ—-—C‘§-:Ksin0= %[Asin0w4+CKcosﬂ]=o

dt dt
ou bhien
A w;sin0 4+ CKcosd = K,
d’ou
K; — CK cost
(29) ©r= Asinf ’

Les deux premiéres équations donnent

= ccospl-+dsinput
(30) °! >oH #h
wy=—csinput + d cospt.

La troisiéme équation peut étre remplacée par l'intégrale des
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forces vives dans le mouvement absolu

To=—Mg f(0)+ hy
ou bien

(31) M(wl+owl)+(Mfi+A)ol+Awl+ Cot=—2aMgf(0)+ h,.
D’aprés les équations (30)
w}+ w}=c?+ d?= const.

Alors en tenant compte des équations (28) et (29), I'équa-
tion (31) prend la forme

(32) (A+le(g))w§+x(lr____.—-CKcosO

2
e > =—aMgf(0)+ h.

On a obtenu ainsi cinq intégrales premiéres (30), (28), (29)
et (32), les valeurs de w,, w;, w3, w;, ws étant données plus haut;
et 'on peut les discuter facilement.

IL.

5. Nous avons vu que si toutes les variations d¢,, 8¢, ..., 8¢
sont arbitraires, les équations du mouvement (1) d’un systéme non
holonome s’obtiennent de I’équation générale de la dynamique (6).

Supposons maintenant qu'’il existe entre les quantités ¢', ¢, ...,
¢, p relations (p <Cs) qui, résolues par rapport a g, ., «.ey Grips
sont de la forme ’

K
(33) Ghoi= Dy eridit i (i=1,2 ...y ),

r=1
Criy ¢i étant des fonctions de ¢, gy G2y ooy Ghy Thyrs «ovy Qhpp
(k4p=s).

Alors les variations d¢4.; + . ., 0¢k4p sonl déterminées par les
équations

k
(34) 8qk+i=zcrisqr (i=l,2, veey p);

r=t

seules les variations 84,, 8.4., ..., Dgx restent arbitraires.
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L’'équation générale de la dynamique (6) pread la forme

_ — p - _
| d JT, 0T, d JdT, dT, ]
[Z dq; ~ og. ] 39r+§l [E 01t h qu-*-i] it

ou bien en tenant compte des équations (18), (33) et (34), on peut
I'écrire sous les deux formes différentes que voici :

k — —_ \, k 2 P
d dTo ()TO ()So dql;..+i _ | A0 0 dq;r+i
qur<dt ()_q—' dq quAH q:;. —‘2891 Q/"‘Z er+z dq’, 4

r=it
k —
| ()So dSo dq/+l v dq/--f-l
}_,%( 2“,9/“ qur QP+ Qi

r=l r=1 1—1

Sil'on designe par S, la fonction S, considérée comme fonction
des gj,,s --+y 9}y, seulement, mais ayant en vue que ¢y, ...,
¢ r.p SONt déterminés par les équations (33), on aura

‘)Sl . dso qu+l
- dq, Z 9 i g7 ?

d’autre part, si 'on désigne par S la demi-énergie d’accélérations

dusystéme, S s’'obtenantde S, en tenant compte des équations (33),
on aura

B _0s 5
Jdq'.  dq,  dq)’
et enfin, si'on pose

— 2
Qr= +Z Qi+i qk+l

i=1

6, étant le coefficient de 8¢, dans Iexpression qui donne la
somme des travaux virtuels des forces données, -en tenant compte
de toutes les liaisons imposées au systéme.

Avec ces notations, les deux formes de I’équation générale de la
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dynamique trouvées ci-dessus deviennent

k — — — k
d 9T, dT, os,] _N'F s
Sl a5 ] -Z

r=1

8., 8qa, ..., 5qk étant arbitraires, les équations du mouvement
sont

d d—o dTo dsi _
—_ — = =1,2, ..., k),
\ dt 9. — 9g,  oq" Qe (r=12.00)

V) / k

' qlk+i=zcriq;‘+ci (i=1,2,...,p)

r—1
ou bien
95 —_

s d_q_,ll_:Q’ (’-=I’2""7 L),
(V1) ‘ K

( 9k+1=2 criq)—+ ¢t (E=1,2, .., p)

' r=—1

Ce sont les équations générales du mouvement d’un systéme
matériel non holonome. Les équations (V) ont été trouvées par
nous (') et les équations (VI) par M. P. Appell (2).

Si I'on désigne par T la demi-force vive du systéme, en tenant
compte des équations (33), alors les équations (V) sont remplacées
par

d oT JT aT, d JTy 08, —~—
\ & 572 = 52+ Ty et
(VII) ( k
q’k+i=2 criqll‘"‘ Ci,

r=1

la fonction T, ayant une signification analogue a celle de S,.

(') Voir Sur les équations générales du mouvement des systémes matériels
non holonomes (Annuaire de U'Université de Sofia, t. XV-XVI), ou bien Sur
les équations générales du mouvement des systémes matériels non holonomes
(Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. 111, 1920), ou bien Mathe-
maltische Annalen, Band 91, 1924.

(*) Développement sur une forme nouvelle des équations de la Dynamique

Journal de Mathématiques purcs et appliquées, 190o).
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6. Nous allons montrer maintenant par quel systéme d’équa-
tions on peut remplacer les équations (V) et (VII), lorsque, en
se servant des relations (1), on substitue @ux q',, qyy ..., Qs -+
Ghep=sr €S quantités w,, wa, ..., 04y « .., wxpp=s et que les rela-
tions non holonomes déterminées par les équations (33), nous
conduisent aur équations

k

(35) w,,+,-=2da,-w1+d,- (i=1,2, ....,p)
o=1
ou
P
’ ! N ’ .
(35') pk+i=2‘da,~p¢+d1 (i=1,2, ..., p),
o =1

d,i, d; étant des fonctions de ¢ et des coordonnées ¢,, ¢, ...,
Gky -y Qhyp=s du systéme matériel non holonome.
De ces derniéres équations, on tire

(36) 3pk+{=2d1i8p1 (i=1,2% ..., p).

Alors I’équation générale de la dynamique (14) s’écrit de la sorte

k k+p k+p i
Vips §4 0T Nont [om N don om) o
- P T do g ded D o dq, dt Jq) dq, ] dwy

=1 r=1 p=t

P k+p ) k+
D, fd 0T, N o7, [oTe N&/d owp_dwp oo | |
+}J”Pk+‘{a.;mk.+i —Zdwk+,~ a7, —Z(:ﬁ aq.  9q, )M {
p=

i=1

k k+p‘
E Spay 3 +E 6PI.+; de " 9,
®x=1

r=1 r=1

ou bien en tenant compte de (20), (35) et (36), cette équation
peut s’écrire sous les deux formes différentes que voici

k k+p
d JT, dq, JaT, o'/ @ dup ()wp.) T,
ZSP“ dt dwy s‘ Ld O35, | O _24 (E dq,. ~ 9g, ) dwy
a=1 p=

r=t
z S, dw,,ut ZP“ 5pa

dwi,, dwy
i=1 ®==1

LIt 7
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k
9, 98y 0wl \ X
ZGP“( Zd:»m dwl, —ZP“"P“*
a=1

a=1

ou bien

P, étant le coefficient de &p, dans 'expression de la somme des
travaux virtuels des forces données, en tenant compte de toutes
les liaisons imposées au systéme.

Désignons par S, la fonction S, considérée comme fonction
des w),,, ..., 0y, seulement, ces quantités étant déterminées en
fonction des o', ..., w, au moyen des équations (35); alors

dS, _2 dS, dm},i_,_-.
i G,
d’autre part désignons par S la fonction S,, en tenant compte des
équations (35); nous obtenons alors

_ 08 2 0S, dwh,;
dwa do)a : dw',; dwly
En introduisant les fonctions S, et S, les deux formes diffé-

rentes de 1'équation générale de la dynamique (8p,, 3p,, ..., &px
étant arbitraires) donnent les équations du mouvement

i k+p k+p
| 4 dT, dg; | 9T, z (_t_l_ dup dwp.) aT, dal P
dt dg i w0y | g, dt oq, ~ 9dq, ) dwy aw, =re
p=1

r—i

(a=1,2, ..., k),

k+p
(Viih 9’:'=2 QArqWo —+ ar (r=1,2, ..., ky ..., k+p),
o=t
k
10k+i=2daiwa+di' (i":‘v 2y ce 0y, P)y
a=1
ou bien
aS
[ = =P a=1,2 k
~dw{, * ( yoees k),
k+p
(1X) ) 9;—=2arama+ar (r=1,2, ..., k, ..., k+p),
\

k
’ “’I:+i=~"2 dyiwa+d; (i=1,2,..,p);
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de cette fagon, nous avons A + k + p-+p = 2k + 2 p équations
en tout, pour déterminer les 2k + 2p inconnues ¢y, ..., Gk, - o4y
Qhgps Wiy Oy « ooy Dky «+ o, Oxyp, €n fonction du temps ¢.

Les équations (V) et (VI) sont remplacées par les équations
(VII) et (IX) respectivement. On voit que les équations de
M. Appell ne changent pas lenr forme quand on fait ce chan-
gement de variables.

Si 'on désigne par T, la fonction T,, considérée comme fonc-
tion des wiyy,y ..., w;y, seulement, ces quantités étant détermi-
nées par les équations (35); d’autre part, si 'on désigne par T la
demi-force vive du systéme non holonome, c’est-a-dire T n’est
autre chose que la fonction T,, si 'on tient compte des équa-
tions (35); nous avons alors

OT _ 0Ty N3 0To dossr _ 0To 0Ty
-~ g, &mddwiri Ig, — 9gr dqr
==

I _ 0T, N 0Ts duwsws _ 9Ty 9Ty
Qg Oy eddwis; 0wy  dwy = dwg
i=1 )

En introduisant les fonctions T et T, les équauons (VII)
prennent la forme

k k4 p
49 g [ 0T N d duy o) O,
dt dwgy 4 duwy | dg, dt g’ dq, ] dwy,

=1 =1
k+p
dg; OT, _ d 9T, 0§,

r=|\
X) k+p

qﬁ.:Zamwz+ a, (r=1,2, ..., ky .... k+p),
oa=1

k
bl _
wk+i=z dojoa—+ d; (=12 ..., p)

a=t

Aun® 1, nous avons remarqué que la différence

dduy _ dwy
dt dg, ~ g,

est une fonction da premier degré en ¢', ..., 7}, ,; alors d'aprés
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le second groupe des équations (X), elle sera une fonction linéaire
en wy, ..., wiyp; lafonction g%jouit de la méme propriété. Alors
"

d’aprés le troisiéme groupe des équations (X)), le produit

(_ti dwy  dwp\ dT,
dt dq,. " g, )dwu

sera une fonction du second degré en w,, w,, ..., ws.
Les équations (X)) remplacent les équations ( VIII).
Quand on veut se servir des équations (VIII) ou (X), on com-
mence par calculer le terme
N 99h Ny [ dwy _ duy 9T
(t)p, u)y, o1y,
Ka".ﬂdmaZ \dt dq, dq,-)()wp,’

r=i

le calcul des autres termes de ces équations ne présente aucune
difficulté.

7. Nous allons maintenant faire une adaptation du principe
d’Hamilton pour obtenir les équations (VIII) et (X).

Dans notre article Sur le principe d’Hamilton, adapté aux
systémes non holonomes, inséré dans I’ Annuaire de I’ Université
de Sofia, t.. XV-XVI, nous avons montré que les équations du
mouvement (V) peuvent étre obtenues au moyen de I'intégrale

/ k+p \
83 =f (8'[7‘,4—2(_)_,6 aq,.) dt = o,
fo \ r=i

a condition que

37) qu+.-=2 cridqr  (E=1,2, ..., p),

r=i

8¢, O¢fsy +++, gy étant tout a fait arbitraires. T, représente la
demi-force vive du systéme, en considérant tous les ¢', ¢}, ...,
Q> -1 Qk.p comme étant indépendants; alors aprés la transfor-
mation de I'intégrale ci-dessus en tenant compte des équations (37),
on arrive aux équations du mouvement (V).

Comme les équations (V) sont remplacées parles équations (V1II),
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ces derniéres équations s’obtiéndront de I'intégrale

I’ k+p
53 =f 5T+ Y Q¥ g, |dt = o,
A < 0 Z r oqr

r=1
a condition que
k+p

39;-=Zara 8{'4 (r=1,2, ..., /\+P);
a=1 ’
k
(38) ap,,.+,-=>: duidpa (P =1,2,...,p)
oa=1

Bp,_, 8pay ..., Spi étant tout a fait arbitraires. Dans la fonction T,
nous considérons tous les w,, wg, ..., Wk ..., Wipp comme indé-
pendants; aprés la transformation de Vintégrale ci-dessus, on
tient compte des équations (38) et 'on arrive aux équations du
mouvement ( VIII). Ceci est évident d’aprés les n° 3 et 6.

D’autre part, désignons par T? la fonction T, considérée comme
fonction des ¢, ,, .- ., ¢,, seulement.

Alors T, n’est autre chose que la fonction T‘l’ si ’on tient compte
des équations (33). Comme on a

To=T—T,+ T},

nous avons montré que les équations du mouvement ( VII) s’ob-
tiennent par I'intégrale

. . k+p ‘I
8¢3=f [3(T—i+ﬁ)+2@8qr dt = o,
o

=

a condition que
&

8qk+i=2 c,.iSq,. (T=1,2, ..., p)
r=1
8¢, 8¢2, ..,, 6gx étant tout a fait arbitraires.
Comme les équations (VII) sont remplacées par (X}, ces der-
niéres équations s’obtiendront de l'intégrale

t, k+p
33 =f [8(T—T,+T‘,‘)+Z Q?.Sq,] dt = o,
ty

r=1
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a condition que
k+p
3q:-=2arasﬂa (r=1,2, .., k-+p)

a=1

k
'o‘/;,‘._,i:Edai 8pa (E=1,2, ..., p)

a=1

3Py, Gpa, «. ., Ok étant arbitraires.
Remarquons que quand on calcule les deux derniéres intégrales,
il faut tenir compte des équations (13).

8. Dans nos travaux indiqués au n° 3, nous avons appliqué les
équations (V) a certains problémes de roulement sans glissement
d’un corps solide. Nous allons maintenant appliquer nos équa-
tions (X) et (VIII) pour traiter deux problémes.

Dans les problémes de ce genre, les équations (V), (VIII)
et (X) conduisent a des calculs plus simples, parce que la fonc-
ton T, se calcule facilement, de méme que la fonction S, qui
désigne, dans ce cas, la demi-énergie d’accélérations de toute la
masse du corps, concentrée au centre de gravité.

a. Trouver les équations du mouvement d’une circonférence
homogéne de rayon a et de masse =1, qui roule sans frottement
sur un plan horizontal fixe (*).

Dans le plan 2,0, ¥, on prend deux axes fixes O, z, etO.y., et
par le point O, on méne un axe O, 3,, perpendiculaire au plan et
dirigé vers le haut. Par le centre de gravité G de la circonférence,
on méne trois axes Gz, y/, 5| paralleles & O,z,y,3,. Soit Gz la
droite d’intersection du plan de la circonférence avec 16 plan z,Gy',;
soit Gy l'axe passant par G et le point de contact H de la circon-
férence avec le plan 2,0,y,; enfin soit Gz I'axe du cerceau. Si
I'on désigne par GA une droite invariablement liée a la circonfé-
rence et située dans son plan, la position de la circonférence
autour de G est déterminée parles angles

N A\ N
x> =1, zA =o, 3\ z=09.

(') P. AppeLL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 11,
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Les composantes de la rotation instantanée du triédre Gzyz
suivant les axes sont

P=0, Q = {'sind, R = {’ cosb,

et celles de la rotation instantanée du corps dans son mouvement
autour de G suivant les mémes axes sont

p="0, g = {'sinb, r= ¢’ cosd + ¢’
Alors
P=p, Q=gq, R = g cotb.

u, v, w étant les projections sur les axes Gzy z de la vitesse du
point G(&, 4, {), pour écrire que la circonférence roule sur le
plan #,0,y,, il faut exprimer que la vitesse du point maté-
riel H(o, — a, o) est nulle; nous avons donc

(39) u=-—ar, v =o0, w = ap.

Appliquons maintenant les équations (X). Prenons pour w, les
quantités u, ¢, w, p, ¢, r. Dans ce cas les équations (1), c’est-
a-dire le second groupe des équations (X ), sont

"' = using + v cos cos® — w cos¢ sin0,

S £ =ucosy -~ vsinycosd -+ wsiny sinb,
= v sin0 ~+ w cosH,

(40)

0':1), q;’: si%)-’ qp’..-—..r—qcotﬁ;

d’ou 'on déduit

. u = § cosy + 7' siny,

s v = (—Esind +n'cosy)cosd + ' sinb,

] w = (§ siny —7'cos¢)sinb + { cosb,
(p:@', g = {' sinb, r=¢ + ¢ cosb,

et les équations (35), c’est-a-dire le troisiéme groupe des équa-
tions (X) sont, dans ce cas, les équations (3g) écrites plus haut.
Les fonctions Ty, T,, T, S, sont évidemment

2To== Ul 02 w3 A(p2+ ¢?) + Cr2,

2Ty = ut+ 02+ w2+ a?(p?r+r),

2T =(A+a)p*+Ag*+ (C+a?)r2,

1S = (W +qw)t+(w —qu)r+.. .= a|(—r'+ gpl—+(p +gr)*] +..
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On obtient facilement, pour les termes K, (2 =1, 2, 3), les valeurs

Ki=—g¢gcotbAg+4gCr,
K,= Apgcotd—Cpr,
Ko——‘ oO.

Par conséquent, les équations du mouvement sont

(A+a*)p'—q(Aqcoth—Cr)+ atqr=— gacosl,
Ag'+p(Agcoth—Cr)=o,
(C+ a?)r' —apq = o.

Si nous nous étions servis des équations (VIIL), nous serions
arrivés plus vite aux équations cherchées, ce qu’on peut voir sur
I'exemple suivant.

b. Trouver les équations du mouvement d’un corps solide
pesant, de révolution qui roule sur un plan horizontal fixe (').

On rapporte le mouvement du corps a trois axes fixes O, 2y, 3,
orientés comme dans I'exemple précédent. Soit Gz 'axe de révo-
lution du corps, passant par le centre de gravité G et menons,
comme dans I'exemple précédent, les ages Gz, ¥ 5. Choisissons
un axe horizontal Gz, perpendiculaire au plan vertical 27 Gz et un
autre axe Gy, perpendiculaire au plan 2G3z. De cette fagon, on
formeletriédre trirectangle Gzys comme dans]’exemple précédent.

Comme le corps roule sur le plan horizontal, la vitesse du point
de contact H est nulle. Les coordonnées de ce point par rapport
aux axes Gzyzsont

xr = o,

¥y =—/f(0)sin0 — f’(0) cos0,
z =— f(0)cos — f'(0)sin0,

JS(0) désignant la distance du point G au plan horizontal.
Sil'on introduit les mémes notations que plus haut, nous aurons

(42) w=ry—gqs, v=pz, w=—py.

Les équations (40) et (41) sont valables pour cet exemple aussi.

(') P. ArpELL, Développement sur une forme nouvelle des équations de la
Dynamique (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 19oo, p. 33).
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Les fonctions T, et S, sont évidemment

2To= M(ut+ ¢2+ w?) + A(p2+ q?) + Cr3,
28 =M[(1'+ gw — gv cotd)2+ (o' + g1 coth — pw)t+ (w'+ pv — qu)?],

u, v, w devant étre remplacés par leurs valeurs (42).

Les valeurs de Ky(a =1, 2, 3) sont les mémes que plus baut.

Nous allons appliquer les équations du mouvement ( V1II) pour
écrire les équations en g et 7. (L’équation en p sera remplacée par
Vintégrale des forces vives. )

Ces deux équations se trouvent immédiatement :

Ag'+p(Agcotd — Cr)— M(u'+ gw — gvcoth)z = o,
Ar'+M(u'+ qw—gvcotl)y =o.

Ce sont bien les équations trouvées par M. P. Appell.



