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SUR LA REDUCTION DE CERTAINES SOMMES
DE LA THEORIE DES DIFFERENCES.

Par M. Jos. Kivcky.

1. Désignons avec M. Norlund la différence du premier ordre
par le symbole
F(z+w)—F(z)

(O]

AT (x)=

et la moyenne du premier ordre par le symbole

F(z+n)+ F(z),
2 2

VIi(x)=
w
Wy, Wy ..., W, étant des nombres positifs quelconques, on déter-
mine la différence et l]a moyenne d’ordre n par les équations

A F(z)=A [w‘"K' F(z')],

Wy ... W, Wy $oee Wyey

n n—1

\Y F(x):V[ v F(:t)‘].
W, ... 00, w,lo,.. .0, .

Dans divers Mémoires ('), M. Norlund a étudié la somme de
premiére espéce et d’ordre n
n

Gu(z) = S p(x) V =

pees Wy

(') Voir N.-E. NorwunNpo, Vorlesungen iiber Differenzenrechnung (Berlin.
1914).
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et la somme de seconde espéce et d’ordre 7

Fu(z) = S?(z)w K 2

Lo Oy
qui satisfont aux équations suivantes :

V. Gu(x)=9(x),
Leee O

[

w

AL prer= s

Si wy = w;, ... = w,; =, on écrit plus briévement
n n n pud n
AF(z), YF(z), Se@)Vz, §eais.
w w w w
a

2. Soient f(z) et F(x) deux polynomes et supposons qu’on.
peut écrire la décomposition suivante

f(@) _ S(®)
(') B/ ) '—‘Z Fy(.@')’

F(z)

ou F,(z) sont les diviseurs de F(z). 0 étant une opération distri-
butive quelconque, considérons I'équation fonctionnelle symbo-
liquement écrite

(2) F(0)y(z)=/f(0) (),

ou ¢(z) est une fonction donnée. Soient y,(z) les solutions des
équations

@3) FV(O)}'V(-”):fV(e)?(x) (v=1,2,...,n)
on peut poser
) y(@) =D ().

Pour démontrer l'affirmation précédente, on peut procéder
comme il suit.
Posons
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en multipliant I'équation (1) par I'/(z), nous obtenons I'identité

(6) Zii(m)fv(z)sf(x).

v=1

Mais on obtient manifestement aussi une identité si, en rempla-
cant z par § dans (6), on applique tous deux cotés de I'équation
ainsi obtenue sur une fonction ¢ (z). On a donc

() DE(OLD) 9(2) = f(0) 9(a).

Appliquons maintenant sur I'équation (3) 'opération F,(8) en
faisant compte’de (5); nous avons

F(0) yy(2) = Fy(0) £1(0) (),
dont la sommation, en regardant (6'), nous donne enfin
F(0) Y, v () = f(8) ().

Le théoréme est ainsi démontré.
En écrivant encore les équations (2) et (3) symboliquement

_f(9)
(7) y(z)= F(0)°
() yvm—f“—ﬁ%ice(x) (v=1, 2000, ),

on peul donner a équation (4) la forme suivante :

70 v
(8) e = EFfe)}'?(x) ().

3. Pour aller plus loin, considérons I'équation

(9) (ﬁ—")y(w)=3y(z)—"y(x)=<9(w),

(') A. Cauchy indiqua, pour quelques cas spéciaux de 0, cette formule dans
son Mémoire: Sur U'emploi des eéquations symboliques dans le calcul infini-
tésimal et dans le calcul aux différences finies (OEuvres (1), t. VIIL, p. 28);
mais la démonstration de Cauchy n'est pas compléte.
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r étant une constante, ¢(z) une fonction donnée. On peut vérifier
aisément que I'équation précédente a la solution particuliére

r—s

(10) y(w)——— 6(|+1w) © —lp(z)Az‘;

car, en remarquant que (9) dans le cas ¢(x) = o, a la solution

u(z) =+ rm)t",
et en posant
y(z)=c(z)u(z),

on obtient pour ¢(z) I'équation
$(z)

u(z + w).

Ac(z)=
4. Considérons maintenant I’équation
(1) (Y=—ry(@)=YVry(2)—ry(@)=g(z);

une solution particuliére est

X YX—3z

(12) yiz)= ¥ =§S r—n @ e(a)as,

car on peut écrire (11) sous la forme

[A— ar—1) ')] y(@)=2¢()

w

En posant » =o dans (11) et (12), on obtient

H—_3

(13) b (z‘)V.z'———b(—-—l) ) _'q(z)é’z.

5. Supposons, pour plus de commodité, le degré de f(x) infé-
rieur a celui de F(z) et considérons au lieu de (1) la décompo-
sition en fractions simples

S _ g v [S()
F(z) —"I‘“"[l"(")]’
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J‘( r)
(z—r)F(r)

ou la somme & ne comprend que les résidus de relatifs

aux pdles de f(r)
F(r)

On aura au lieu de (8)

f( ; e(z) [f(r)
y el = (f.:e—r"[F(/-)]’

(1y)

ou, d’aprés ce qui précéde, le symbole

o(z)
0—»r

signifie la solution de I'équation
O=r)y(x)=9(x).

Dans le cas f(z) =1, F(#)= 2", nous obtenons enfin

- o(x) re(2) [ 1
(13) —ar=&o_r[,-7]
6. Posons
0=A.
w
En remarquant que
(x) - LR
¥ =§r(2)45
A p @

w

on obticnt, en tenant compte de (10),

(16) Scp(z)Az =S$ (1+rw) w ;'[,-‘l,;] %9(z)Az

(n__l)lS(z—z-—w)(z‘-—z—zm)

X|[x—zs—(R—1)u]9(z)As.

7. D’une maniére tout a fait analogue, pour

6=V

(0]
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on obtient la relation suivante :

€ -z

(17) qu(z)ix = g g; é:.(l-—- 2")§;—’—-1 [;sz] (— 1)—‘5;_' ug(z)ﬁz
= =)
= S(x—z——w)...[x—z—(n—l)m](—l)f%: - f.p(z)%)z.

8. On peut simplifier encorc¢ I'équation précédente. Posons
d’abord (n + 1) au lieu de n dans (17) et remarquons qu’on a

(r—2—w)(x—3—20)... (T—3—nw)

=2(—1)-‘<'Z)x(x—w)...[x—-(n—~ s—No](s+w)...(2+sw)
On trouvera enfin
n+1
(18) S(p(z') Vo

— <£>n (_n:)n i (—1)¢ (':) r(x—ou)... lr—n—s—1)0] G (z),

ou l'on a posé, en tenant compte de (13),
5 QO I
G,,.c(.z')=-‘-’-)S(..+w)...(z+sw)(-—|) @-(z)ﬁz

=S(.z'+(o)(.z'+2m)...(x+sw)9(x)v:t.

9. 1l est nécessaire de remarquer que M. Nirlund, par une voie
tout a fait différente, démontra les formules (16) et (18) dans son
travail : Remarques diverses sur le calcul aux différences

finies ().

(') Journal de Math., ¢* série, t. II, 1923, Cauchy indiqua une formule de
x X

. % . .
réduction pour la sommez‘ ...Zf(z), mais cette formule n’est pas exacle

. o Xo o
voir loc. cit., p. 34 (25).



