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UR LE DEPLACEMENT PARALLELE LE PLUS GENERAL
ET SUR L'ETUDE DES COURBES TRACEES
DANS UNE MULTIPLIGITE QUELCONQUE;

Paz M. Gustave Juver.

(Neuchatel.)

Dans un Mémoire paru en 1922, dans la Mathematische Zeit-
schrift, M. J.-A. Schouten (') a indiqué les diverses espéces de
déplacements paralléles possibles, ou plutét, il aindiqué toutes les
maniéres de définir la dérivée covariante d’un champ quelconque
dans une variété a n dimensions. kn écrivant que la dérivée cova-
riante d’un champ est nulle le long d’une courbe, on définit ainsi
le transport (ou déplacement) paralléle du tenseur considéré, d’un
point de la courbe a un autre. Nous ne nous occuperons dans ce
Mémoire que des champs vectoriels contravariants et nous montre-
rons qu’on peut tirer des considérations purement analytiques de
M. J.-A. Schouten, un certain nombre de remarques géométriques
intéressantes.

1. Rappelons rapidement les résultats de M. J.-A. Schouten.
Soit une variété V, rapportée a un systéme de coordonnées
(i, ..., z,). La dérivée covariante E“/P, la plus générale d'un
champ vectoriel contravariant ¥ est le tenseur de composantes :

oV . .
(1) 8y = (ﬁ+l;p.g";

les I'}, sont les composantes d’un pseudo-tenseur mixte, détinies
par les égalités suivantes :

o A
l)l.p.=§ \f $+'1"Ay\f:

les | %! étant les symboles de Christoffel de deuxié¢me espéce,

! \

(') J.-A. ScHOUTEN, Ueber die verschiedenen Arten der Uebertragung in einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, die einer Differentialgeometrie zugrunde
gelegt werden konnen (Math. Zeits., t. XIII, 1g22).



— 61 —
construits a partir du tenseur fondamental ou tenseur métrique,
de composantes covariantes g, el de composantes contravariantes
5’7‘5*(5’)‘”' _ mineur de gyp. dans le déterminant | gap. |
| &
les composantes d’un tenseur. Ce tenseur se définit a l'aide de

deux tenseurs donnés : l'un Qﬁﬁ. qui est la dérivée covariante
générale, donnée a priori, du champ g*# :

Q¥ = g3/, [Q;f‘B = Q;f+|,

) et les T;,” étant

y e A b
lautre symétrique gauche

(ui a une signification géométrique simple. La définition des T,
est la suivante :

(2) Tip = —i (838 QP+ 8uaQ)* — £V £u 810 Q2P)
— &7 (1285 + 82 S337) + Si

ou si Pon préféere

() M= L Q= @) — St — She S

On a d’ailleurs :

v _ 98w
(3) T+ Tl =22 4 5 0,, Q8.

Sil'on imagine un vecteur contravariant Z,(£)en un point P,
de la variété donnée, et si par P, on fait passer une courbe I,
d’équations x; = x,(s), le champ &'(s) défini sur I', par les équa-
tions

dgv W dab
(4) 25 Thub =0

et par la condition qu’au point Py, ce champ ait les composantes §3),
on dira que le vecteur Z ainsi défini en chaque point P de la

courbe est le vecteur Z; transporté parallélement a lui-méme
de Py en P etle long de I'(*).

(') I 'y a encore dans lec Mémoire de M. Schouten, quelques subtilités relatives
ala « mesure covariante » dont le sens nous échappe.
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2. On peut donner dés lors, dela dérivée covariante généralisée,
une interprétation utile pour la suite. Nous dirons qu'un vec-
teur déplacé parallélement d'un point P(z,, ..., x,) au point
P'(z; +dz,, ..., 2, + dz,) reste « congru a lui-méme », ou reste
«le méme vecteur »; cela permet ainsi de comparer lorsqu’on se
donne arbitrairement un champ devecteurs dans la V,,, les vecteurs
cn P aux vecteurs en P'. En effet, soit an’ champ 0" (zy, ..., #a);
en P'(z;+ dx;) le champ a pour composantes

oY
WV(zi+ dr;) =0+ fyr dz¥.
Or, si I'on transporte le champ de P en P’ parallélement a lui-méme,
il esten P’ : oY 4 on" avec

SV =— l‘{u ) dzb;

la différence du champ en P' et du champ transporté est le vec-
teur :

v Y ~
[%1' + 1')'\;;71"] dzb= v/, dzt.

Cette maniére de concevoir la dérivée covariante nous permettra

d’employer une méthode qui est la généralisation de la méthode
de n-édre mobile.

3. On peut encore donner du déplacement paralléle une signi-
fication géométrique intéressante. Au corps de vecteurs en P, c’est-
a-dire a l'ensemble des vecteurs attachés au point P, on fait
correspondre, vecteur par vecteur, 'ensemble des vecteurs attachés
au point P’, infiniment voisin, €t cette correspondance est linéaire,
c’est-a-dire qu’elle fait correspondre a la somme de deux vecteurs
Z + H attachés en P, le vecteur '+ H’, en P’ qui est la somme
des deux vecteurs qui correspondent respectivement a = et H,
soient £ et H'. Cette correspondance linéaire est alors définie
de la maniére suivante. St £ a pour composantes £, Z', aura pour
composantes §¥ +- 8§ avec

3Ev = — NYp.* dai,

Remarquons que si I'on rapporte 'ensemble des vecteurs en P,
a nvecteurs de base Z,), E), ..., E), et I’ensemble des vecteurs
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[l

en P’ aux n vecteurs de base &, Z;, ..., =, correspondant aux
précédents, un vecteur Z attaché en P, de composantes « ,, par
rapport aux n vecteurs de base en P, aura comme correspondant
cn P, le vecteur Z' de composantes 2, par rapport aux n vecteurs
de base en P'. Cela résulte de la théorie générale des transforma-

tions linéaires. Car si Z estle vecteur 2“"”’ Z 1, les composantes 3

»
s'exprimeront en fonction des composantes &, des H,,, par les
relations
V= 2 a(/);EE',,: 5
(r

or, supposons que le vecteur-Z' correspondant a E ait ses compo-
santes £V, liées a celles de Z par les relations

gv=") A8,
A
et que I'on ait, en résolvant ces équations

T

avec, comme on sait,
DEEE LT
(=¥}

‘De plus, désignons par tx]p) les: composantes de &' par rapport aux
nvecteurs de base &, &y, ..., &, correspondant A Z,), E;2, ...,

Z(n), NOUS aurons
==Y =i,

p)

— ! ry .
= E, i €ims
(V2]

3 Ny
kv =2 A{'Z at/l)E?\p) = }.J A‘)" 2p)@p £
A P

Ap.p

R
= E, ( E,A) ap) am by = z'“(pmﬁaﬁ);
pp N\ R )

st v=op,

si vop.

c’est-a-dire

cependant :
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ce qui veut dire que
Ay = Al pye

4. Soit alors une courbe I tracée dans la multiplicité; on peut
se la donner par des équations paramétriques z; = x;(t), et aprés
avoir calculé, a partir d’un point pris pour origine des arcs, la

(quantité
N —
daV dxv
= gy —— -——Lll
* jp \/C""’ dt de 77
[

on pourra exprimer les z; en fonction de s. Soient alors z; = z;(s),
les équations paramétriques de ' exprimées au moyen de l'arcs.
En chaque point de la courbe T, nous allons définir un n-édre rec-
tangulaire, c’est-a-dire un systéme de n vecteurs perpendiculaires
deux a deux. Pour cela nous utiliserons une méthode imaginée
par M. Blaschke (') et que nous avons appliquée déja a 'étude
du déplacement au sens de M. Weyl (2). On définit tout d’abord
n vecteurs iy, By, ..., &, par les relations suivantes :

- v dxV
=, a les composantes £/, = 7
= 3 dg?, W) dav
=) » =108, = ds +Dpéhn s’
(5) 4 = . . dtyy v o dxw
3 » By =08y = s Thueiy o
.................................................... ey
= Y _ de’y_y) Wk dap
= » &y = OEYIldl_\ T ds + 17-!1 Elu-1) ds

On voit ainsi que le vecteur E ) a pour composantes

N d.ri
B/ v

Nous disons que la courbe I' est une courbe générale tracée dans
la V,, siles n vecteurs E;), ..., Ey) sont linéairement indépen-
dants. 1ls forment un n-édre dont les arétes, en général, sont

(') M. BLascuke, Frenets Formeln fiir den Raum von Riemann (Math. Zeits.,
t. VI, 1919).

(*) G. Juver, Les formules de Frenet pour un espace de M. Weyl (C. R.
Ae. Se., . 172, 1921, p. 1647 et Bulletin de la Société neuchdteloise des
Sciences naturelles, 1. XLV1),
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obliques I'une sur I'autre. On peut orthogonaliser et normer cc
n-édre en appliquant la formule de M. Schmidt.

Posons

Sttty = (P, q)
et

(1, 1) .. (1,p)

(py1) ... (pyp)

les n vecteurs de base du n-édre rectangulaire sont les vecteurs
H,,, Hy), ..., Ha), les composantes de H ,, étant

. (, ) . (1, p—1) &

(6) n‘(’l,)=z e see eeeeae e (P=| 2 _,,'n),
\/D(P—I)D(I') Y

On a bien dés lors :

Sunmnlp=0  (si p=q),
g)u’ﬁ%p)")fﬁn =1

Le vecteur Hy, est identique au vecteur Z,), c’est un vecteur de
longueur égale a I'unité; c’est la tangente a la courbe I' au point
considéré. Le vecteur Hy, est normal au précédent, on dira que
c’est la premiére normale a la courbe T au point considéré, et ainsi
de suite, jusqu’a la (n — 1) normale H,,.

Ces dénominations se justifient comme suit :

Dans une multiplicité euclidienne E,, une courbe I'[z; = x;(s)]|
posséde une tangente et (n — 1) normales qui se définissent de la
maniére suivante. La tangente est le vecteur de composantes

v A, premiére normale est la limite du quotieut par As
[§8] ds ? )
de la variation qu’éprouve la tangente lorsqu’on la transporte
parallélement (au sens classique du mot) d'un point P au point

.. . dzv 2 v
voisin P’ sur la courbe; c’est donc le vecteur £, == 6° =" = dz

ds T dst’
et ainsi de suile jusqu’a la (n — 1)"*™°-normale, dont les composantes
drav .
v — N 419 N y
sont £, =0°§),_,,= —++ Ges n vecteurs sont déja orthogonaux

dans yn espace euclidien; ils ne sont en général pas normés; en
les normant, on obtient des vecteurs H, de longucur égale a

LU, 3
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I'unité dont les composantes sont les cosinus directeurs des arétes
du n-édre principal attaché a la courbe.

Nous avons vu plus haut que le déplacement paralléle, au sens
le plus général, permet de dire quand deux vecteurs situés en deux
points voisins d'une variété quelconque sont congruents. En dépla-
cant ainsi le vectear E ) de P en P', en le comparant au vecteur
=, en P/, on obtient bien un vecteur qui généralise ainsi le mieux
du monde le vecteur de 'espace euclidien qui se trouve sur la
p*™ normale; en orthogonalisant, on obtient des vecteurs H,,
dont les composantes 7, généralisent les cosinus directeurs, dont
il est question plus haut.

5. En chaque point de la courbe I', nous avons défini un n-édre
orthogonal; nous P'appellerons le n-édre principal de I', selon le
déplacement paralléele admis, ou tout simplement le n-édre prin-
cipal, quand il n’y aura pas d’ambiguité a redouter. Nous avons
ainsi un champ de n-édres. Si 'on compare le n-édre en un
point P au n-édre au point voisin P’ sur T', en déplagant par con-
gruence celui-la prés de celui-ci, on obtient des formules qui géné-
ralisent les formules de Frenet de la géométrie euclidienne.

En effet, les formules de Frenet, relatives a une courbe I'* d’un

dr}, ) —
espace euclidien E,,, donnent les expressions de d"’ = 0“1;;;,«, en

fonction des w}, eux-mémes. On oblient des formules qui
s’écrivent

'—ll

dn
(P z:
p = 209" i)

les a. g étant les courbures de la courbe I.
On a

i
- 0 -
Zppm =0, o,y ==, p )= o - Xpy) = 0 silp—g-
P

\

Ces choses-la sont bien connues.
Nous ferons de méme pour la courbe I
Posons

=n

(7) Onty =Y apntly,

g=1
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et calculons les « ;). On voit immédiatement que
(8) Apg = Giw Ol

Puisqu’on a
)y —
g)‘“'q:p}n!(’;” = const.,
onaura

4
Z [Bwnlpnt J=0

c’est-a-dire en vertu des formules (4) :

98
Sav b o W, + &ra[On7, — Ty, AR A LT

. T =
+S’pc[0ﬁ§,)— Plp E?n"‘%'l)]“y}n" 0,
or

) &rT,+ gualy,— %‘% = &3R8,
el par conséguent
(9) 2pq + Lgp) = Sragps Q‘f‘p % ﬂ%‘p{'ﬂf’,’,, .
D’autre part, remarquons que H ,, est orthogonal aux vecteurs
Eip -y Epory; on a donc
by, =0 (si p<g);

de plus 6H, s’exprime linéairement en fonction des vecteurs
2y +-+y Epsr et paisque H) est orthogonal aux vecteurs
E('), ey E”_”, on VOil que

g (0}, w =0 (si p+13g—1)

Cela prouve que
%pg =0  (si g—pz2).
On peut ensuite calculer aisément
%(p, p+ = Erpdal,ml
car

")\‘1,') = A(I)E?'l.‘ +eat A(P)E(Ap)’
et par surte

0"?1:)"‘ BN, +.. .+ B(mf(l,.)'*‘ B<p+n5<lp+m
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or on voit que
%, p+1) = Eru B8t
Mais
Bipt1) = Ay
puisque
dA )
O(A(,,)Ez'm) = ds E‘(’,,)"" A(/’)OE

v
Y2}

dA,
— P) ry v
— Tds Eun Af/” Euu 19

mais d’aprés les formules (6), on a

A — D(p—'.)
l,)) e ——— |
VDip)Dip—1)
et par conséquent
D(P—l) [0
Op, p+1) = é’lgm—-‘ r:p+|5")_‘,,+1)'
) Pp-1)

Cependant, on peut exprimer les Er‘i»w linéairement en fonction
desn) (g =1, ..., p+1),

v — v v
Epen=Cuynl iy +. ..+ Coprty Mgy

et 'on a, comme on le voit immédiatement sur les formules (G),

C . \/D(m Dip+1
“p+1) = —TP)— )

c’est le seul C qui nous intéresse, par conséquent

VDy=nDipsn,

a )=
o) D)
On en tire
dxp \/D‘ -1) D" )
(1) 2p+1,m = Qprp. T’l},»"lf‘,,,— #D(,,)Lﬂ—"
ctsip—gq2a2,
dxz¢
(12) Upgy = Qprp —= Wt 5
enfin,
d

‘ 1 g4
(13) 2pp = 3 QP7~9- m‘"‘}m"“z’)‘
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Les formules de Frenet ainsi généralisées s’écrivent

0nYy) = 2an Yy, + 2u Wy

Oty = @en my, + Gy ndy) + 2007

(1%)

e ey

07)2'11)= “(nl)"l?'“"' a(’li)nx_))“" Lo “(nn)"l}‘,,) (l)'
Posons

OnY, ds=2anY, et apqds=A4a0,4;
on aura
g=p-+1
(15) A, = N Ao,
(,:|

(sauf pour p = n, la sommation allant alors jusqu’a ¢ = n seule-
ment).

Ces formules indiquent qu’il faut ajouter aux vecteurs H,
transportés parallélement d'un point P de la courbe au point
voisin P, les vecteurs AH,, de composantes Ar,, pour obtenir
les vecteurs H, attachés en P’. Soit alors H un vecteur quelconque
en P, dont les composantes relativement au n-édre Hy, ... Hy,
sont les nombres B, : H=23f, H,; soit alors H' le vecteur
en P’ qui a les mémes composantes par rapport au n-édre
H,...H; : H=23,H,,. Lorsquon saura quelles relations
géométriques il y a entre H transporté parallélement a lui-méme
de Pen P’ et H', on aura donné une interprétation géométrique
du déplacement paralléle généralisé, car on saura comment on
passe du n-édre attaché en P au n-c¢dre attaché en P'.

6. Or le vecteur H;,, est égal au vecteur Hy, 4 AH,), le vec-
teur H' est donc égal au vecteur H + 28, )AH,,. On passe donc
de H a H' en ajoutant & H transporté parallelement a lui-méme, le
vecteur dont les composantes, par rapport au n-édre H,.. .1,

déplacé parallélement a lui-méme, sont

(16) A =2 A0 gy B
{

/

(') On pourrait étre tenté de croire que les propriétés énonccées par ces for-
mules ne dépendent pas des S)‘r puisque les (g n’en dépendent pas explici-

tement; il faut remarquer que les 0, en dépendent eflectivement.
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On reconnait, dans ces formules, I'aspect familier des équatrons
du mouvement infiniment petit d'un n-édre mobile; les Av g
seraient les composantes de la vitesse angulaire (on sait que la
vitesse angulaire est-un tenseur) du n-édre mobile rapportée a ce
n-édre lui-méme. Cependant I'aspect seul des formules suggére ce
rapprochement, car on n’a pas A¢(pg) = — A¢(4p). Malgré cela, il
est possible de faire état de cette similitude d’aspect; on peut
mettre en effet Ao, sous la forme suivante :

(17) Av(pg)= A0+ A0 (pg)~+ A30(pg),
ou
Alopgy =0  (si|p—g|>1),
18a D,_.,D
( ) Alopi,py=— A0 pyp) = V_D(,, L)
Dy
1 dzp
—_ - patadiPOy Y
(18 b) s Ateippr = 2 Qedw G i W
| A%0pqy =0  (sipFgq),
Mppg =0  (sig2p),
8 dxzp .
(18¢) é Ay = Qo “E"‘%‘m"’!‘,}) (si p>9q),

et 'on aura
(19) ABipy= A1B() + A2 B+ APy

avec
A’ﬁ(,,)=2 Aoymbgy  (E=1,2,3).
q

Or le n-édre H,,, ..., H, transporté parallélement a lui-méme
ne reste pas en général un n-édre orthogonal. Mais le vecteur H
transporté parallélement a lui-méme econserve, par rapport au
n-édre transporté, les mémes composantes 3,.. C'est donc par
rapport au n-édre transporté que le vecteur a ajouter pour obtenir
H' a pour composantes AB .

A'Bp) est la modification des B, lorsque le n-édre transporté
est soumis a la vitesse de rotation A' ¢, ; cette rotation ne déforme.
pas le n-édre.

A28 ,, est la modification des 3, lorsque le n-édre transporté
est soumis a une déformation qui conserve les arétes du n-édre en
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les allongeant ou les raccourcissant suivant les rapports

By+a8w 0 BB,
By By

Enfin A?3, est la modification des B3, lorsque le n-édre est
soumis & une déformation dont le caractére géométrique est le
suivant : les angles du n-édre transporté deviennent droits; les
longueurs des arétes peuvent d’ailleurs étre modifiées. Si 'on

veut avoir une idée plus précise, il suffit d’écrire explicitement les
équations qui donnent 3, + A%B ) = B(,). Ona

B =B

Bty = A0(n,n—1) By -+ Bon—1),

m‘—f A0, n—2)Bny + A0 (n—y,n—2) Bu—1y~+ B(u—2),

By =80my B+ B¢msy) Bu—nt ... &0y B+ B

Une telle transformation conserve les points de I'axe H,, trans-
porté; elle transforme le plan H,) Hy, en lui-méme, Despace
déterminé par Hy), Hps), H3) en lui-méme, etc. D'une maniére
générale, le g-plan Hy;)H,, ... Hy, transporté est, transformé en
lui-méme; a chaque point de ce g-plan correspond un point situé
sur ane paralléle au (¢ — 1) plan Hy Hy,... Hy_y), ce qui veut
dire que dans le g-plan considéré, les (¢ — 1) plans paralléles au
(g —1) plan Hy Hy .5 Hyy), se transforment en eux-mémes.
Cela revient donc évidemment au processus suivant. L’axe H,,
transporté reste invariable, 'axe H, transporté, tournc dans le
plan H,H, jusqu’a devenir perpendiculaire a Hy,), puis Hg,
transporté tourne dans Pespace H(,)Hy H;) trunsporté jusqu’a
devenir normal a H,H,); et ainsi de suite, jusqu’a Il trans-
porté qui tourne pour devenir perpendiculaire a HyyHp, ... Hipy,
transporté.

On a ainsi une image géométrique des diverses transformations
qu’il faut faire subir 4 un n-édre principal transporté paralléelement
a lui-méme de P en P’ pour Pamener a coincider avec le n-édre
principal en P’. Ces diverses transformations exécutées successi-
vement sont exprimées en fonetion des n vecteurs de basc du n-édie
transporté. Mais ce sont des transformations linéaires infiniment
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petites; on peutles exécuter dans n’importe quel ordre; de plus, aux
infiniment petits du second ordre prés, au lieu de les rapporter au
méme n-édre, on peut rapporter chacune d’elles sans changer les
formules au n-édre modifié par la précédente. Voici comment on
pourra procéder dés lors pour avoir de la marche du n-édre prin-
cipal I'idée la plus simple.

Le n-édre principal 3¢, en P est transporté parallélement a lui-
méme, son sommet arrive en P’. Il n’est plus orthogonal, dési-
gnons-le par 3. On P'orthogonalise par la transformation A3; il
devient 3¢,. Puis on le déforme par la transformation A? qui le
laissant orthogonal ne fait qu’altérer les longueurs des n vecteurs
de base. 1l devient J¢,.. Enfin on fait tourner ce n-édre 3¢, la
vitesse de rotation ayant pour composantes par rapport aux vec-
teurs de base H;, H{,, les nombres A'¢,, . Le n-édre est alors
devenu le n-édre principal en P’ soit J¢p..

C’est en particularisant qu’on verra avec plus de détails encore,
ces diverses transformations.

7. Le déplacement paralléle au sens de M. Levi Civita conduit
aux formules de Frenet ('):

0nY,, = a2 MYy

N 0nY,, = 2enn?), RERIC

(20) OnY,_,,= =1, =) M)+ An=1, m) Wy
07]?,,; —_ a(n,n—i)"l?/z—ll'

Car Q)uy = o. Le n-édre n’est pas déformé dans le déplacement,
il suffit, pour passer du n-édre principal transporté de P.cn P’ an
n-édre principal en P’, de lui faire subir une rotation infiniment
petite dont les composantes sont

Avpgy=0 (silp—gq|>2)

et
/Dy, -1, D,
AP, py = — BV, pyt) = VPp-nDp+rn
D(/’)
(*) Il est entendu qu’ici I'on doit faire I")’\p'= )‘vpg; les D, sont définis

suivant cette hypotheése,
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D»)

VDpo1yDipan)
de courbure de la courbe. On retrouve ainsi les résultats de
M. Blaschke.

Pour retrouver la géométrie de M. Weyl, il faut faire

On pose alors p ) = - Les o, sont les (» — 1) rayons

Q= gy

et les formules de Frenet s’écrivent :

b0, =aayn,+ aunnly),

67)?1) = 0 MYy, + %en MYy, + %23 M)
(21) vevennn e e e ceeey

bnY = An—1, n-2)N'a) T+ L, n-1)N gy Fn—1,m M)\

0':‘_111:- = Anyn-1) Ny, + %y M5
ou l'on a

“(pp)= ‘l‘@ d__.’l)y' et a(,, P = _———_——_—._-_\/D(/’_”D(pﬂ = __I_ .

2% ds ' D p) P

Le n-édre principal déplacé reste orthogonal, mais il est transformé

i di .o .
par une homothétie de rapport 1+W2w; ensuite 1l subit une

rotation de composantes Avpg), avee

A0, prty =— B0y, = s
Pum

On dira encore que les g, sont les rayons de courbure de la
courbe en P. Ce sont les résultats que nous avions trouvés dans les
notes citées plus haut.

Un autre cas particulier intéressant est celui de la géométrie de
M. Eddington. Mais pour les vecteurs contravariants, il conduit
a peu prés aux mémes résultats que le déplacement le plus général.
La particularité présentée par cette géométrie repose sur le fait
que les T;; ne dépendent que des QF7, les S, étant nuls. Cest
dans les expressions des m), que cette particularité crée quelques
simplifications.

On voit donc que la méthode du n-édre mobile, convenablement
généralisée, permet d’analyser avec précision le déplacement
paralléle d’un vecteur contravariant le long d'une courbe.
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On pourrait encore faire I'analyse de cette notion en par-
tant de la transformation linéaire la plus générale entre les
corps de vecteurs en deux points voisins d'une variété., Un tel
probléme se rattache a I'ordre d’idées des travaux de M. Cartan.



