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SUR LES VALEURS EXCEPTIONNELLES
DES FONCTIONS ALGEBROIDES ET DE LEURS DERIVEES;

Par M. Tu. Varorouros.

1. Dans la premiére partie de ce travail, j’établis un théoréme
qui concerne la limite supérieure du nombre de valeurs exception-
nelles des fonctions algébroides 4 un nombre fini de branches.

Ce théoréme fournit une limite supérieure plus avantageuse
que celle du théoréme démontré par M. Rémoundos dans sa
These (). Elle tient- compte des relations linéaires a coefficients

(') Sur les zéros d’une classe des fonctions transcendantes, Paris, 1got.
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constants qui peuvenl exister entre les coefficients A;(z) de
Péquation
i w4+ Ay(z)uw-1+...+ A, (z)=o0,
qui définit algébroide. Ces relations jouent un réle essentiel.

Lorsqu’une fonction entiére admet une valeur exceptionnelle,
sa dérivée admet la valeur zéro comme valeur exceptionnelle. Il
n'en est plus ainsi en général pour une algébroide d’ordre v
admettant v valeurs exceptionnelles.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, j’établis une condition
suffisante pour que la dérivée d’une fonction multiforme a un
nombre fini de branches admette la valeur zéro comme valeur
exceptionnelle.

Ce travail est le développement de deux Notes insérées dans les
Comptes rendus de I Académie des Sciences de Paris : Sur le
nombre des valeurs exceptionnelles des fonctions multiformes
(30 juillet 1923); Sur les dérivées des fonctions multiformes
(29 septembre 1924).

J'exprime ici mes vifs remerciements a M. Paul Montel qui s’est
beaucoup intéressé a mes recherches et a quije dois des remarques
trés utiles.

2. Considérons une fonction multiforme ayant v branches.
définie par une équation de la forme

(1) Sz, u)y==uw'+ Ay(x) w"'+...+Ay(x)=o0,

ou A,(z), Ay(z), ..., A,(x) désignent des fonctions entiéres de .r.
Suivant I’expression classique, appelons valeur exceptionnelle
de la fonction u(z) définie par I’équation (1) toute valeur u, telle
que I'équation
w(z)=1uy
n’admeite qu'un nombre fini de racines : il est évident qu’il en
sera de méme pour I'équation

S(@, wp)=o.

Entre les coefficients A;( ), il peut exister des relations linéaires
a coefficients constants; soit A le nombre de ces relations qui sont
indépendantes : on sait que ce nombre A ne peut dépasser v —1.
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Nous démontrerons que le nombre total des valeurs exception-
nelles n’est jamais supérieur a v —+ k=1 Uinfini compris.
Pour fixer les idées, nous nous bornerons au cas ou lordre
des fonctions entiéres A;(z) est fini. Nous pouvons exprimer
les v fonctions A;(z) linéairement au moyen de v — % d’entre elles.
Posons

Ai(x)=angi(w)+aings(r)+...+ aipgp(2) + a;

oy Yy ‘o=‘l——.-7.

Wiy @iy, @izy .y dip €tant des constantes et g (z), £2(x), .., $e(T)
des fonctions linéairement indépendantes.

J'entends par la, qu’il n’existe aucune relation linéaire a coeffi-
cients constants de la forme

1 £1(x) + 2 8a(v) . e gplx)=c.
L’équation (1) prend la forme
Jrao, w) == polu) -+ g (&) pr(u) -+ g(x)pelit) +...+ go(x) po(u) = o,
ou

Polut) = w4 ="' +...+ «a,,

( = TR I L2 . ) = .
pilu)=a,ju @y’ g J=1, 2 o0, 0.

Il est clair que si une valeur u, rend f(x, «,) constant, comme
&1y &2y --+» &p sont linéairement indépendantes, elle doit annuler
les polynomes p;(u) et, puisque

W+ N(@) A (T) = po () 2 () pr(u) 4o+ gp(x) pplu),

cette valeur nous donnera une relation linéaire particuliére &
coefficients constants de la forme

Wl Ny ()=t 4. - Ay () = const,

Réciproquement : une telle relation, quand elle existe, nous
fournit une valeur exceptionnelle du premier type, c'est-a-dire
telle que f(x, u,) = const.

Il est évident que le nombre maximum des valeurs exception-
nelles du premier type est inférieur ou égal a X. Ce nombre % ne
peut dépasser v —1, car les polynomes pj(u), de degré v — 1, ne
peuvent s’annaler pour plus de v -— 1 valeurs distinctes de «, sans
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étre identiquement nuls. Dans ce cas, on a
S, u)=po(u),

et Palgébroide se réduit a des constantes; on retrouve ainsi‘ un
résultat connu.

Je vais montrer que le nombre de toutes les autres valeurs telles
que f(z, u) soit un polynome non constant ou le produit d’un
polynome par une exponentielle ne peut dépasser v.

Supposons, en effet, qu’il existe v + 1 telles valeurs

Uty Uy, ooy Uy—yy Uyy Uyyy.

Nous distinguerons deux cas :

1° Il n’y a pas de valeurs «; pour lesquelles f(z, u;) soit un
polynome; alors, si I'on élimine les A;(z), ce qui est toujours
possible, entre les v + 1 équations

W+ A @)ui T L+ A7) = oy () el
w, + A (z)uf 4. A () = g () e,

Wy +Ag() Ui+ A(T) = pyag () ve,

on aura une identité de la forme

2oy (2) eQ® ++ Kypa (@) €00 . L~ Ky 1g Gyiy (&) eQrtil?” = )g,

hoy Ayy hay - ..y Ay étant des constantes différentes de zéro el
Q., Qqy ..., Qyyy des polynomes en x, dont aucun ne se réduit a
une constante. Une telle identité est impossible; son impossi-
bilité est un cas particulier d’une proposition fondamentale de

M. Borel (').

2* 1l existe des valeurs de «; pour lesquelles f(.r, ;) ‘est un
polynome : leur nombre ne peut dépasser v— 1, sinon A;(.r)
seraient des polynomes et « une fonction algébrique.

Je considére une valeur «;, il y aura parmi les nombres

Pi(uwy), pa(uy), ..., pp‘(ul)

(') E. BoReL, Sur les zéros des fonctions entiéres (Acta mathematica, 1. 20,
1897). ‘
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un au moins, p,(%,) par exemple, qui est différent de zéro, sinon
1, serait une valeur exceptionnelle du premier type.
Je forme I’équation
| Pa(ui) /)ﬁ(uiy) | o
Pa(u) pg(u) ‘ ’

elle ne peut pas étre identiquement nulle car on aurait
pa(u)=kpa(u)

k étant un nombre fini, et par conséquent les fonctions A;(.xr)
seraient définies linéairement au moyen de v — % — 1 autres fonc-
tions et il y aurait entre elles % + 1 relations.

Comme elle €t de degré v—1, je peux trouver parmi les
(v~ 1) valeurs différentes «,, u,, ..., u.,, une, soit u,, telle que

pa(d1) pguq) |
pr(u2) pplus)

Je forme maintenant I’équation

| Pa(ur) ppur) pylus)
Pa(u2) pp(us) py(us) |=o,
Patuw)  pglu) py(u)
elle n’est pas identiquement nulle, car on aurait
p:(u) = hpa(u)+ kpg (),

fr, k étant des nombres finis, puisque le coefficient de py(u), dans
le développement, n’est pas nul. Alors, les fonctions A;(z) seraient
définies linéairement an moyen de v — A — 1 d’entre elles.

Donc I'équation n’est pas identiquement nulle et nous pouvons
trouver une valeur u; telle que I'on ait

Paluy) ppluy) py(wr)
Palua) pp(ua) py(us) | #o.
Polus) pa(us) py(us)

D’une fagon générale, nous pouvons choisir les valeurs &, w., ...,
uy_, telles que

Pa(u1)  pa(w1) ... pap(ur)
8 = Pal(u’) pas(ui) e PaP—l(ui) ;ﬁO,

Pa,(Up—1) Pa,(Up—1) .. Pae_.(“p~~t)l
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et alors j’envisage I'équation

Papltr)
Pag(U2)
A(u):1 iieees | =03
Pap(“p—l)
’Pa.(u) Pa (1) .. papg(u)  pay(u)

Qo

clle n’est pas identiquement nulle, car dans ce cas nous aurions
Pap(tt) = hypy (1) + hapa, ) +...-~hg ypgy_ (W) (hj étant finis)

et par conséquent, les fonctions A;(x) seraient définies au moyen
dev—h -1 =g —1 dentre elles.

Donc nous pouvons choisir parmi les valeurs wy, wy, ..., w.,
une valeur, soit u,, lelle que 'on ait

A(up) ;é 0.
Nous pouvons mettre A(wg) sous la forme-

pitur)  pa(wy) oo po(uy) |
Pi(tes) pelug) ... pp(u.,)
A= ... e e e # o.
PilUp—1) pattg-1) ... polug—y)
prlug)  pa(ug) oo polug)

Je considere alors les équations

(@, wy )= ¢y (z) i),
) flz, 1s) =ga () e0l®,

~
i~

‘ S, ug) = 9p(x)eleln,
parmi les fonctions Q, (z), Qx (), ..., Qs(2) il y en aura une an
moins qui n’est pas constante, sinon « serait une fonction algé-
brique.
* l.e déterminant

Po(uy) pr(ug) ... pgluy)

Polua) pi(us) ... pp(u,)
e = Apy(u)+...,

Po(ug) pi(ug) ... pp(up)

po(u) pi(u) ... po(u) |



— 29 —
de degré v, admet les racines u,, w; ..., 4p; comme il n’est pas
identiquement nul car le coefficient de u” est A, on peut trouver,
parmi les valeurs considérées u,, ws, ..., 4y, une racine U,

telle que
A(up+) # o,

J’élimine, entre les équations (2) et 'équation

Sz, Up+1) == Po(Up+1) + g,(m)p,(up+,)+ gi(""")[’i(“pﬂ) +
-+ gp(-v)[’p(upﬂ) = 1)p+,e09+1

les fonctions g, g3, ..., &, ce qui est possible, puisque

Alup) # o,
el j’'obtiens
(3) Mo1(a) eV + k3 09(z) €9sl¥)
+ o Mo G (@) e QI = o= A(tppr) #£ 0,

et je démontre que cette identité est impossible.
Soit p le nombre des termes (1 Xp) Q, (), Qx(x), ..., Qu(x)

qui sont des constantes; on aura 'identité

— M+ Ay @i+ Aypat. .+ Ny
= Mgt Pprt () €D - LDy 5py (@) eQpHIN == 0.

NOUS ne pOllVOnS pas aVOil‘
M= Mo+ =Ny gy

o

en effet, s’il en était ainsi, nous aurions entre les g\, 2, ..., g

la relation suivante

[y p1(ur) = Agpr(ua) +. ..+ Nypi(up)] 81(2)
+ [Ny pa(ur) + Ny pe (us) +.. .+)\i,p2(uy,)] Sa(®) +. ..
+ [Ny pp(u) + Aapp(u2) ...+ Aypo(up)] &o(2)
4+ [Ny po(uy) + My po(ueg) +.. L+ Ao (up) — ho] =0,

relation qui entraine, puisque les g;(z) sont linéairement indé-
pendantes,

M pi(uy) + Nypi(us) +. ..+ Xy pi(uy) =0 (i=1,2, ...,0.)
Or les ), Ay, ..., hy ne sont pas tous nuls, sinon on aurait

}\QE A( up.‘.‘) =0,
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ce qui est contraire a ’hypothése; alors nous devrions avoir

A(uy) =o,

ce qui est aussi contraire a hypothése.

Donc l'identité (3) est impossible, ce qui démontre notre théo-
réme.

Exemples. — 1. Prenons
Sz, u)=ud+ ur(e*+x +12) + u(47 —re*— 6x) + (6e¥ + 8§z —60),

Ay =eX+ux —12, Ay=j7; —bec— bz, A3=6e*+8x — bo,

avec la relation -
22 A+ 27,4 A3~ 6 = o0;

comme I'équation se met sous la forme

(U3 — 1202+ 47u—60) + e*(u?-— 51 + 6) + x(u— bu +8)=o;

gi(z)=1e*  glr)=u=x,

on voit que les valeurs exceptionnelles sont : 3, 4, 5 et 2 celle qui
correspond a la relation

22A, +2As+ Az+6=o0.

W+ (r—6)ut+ (et —3x—+1i)u +(22—3e*x—6)=o.
Nous avons ici v=3, A=1 les coefficients sont liés par la relation
7A1+3A,+ Ay +15=o0.
Nous écrivons I'équation comme suit :
(@—6u+11u—6)+er(u—3)+x(ut—3u+2)=o,

et I'algébroide admet les valeurs exceptionnelles : 1, 2, 3.
Il n’y a pas de valeurs exceptionnelles du premier type.
Nous avons donc établi le théoréme général suivant :

Tutonive. — Une transcendante algébroide a v branches
définie par une équation de la forme
w4+ A (z) w1+ Ay (z) w=t+. ..+ A, (»)=o0,

prend, dans le domaine de Uinfini toutes les valeurs, sauf
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peut-étre v\~ 1, ndésignant le nombre des relations linéaires
indépendantes a coefficients constants entre les fonctions A;(x).

Ce théoréme peut aussi s’énoncer sous la forme suivante :

La différence entre le nombre )\ de relations linéaires inde-
pendantes & coefficients constants que lient les fonctions A, (z),
A,(z), ..., Ay(Zz) et le nombre maximum des valeurs excep-
tionnelles d’une transcendante algébroide, est toujours v+ 1,
v désignant le nombre des branches.

3. Le théoréme ci-dessus énoncé correspond au cas ou tous
les A;(x) ont une valeur exceptionnelle commune, la valeur co.
Dans le cas ou les A;(x) onl une valeur exceptionnelle commune
{inie u,, nous pourrons, comme on sait, nous borner, sans nuire
a la généralité, au cas ou le coefticient de ¥, dans I’équation qui
définit la transcendante, est une constante.

Soit, en effet, ’équation

Slr,uy=Ac(z)w + Ay(z)w+... - N\ (w)u+ A (r)=o,

ou A,(x) n’est pas une constante.

La transformation
1

v w— Uy

y =

conduit @ une équation dans laquelle le coefficient de yv sera
J(x, uy) qui est de la forme p(z)e®), p(xr) étant un polynome.
En divisant par /(z, «,) on obtiendra des coefficients dépourvus
de poles dans le domaine-de l'infini.

Exremple. — Posons

Sflx, )= ud(2x — 3e* — () + u(10e* — 9z -+ 29)
+u(13r—11er —46)+ e — 6x + 24,

la valeur « =1 est exceptionnelle car f(x, 1)=1; par transfor-

mation y = ~— notre équation se transforme en

Y3+ (z—0)yt+(er—3x+11)y + (27 —3ef—6) =0

et définit une algébroide admettant, comme nous V'avions vu, les
valeurs exceptionnelles 1, 2, 3, c0; par conséquent notre fonc-
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tion u#(.z) admet les valeurs exceptionnelles

Nous avons ici

Remarque. - - Le théoréme ci-dessus démontré fournit comme
limite supérieure du nombre de valeurs exceptionnelles v+ A—1.
[l est évident que cette limite peut étre abaissée au nombre v+ 041,
6 (1) désignant le nombre de relations particuliéres entre les coef-
ficients A;(z), c’est-a- dire des relations de la forme

¢V VA 4 eV 2As 4. .+ A, = const.

¢ étant constanle.

4. On sait (2) que si une fonction entiére f(.x) posséde une
valeur exceptionnelle «, sa dérivée f'(z) ne peut admettre que la
valeur zéro comme valeur exceptionnelle.

Dans le cas des fonctions multiformes, la dérivée f/(z) d'une
fonction f(x) multiforme a v branches ayant v valeurs exception-
nelles, n’admet pas toujours la valeur zéro comme valeur excep-
tionnelle par exemple, la dérivée de la fonction f(r) définie par
I'équation

S (e —er—i)fa er=0

n’admet pas la valeur zéro comme valeur exceptionnelle. Or, la

for.ction f admet les valeurs o et 1 comme valeurs exceptionnelles.
Jai cherché des conditions sous lesquelles la dérivée d’une

fonction multiforme admet nécessairement la valeur zéro comme

valeur exceptionnelle lorsque la fonction av valeurs exceptionnelles.
Voici un théoréme relatif a cette question :

Turorimr. — Considérons une transcendante algébroide

("0
(%) G. PoLya, Ueber dic Nullstellen sukressiver Derivierten (Mathematische
Zeitschrift, Berlin, 1922).
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définie par une équation
Sz, u)y=w~+ A(xr)u-1+...+A,(z) =0;

s'il ) av — 1 relations linéaires a coef ficients constants entre les

Sfonctions A;(z) et si la transcendante admet une valeur
exceptionnelle, sa dérivée admettra la valeur zéro comme
valeur exceptionnelle.

En effet, 'équation f(x, u) = o peut se mettre sous la forme
Sz, u)y=p(u)+glz)q(u)=o,
comme on 'a vu au n® 2; p(u), ¢(u«) étant des polynomes en u
plu) = w+...

et g(x) une fonction entiére.
Nous avons

[P(u)+g(@)g (u)]u+g (2)g(u)=0;

pour u'=o il faut que g'(z)g(u) =0 et, comme g(u) n’est nu
pour aucune valeur de z, on aura
&'(z)=o.
Or,
P (%) +&(x) q(uo) = p(2) es'®),

o étant une valeur exceptionnelle de u(z), par conséquent,
&(2) q(uo) = [ (2) + u(z)v'(x)] ea®,

On voit que la valeur zéro est exceptionnelle pour g'(x), et
alors, il en sera de méme pour la dérivée u'(z),

Lorsqu’on ne se borne pas a des A;(z) de genre fini, il faut
prendre le mot « exceptionnel » au sens large de M. Borel.

En particulier, les relations linéaires peuvent étre fournies par
v — 1 valeurs exceptionnelles du premier type.

Dans le cas général, elles expriment que l'algébroide admet

v — t involutions exceptionnelles du premier type comme l'a
montré M. P. Montel ().

(') P. MoNTEL, Sur les involutions exceptionnelles des fonctions algebroide
(Comptes rendus, 20 octobre 1924).

LI, 3
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On peut remarquer qu’il n’est pas nécessaire dans le théoréme
précédent que « admette une valeur exceptionnelle du deuxiéme
type ; mais seulement une relation exceptionnelle

ho+ MAj+.. .+ NA,=p(x) e,

car on en déduit
A+ rg(x) = p(x) el

Ky hoy Ay, ..., K, étant des constantes; g'(x) admet alors zéro
comme valeur exceptionnelle.



