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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR DEUX CLASSES REMARQUABLES DE CONGRUENCES W;

Par M. JurLes Drach.
[Suite (1).]

IV. — LEs CONGRUENCES W DONT LA SURFACE MOYEANE EST UN PLAN.

12. Les congruences rectilignes (A) dont la surface moyenne
est un plan s’obtiennent de la maniérc suivante : En tout point P
d’un plan qui correspond par orthogonalité des éléments a une
surface (S) (dite surface génératrice), on méne la droite A paral-
l¢le ala normale au point correspondant M de (S). Siles coordon-
nées de M sont (x, y, z) on peut prendre pour coordonnées
de P, (—y, z,0) et la droite A sera le lieu d’un point I, de coor-
données

Zy=—y +pk, y1=x + g, Z=—A

K

ou A est le paramétre, puisque (p, ¢, — 1) sont les paramétres
directeurs de la normale a (S).
On trouve les points focaux et les développables de la congruence
en écrivant
dry _dy, _dz
P g 1

)

ce qui donne
—dy + \dp = o, dzr + \dg =o.

Ces développables correspondent donc aux asymptotiques de (S)

dp dz +dq dy = o,

(") Cf. Bulletin de la Société mathématique de France, t. LI, 1924, p. 434-467.
LIIL. 1
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et Uon détermine ) en éliminant dy : dz, d’od
W(s2—rt)=1.

Le point I,, second fover sur A, s’obtiendra en remplacant 2
par — \. :

Sil'on veut que la congruence (A) soit W, c’est-a-dire que les
asymptotiques se correspondent sur les deux nappes focales,
il faut que I'équation différentielle qui les définit sur (F;) ne
change pas quand on change le signe de A. Neus écrirons cette
équation différentielle en prenant z, y pour variables indépen-
dantes

| d2p) d2g ) — d?)
)‘r'—!—pgz‘ |+7\s+q£)—>‘ _ 9%
dx dx dr | =o.
a). Jd A Jan |
—l+7\s—%—p()—1’ )\t+q()—,, ~%

Sous cette forme, on peut faire disparaitre dans les éléments de
la premiére ligne les termes pd?)., qd*). L’équation s’écrit alors

rd:p 4+ 2didp rdrg 4+ odidg —d?3
hr 1+ 2§ L
7 H dr | =o;
. ok
| — 1+ AS N —@

le coefficient de — d?’ qui est A2 (r¢—s?) +1 y est nul d'apres
la valeur de ); elle se réduira donc a la forme simple

I Jan InY
0=(.)~d‘[7+‘lti)\ dp)[;)—y--ﬁ—);(s (—)‘}——t (T.T->]
N 28 In JIny
—_— 2 puii )  — e § .
(nd2q +2d).dq)[dw+ /\<1 7y s()x)]

On y reconnait des termes du troisiéme degré par rapport a 7 et
a ses dérivées et des termes du second degré. Pour que I'équation
rie change pas quand on remplace A par — 7, il faut et il suffit
(puisque A £ 0) que les équations

N ah Jda dJdi. I\,
(hd2p +2d) dp_)(: Jy—t(ﬁ)—()\d‘q + 2d) dq)(r dj’—s&/)z o
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\ . oh Jdr
. B —— 2 E dz
(hd2p 4+ 2d) d’o)dy (7 9+""d)‘dq)r).1; o

soient identiques.
Ceci peut arriver de diverses maniéres :

13. 1° On peut avoir

I Ik
Jr Iy
s——t(—,_—):—r‘—)—}—-—s
dy oz

ou encore
NS Y S TS L
d)') oz dy ox)
Cette velation exprime que les lignes h = consl. sont des asymp-
totiques de la surfacé génératrice (S), pourvu que A ne soit pas

une constante.
En observant que

| =

=82—rt= o0,

0

Py

on voit que o est aussi solution de I'équation

.(()m ’_?sdm Ju p Jw ’_0
"\oy Cdx oy \dzx) 7’

ce qui donne pour la surface (S), définie en coordonnées carté-
siennes, une équation du troisiéme ordre, du second degré par
rapport aux derivées troisiemes a, 3, v, 6 de z. On I'écrira sous
forme irvrationnelle, en choisissant 'un des facteurs

ow
(1 E_ays—-pl———&r_s-lf—\/s’—/-l
) Jw 285 —at—vyr r )
or

ou encore
PO 00 _Ldh
dy ox A dx
Cette équation du troisiéme ordre peut s’intégrer de la maniére
suivante :
Désignons par « et ¢ les paramétres des lignes asymptotiques
de (S), qui correspondent aux développables de (A); on peut
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écrire
Y _\P, 9d=__,9%
ou.— "ou’ du du
et aussi, en changeant A en — A

dy ap dr | dq
~_—)\E’ E—)‘dv

.

dv

Les fonctions z et y sont donc deux solutions de I'équation aux
dérivées partielles de Laplace

d 100 9 (1 00\
a‘»(x ﬁ)*&ﬂ(i a—v)—?

et 'on en déduira p, ¢ par deux quadratures, puis 5 par la qua-

drature nouvelle
dz = pdr + qdy.

Mais ici ) égal a est une fonction de « ou de ¢. Nous pou-

st—rt
vons, sans restreindre la généralité d le L = u2,d
, g ité, prendre par exemple 5 = «?, de

sorte que la détermination de (S) revient a I'intégration de I'équa-
tion
w ‘ﬂ —+ d_ﬂ =0
dudv ~ ov ’
qui donne «8 ==U + V, U, V désignant deux fonctions arbitraires
des arguments respectifs u et ¢.
Si l'on prend

U4V _U+V
u y— 11 )

on peut calculer p, ¢ et . On trouve ainsi
p=—u(U|+V.)+2qu’,du, q'=u(U+V)—2f¢qU’du
et ensuite

5=V,U—U,V +i—),qu’,du—zylfqu’du+f(VY',—V.V')dv

+2fd(%) qu’,du—zjd(-%') qu'du+f(UU',—U,U')du.

Certaines des intégrales qui figurent dans z peuvent étre expli-



citées; il suffit de poser
U=f(u), V=g, U=fi(), Vi=gi(®)

pour obtenir
z= g’(f{-—-%}—g’l (f'— 2‘£>+f(é"5"{—é’ﬂé"c)d"
+ [ si=r sodusa [wi=pya(L) =2 fwr—pa(L).

Une intégration par parties des derniéres intégrales donnera
=g (=LY —si(r—oL) +2uri—fr s s
+£&'&) ——2fg', g'dv + 2ff,’f’du,
expression qui peut aussi s’écriré
z=(f{+ g’lg)(g’—— S+ 2—}) —afil ’:gl)

—afg’,g"dv—r—uff,’f’du.

Les coordonnées z, »,, 5 d’'un point de (S) dépendent bien de
trois fonctions arbitraires d’un argument : f(u), f, (u«) et, puisque ¢
n’est pas fixé, I'une des fonctions g(¢), g,().

On pourra donc encore prendre, par exemple g'(v) = v, ce qui
donnera pour S, les formules

e=L@re_ fiu) 1)
u

u

z=(v—-— f)(fn—*-"a)"?fx(f_‘—w /f|fd“

et

14. Nous sommes en mesure de donner les expressions expli-
cites des coordonnées des. deux surfaces focales de la con-
gruence (A). On a par exemple pour la nappe (F,), lieu du
point (x4, ¥1, )

&\ fi v S . 1

Xy =-—92——=2 =2 2=y 3 =——
! u wt’ 4 u wt ! u?
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et I'on pourrait méme donner l'équation cartésienne générale
des (F,).
Sil’on calcule alors les coordounées x,, y,, 3. du point Fy, on

trouve

2 , ) , o
"L?—;‘t}("‘.fl_./l,)a )2-—;;(“./‘ - 2= e

et 'on reconnait que la deuxiéme nappe focale (F,) se réduit
& une courbe.
Ce résultat aurait pu étre prévu en partant des formules

Ly=—y —ph  Yr=x — g\ 9=,

qui donnent, eu égard aux équations qui expriment que u, ¢ sont
les paramétres des asymptotiques de S,

dzs ax dys _ 2 TN

PR P oo T 7% o T oe

Ainsi la surface (S) que nous avons déterminée est celle qui
conduit a une congruence (A), a surface moyenne plane, pour
lagquelle Uune des nappes focales (Fy) est une courbe. Aux
asymplotiques « = const. de (S) correspondent les cones circons-
crits.a (F,) ayant leurs sommets sur la courbe (F,).

La congruence (A) ne peut étre regardée comme une véritable
congruence W — puisque (I7;) n’est pas une surface.

Le résultat obtenu garde cependant un intérét : nous voyons en
effet que la condition nécessaire et suffisante pour que les
développables de (A), qui correspondent auxr asymptotiques

w = const. de (S), soient des cénes, est —— =o. Si au con-

do
lm'rel—)z‘ A eut affirmer les de appes focales sont
aire - = # 0, on peut affirmer que le ux nappes focales

bien des surfaces.

Si 'on part d’une surface (S) donnée en coordonnées carté-
siennes satisfaisant a I’équation (I), on a immédiatement les lignes
asymptotiques A = const. Peut-on obtenir les autres?

D’aprés l'analyse précédente, on peut déduire de (S) la
courbe (F,) et aussi la surface (F,) et le probléme revient a déter-
miner sur (F,) les arétes de rebroussement des développables qui
contiennent (F,). Or si 'on remonte aux formules qui donnent z,,
Y1y 3 en u, ¢ et aux expressions Z, = — y + pA, ¥y =&+ qh,
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z, =— 4, 0n voit que les lignes ¢ = const. cherchées sont définies

par une relation qui a une ou autre des deux formes

£ =g h

En écrivant par exemple que Vune de ces quantités satisfait i
Téquation différentielle

— ¥+ ph

-+ F(k) = const. ou + Fy(h) = const.

JA 0
r’;;dw —l—fg.—yt/‘y:—o,
on aura pour déterminer F () Pexpression explicite de 1(A) —
c’est-a-dire que F'(A) s’obtiendra par une quadrature. Mais on a
tout de suite cette expression en écrivant que la dérivée du pre-
mier membre par rapport a A est nulle

—x+hg N Jx Jg .
————-———2)\‘/1. ~F'(2)=o, puisque ;)—l—l_~—7\d—u ;

il «uffira de calculer la fonction de A représentée par Aqg — z.

Nous savons donc trouver par quadratures les lignes asymp-
totiques des surfaces génératrices (S), lorsque Uune des nappes
Jocales de (A) est une courbe.

Des observations analogues peuvent étre faites dans le cas sin-
gulier on X est-une constante absolue.
. T 1 . , . .
Silon écrit s2 — 1t = 337 O sait que cette équation peut s’inté-
grer explicitemenl par les méthodes classiques (cf. par exemple :
G. Dansoux : Théorie des Surfaces, 3° partie, § T16).
Mais il suffit de se reporter aux relations qui lient z, p, v, ¢, X
aux paramétres des asymptotiques « et ¢, pour obtenir
y—=Ap=yv, z +Ag = G(v),
y+ip=F(u), r—\q=u,

d’ou P'on déduit z, y, p, ¢ et ensuite Pexpression de dz,

dz = pdx + qdy
qui donne

423 =TF () G(0) — uv + /(G——vG')dv +f(F—uF')du.
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Ici les deux surfaces focales (Fy) et (F,) se réduisent a des
courbes planes

r=—0v, y1=G(v), Z==1,

Zy=—F(u), yi=u, =1,

qui sont quelconques.
Les asymptotiques des surfaces (S) qui satisfont a

s2 —'rt = — = const.

=

sont données sans intégration par les formules
r—Ag=u, y—Aip=ov.

15. 2 Examinons maintenant ’hypothése ou le déterminant

A=r 92 —'sd)\gz\—i-tld—)\)’
- <t)y ? ox dy (\dz

n’est pas nul. On peut conclure des deux équations envisagées a

la fin du paragraphe 12 :
Adip +2drdp = o, hdig +2didg =o,

et il s’agit de trouver les surfaces S pour lesquelles ces deux
équations sont identiques. En les développant, elles s’écrivent :

o= 1adrt+28drdy +tdy?)+ (r d.z'—o—sdy)( )\dx+d‘:\/dy>
u=A(de’+zydzdy+ody’)+2(sdz+tdv)( dx————d)

On aura donc en apparence deux équations de condition

I\ Y )X ax
)\1—0—21‘55 AB+r dy+sdx )w(—t—s;}-,-
NN dA 29 o’

Mais si I’on forme I'une d’elles, en prenant les deux premiers rap-
ports et tenant compte des formules

() o(3)

= 2Bs —at—yr,




on trouve simplement
ri(ay—B2)t —s(28 — Py) +r(fd —y2)] =o,

équation qui, au facteur r prés, est symétrique en z, y.
Il suit de 1a que, si rt5£ o, les deux équations de condition se
réduisent a une seule, qui s’écrit sous forme de déterminant

B

(1)

Y T R
» =
~ 02 X

C’est équation du troisiéme ordre trouvée par M. U. Sbrana.
Nous I'avons d'abord remplacée par une équation du second
ordre. On observe en effet qu’en posant, au lieu de (1),

r=As+ B¢,
«=Af + By,
ﬁ:A‘Y—I— B3,

on déduit de la premiére équation, en tenant compte des deux

autres,
d—AS—Q—dBt_“O dAS"‘dBf""O
or” "z 0 dy” Ty
9(A, B) __
o(z.y)
Sil'on pose, par exemple, B=¢(A), ces deux équations donnent

Pour que I'on n’ait pas s = ¢ = o, il faut donc

s+¢'(A)t=o,
la premiére devient alors
r=As+9(A)¢.

On pourrait encore, par élimination de A, écrire simplement

-o(3)

/

® désignant une fonction arbitraire. C’est aussi la relation homo-
gene la plus généerale entre r, s, t.

16. Pour transformer cette équation nous introduirons explici-
tement les variables «, ¢ qui correspondent aux lignes asympto-
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tiques de (S). On a vu plus haut qu’élles donnent lieu aux rela-
tions
dy _ A b dr _ 5 dq

du " a’ de— ~ ou’
4); )()p ()__.z‘___ }4)_q_
Er Yav’ do N

(jue nous écrirons

d):=)\(d—p(llt—(3£dv dr =) qdu+()q(lc)~
\du v ’

Je
D’apreés notre hypothése, les coefficients de 'équation
rdz*+asdrdy +~tdyt=o,

r [4 .

;e par exemple, ne dépendent que d'un argument. Les asymyp-
totiques sont donc définies par des relations dz—+ody=o,
dz + tdy = o ou 7 et < sont fonctions d’un seul argument, 5 par
exemple.

Si la relation dx + sd)- = o définit les lignes v = const., on a

99 _ 9P _

o -7 v =%
et par suile aussi

% 0P _,

T u PIA

La condition d'intégrabilité de ¢, donne alors pour p I'équation

d2p dtdp dedp

(21) (= )()udv dv du_ du d0

‘Mais d’autre part la condition d’intégrabilité de y, donne
o[, op < op
%(A du) + AW) =0
Ay I -
que nous écrirons, en posant [ =~ log,

Pp Jdop  dldp _
(%2) Jade om0 T d I

Cette équation estdistincte de la précédente, sans quoil'on obtien-
drait aisément A = F(¢) c’est-a-dire que ¢, s, ¢ seraient fonctions
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d'un méme argument. C'est la un cas particulier & examiner a part.

On peut done déduire des relations précédentes

s dplo= Il _ dp[ads dl _
(%) r)u[dv W"_’)]_E[Tu"'du' MG)]—
et

, Jdp [al & dp[de ! d—. al
(#2) dudv {du( —- 5(] de [du % o 517]1— ’

(ui donnent les quotients

dp . dp 2p o dp
Jdv * du ¢ Jude " d¢

reste & exprimer la condition d’intégrabilité de r en partant
11 reste 1 dition d’intégrabilité de .r tant

de

¢e qui nous donne

e (e (2 e
dv

):)um '(;)7-'— Yo ()u_'—\zﬁt-’_ ou

Cette condition ne peut étre distincte. des deux autres, sans quoi

on aurait p = const. En tenant compte de («.) elle peut s’écrive

.. opl[d= _ o) dpds 9
(23) z)u[dv A 3"d—vJ dv[du J_(a“’)d—ﬁ]—_o'

Si on la confronte avec (a;,), on en déduit par un calcul facil«

_ i __(i’:
% T
ds al’
b C=9)%
ou bien encore
s 4)_0
(al) ol ol _ " dudy
4 du v~ (t—g)
ol
o d=
- . — ;_q'

9p

Cetie relation nous permet de réduire 'expression de

. op
dudo ’

Jv
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donnée par (o,); on trouve ainsi

ap Jdo
N dudv ol du
(a3) B mti=o
00

et cette équation s’intégre une fois, sous la forme
9 d
logd—f =_l+f:—L0:+10g V.
On peut d’ailleurs, en modifiant ¢, supposer V =1 et écrire

Y Y L
(2%) L &

dv

Considérons I'équation (o)); elle donne, si I'on tient compte
de (),

J*p Jdv

dude _ d  adl
dgp ~ t1—0a dv’
du

ce qui s’intégre par rapport a ¢ et donne, en choisissant convena-

blement la variable «,
9 Sy
(=) Lo 770

Ju

A . dp 9 e
Ecrivons que les expressions de %, % sont les dérivées d’une
dv du

méme fonction; on obtiendra

: o de) 15 ol %E
[(6——1) -+ che = — —r ;

ou” du o T—o

’ . T . ' 3T . ()P 0P
c’est ce que donnerait 'équation («)) si 'on y rcmplaqaltn, >
par leurs valeurs. On peuat déduire de 1a, soit en utilisant la rela-

1

tion (2} ), soit en remplagant dans (a}) :—;—5 et gi: par leurs valeurs,

.. . . . dal al
une deuxiéme relation linéaire en —, — :
Jdu’ dv

ot
do —
[(‘5-_6) Jl+(if]e’f,_,,_ do__ o,

Tt—06 v
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En les ajoutant (ou retranchant) membre a membre, on obtient

d —_— *d
o e 2= ol » i
= —_ - et _—= e .

dy du w (T—a)?

Ainsi [ est donné par une quadrature, pourvu que s satisfasse d
la condition d’intégrabilite

93 d
(8) dcr f‘: ,,) ( ,‘/‘—'—:E>—-‘o
0 ()u v -c——o‘}" R

Une fois { connu, on aura par des quadratures les expressions
de p, q, puis celles de z, y, enfin celle de s —, donc les coordonnées
d’un point (z, y, z) de la surface (S).

Tout se réduit a 'étude de I'équation (4,) qui remplace l'en-
semble

r(e—+rt)=as, rex =1t

ou 71 est fonction arbitraire de s.
Pour simplifier Pécriture de cette équation, nous poserons

o ds .
f :__ - =—log ¥'(s),

' LW < v

= — =) =

T—a g T—0o W

ce qui donnera

Péquation (3,) prendra, avec la fonction arbitraire W, la forme
simple

d /1 do J da
— — e "‘ o~
A) du<‘l'"'—’ du> dv( ¥ v>—0'

Il est facile de l'interpréter : Si 'on considére un élément linéaire
du plan, en coordonnées orthogonales u, ¢

ds? = A2du?+ C?dv?,

on sait que A et G sont assujettis a la seule condition

Jd /1 JC Jd /1 dA\ _
du‘(KJE>+% Tow /)T "

qui exprime que la courbure totale du ds? est nulle.
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On identifiera cette équation a (4) en posant

,. .7
A=V —ql", C=z-li,~
Toutes les formes d’un élément linéaire orthogonal du plan
o A et C sont fonction U'un de I’autre, conduiront donc a des
solutions du probléme, c’est-a-dire a des congruences W a sur-
face moyenne plane.

Les surfaces génératrices (S) sont définies par les quadratures
suivantes, au moyen d’une solution ¢ de (A)

ds 1 do I <
—yy» —— Zde =-log
dl =¥V¥ ()p(lu T t)ud" ! 2lt,,/
dp = (‘f’[(“f' du + g) ’ dq = e~! [i%dv “+(aW'— ‘F)d“J ’

dr = e’[(‘l'-a‘l"’)du —+ ‘%—, dv] y dy = e/(\lf’du - #) H

d’ou I'on conclut enfin
ds=pdx +gqdy.
On ohservera qu'avec les formules précédentes
dp de + dq dy =2du dv,

cest-d-dirve que la forme dpdx —+ dgdy: est a courbure nulle.

On conclut de la que pour toute surface (S) satisfaisant a

; . s ; . 5
une cquation - = P (2> » on peut déterminer les paramétres
AY

des asymplotiques, u et v, par des qua-lratures.
Sans faire appela cette proposition, on remarquera ici que, par
exemple,
dr +ody = /W du.= YAV du.

Les équations 1 (s +<)=12s, r¢1 =1 donnent 7 et t en z, y,
donc < en fonction de &; on a ensuite

ds
l Y = — .
og\ f:-—s

»tout est connu en x, y dans la différentielle

2

Comme 2

I
s2—rt
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exacte
_ dz + sdy

¥/

La condition que dp dx + dg dy soit un produit de deux diffé-
rentielles du, dv donne, pour z regardé comme fonction de z, y,
une équation du quatriéme ordre. Les surfaces (S) obtenues ici
satisfont a une équation du troisiéme ordre; elles ne sont donc
qu’'un cas particulier des précédentes qu'il serait intéressant
d’étudicr.

du

I17. Signalons le parallélisme entre les résultats précédents et
ceux de Weingarten relatifs a la détermination des surfaces (W)
dont les rayons de courbure principaux sont fonction l'un de
Iautre. Weingarten a montré que I'équation cartésienne du second
ordre qui exprime ce fait, peut élre ramenée a celle qui exprime
que A?du* + C2dv®, ot A et C sont fonction Uun de l'autre,
convient & une sphére de rayon 1, c’est-a-dire a une courbure
conslante égale a 1. Les congruences de normales aux sur-
faces (W) sont telles que les asymptotiques s¢ correspondent sur
les deux nappes focales, et 'on peut déterminer les développables
de ces congruences, c’est-a-dire les lignes de courbure de la sur-
face (W), par des quadratares ( Lie).

On sait que le probléeme de Weingarten, détermination de A
et G, n’a été résolu que dans des cas trés particuliers (surfaces
minima, surfaces dont la développée est applicable sur le parabo-
loide de révolution). Le probléme actuel et, plus simple, relatif au
plan, peut étre résolu complétement pour certaines formes de la
relation entre A et C, un peu plus géncérales ().

Ainsi 'on sait résoudre I'équation

D (1 ICN 0 (1A
ou\X Ju au<c_o_"’

pour A =1 (le plan est rapporté a des courbes paralléles et aux
droites normales), pour A =0 (le systéme u, ¢ est isotherme),

pour ALﬁ -+ (—JL* =1 (le plan est rapporté a des coniques géodé-

(') Nous verrons tout & I’heure la réduction définitive du probléme général.
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siques). On peut encore la résoudre complétement pour A2+ C? =1
(leplan est habillé, son élément linéaire étant cos?a du?® 4 sin? adv?)
et encore pour AC=1 (ce cas correspond a une carte géogra-
phique du plan en coordonnées orthogonales u, ¢ ot les aires sont
conservées).

Tous ces cas ne conduisent pas, pour les surfaces (S), a des équa-
tions cartésiennes en s, s, ¢ intéressantes. Nous nous bornerons a
examiner, avec le cas des coniques géodésiques qui donnera une
équation transcendante remarquable (correspondant a I'équation
de Weingarten qui a conduit aux surfages applicables sur le para-
boloide de révolution), le cas on A= C” (comprenant celui
ol m = — 1), ot 'équation se raméne & une équation de Laplace a
invariants égaux, trés simple.

En raison.des applications, il sera commode d’introduire expli-
citement les expressions de A et de C dans les formules qui per-
mettent de définir les surfaces génératrices (S) a 'aide des para-
métres « et ¢ de leurs asymptotiques.

On a d’abord

v
T
L’expression
“(3)
I 5
A=V ?dL _ — lb_._fi_
ds ds
donne alors
d:r_l.le ou T . (" dC
ot CACE e ‘/ Ace
11 en résulte
L dC
v ) Ace

Nous pouvons maintenant calculer 7;

T—0g=—W" iii = — i = — i
W= > (1+ AC ﬂ) dc
I3 J Acz ACE
donne
T AC

=-———————-——7E.
|+I\Cfm

On déduira de la les expressions de s 4= =

28 —— t . .
—I“’ v = ; qlll pel-
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mettent de former I'équation cartésienne des surfaces (S),

. . ] i i
Les expressions simples sont celles de Pl LR
25 .(l ) dG r_ [_‘_ "d_‘_ /’d(l
7T TR AC.:)’ 1T (;\«: . AC*), AC2

La quantité % telle que 2* = » s'obtient par la quadrature

s2—rt

N . 1 dC 1 JA
)= e, dl:z(—-xm-tdv-o—a‘—);du>-
Signalons encove la formule

j(st—rt) =1
e T AacE’

qui établit que, pour une surface a lignes asymptotiques réelles,
'une des quantités A, C doit étre une imaginaire pure.

18. Soit d’abord a étudier le cas AC =1, c’est-a-dire a déter-
miner, en posant A? —= ©, de la maniére la plus générale «, ¢,
de telle sorte que

wdut + = dot = dzdy.

On déduit de la

ou encore en portant dans la condition d’intégrabilité des équa-
p g q

tions en ¢
Jtu 1 do du I dw du

drdy ™ Iy gr " aw 0 dy
Iexpression de » au moyen des dérivées de « :

(l)uy iu <du"d’u_

i) ) am T

Nu
ox dy
Ce type d’équations se raméne réguliérement i une équation de

Lut. 2

équation d’ou

a disparu.
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Laplace a invariants égaux. Une transformation de Legendre

du Jdu du Ju
Z= — — X = = —_— .-—=Y
xdz Y Jdy “s r="F, r=q Jx X, dJdy ’
donne d’abord I’équation
RX24 TY2 =0,
dont les caractéristiques sont définies par
X2dY2+ Y2dX2=o,
et 'introduction des variables caractéristiques
2 =logY —ilogX, HB=1logY-+/ilogX
qui donne
i(a—B) a8 ., . v
i (0L JL . 1 /0L JL
= e 2 = 2 e — — — ) =z o | — e
X=e o Y=er o, | x(a; ag)’ N ’<ﬁ'*oa>
conduit a I'équation
RN S S
4 908 T U TR =

Cette équation de Laplace a invariants égaux, ou I'onposeZ =Ab

avee
N har—i8
A=¢e* :
donnera pour f 'équation
W2 e _ 1_0
B8

dite des télégraphistes, dont I'intégration est connue.
C’est de cette intégration que dépendrala détermination des sur-
faces (S) dont 'équation aux dérivées partielles en coordonnées

cartésiennes, est
4(s2—rt)+ t2=o.

L’étude du cas od A =Cm(m—~415£0) peut se faire par une
méthode analogue. L’identité

ondu?+ wdot=2dzdy, ou w = C2,
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conduira aux relations

n—1 m—1

dv . —— du Jdv . 5 du du Jdu I

dw = t? oz’ d_}/__“ﬂ' ay’ E’a—y:‘zwm’

d’ou I'on déduit d’abord

Jw d_w
Pu m——l'ﬂﬁt m—1 0z Ju _
dxdy 4 w oz 4 w dy @

puis en y portant Uexpression de «©

_tzz_u(d_u ?+()’u ()_u)’z m-1 du du dPu

dz* d_y) tﬁ’(dr o dx dy

La transformation de.Legendre remplacera cette équation par

RX3+TY2 2 22V XYS =,
m—1

que 'introduction des variables caractéristiques
YI_J;; X\/E‘H:a, Y‘-H/;X'—\F'T: p,
change en une équation linéaire a invariants égaux

8m Ly A QZ_

JZ
(m—-l)agm_ad«z [30—p=o.

m-—1 .
En posant A = (238)%m et Z=AH, on trouvera pour § I'équa-
tion
RN (m—a) 1

-

1 1
§ dwdf ~ A 929 (8m) af

et il suffit de prendre pour nouvelles variables

4m

sm a?, p,=(7:__.!_)gz,

Ly =
m—1)

pour avoir @ nouveai
0 o
daldpl -

19. La méthode précédente parait devoir réussir dans le cas
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général ou il s'agit de trouver u, v, w en z, ) de telle sorte que

I
ow)

—li dut 4+ dvt= fdrdy,
I

On déduit de cette identité

dy .¢o(w) du Jdv ¢(w) du
— I e ] e ey
7 ) x s o  dy
et aussi
duou_
dz dy —

En exprimant la compatibilité des équations en ¢, on trouve
pour « I'équation

o,

Ju [du *_L_d!u @_)2.1 R Ju '_)fdu we'+3%
.E(a"j/) ‘ 5?(1)@‘ " T oxdy dr dy wo'— ¢

qu’une transformation de Legendre améne a la forme

RX?2 -+ TY2—2S XY®(XY) =0
ou l'on a posé
’
D(w?) = “’1’_’"_‘_2.
S w0
Les caractéristiques de cette équation, définies par

X2d¥? + Y2dXt 4+ 2 XY®(XY)dX dY = o,

s’obtiennent par des quadratares : soit XY =<, les variables
caractéristiques 2, 3 sont

2 =log X — [ &y =
o ~(||—d>+;/¢’—||

{3 se déduisant de la par le changement de signe du radical.
Plus simplement, avec la variable w et la fonction ¢, on a

'\
— log X — 1 2,
a=logX '[<"‘+‘/m?)¢lw,

etlon en conclut que v est une fonction de la différence (o — 3)

TS VEe
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Ju

Le calcul de la transforméeenZ — x W

ou
+y rrial donne enfin
la relation
dﬁ:l?ﬂﬁtﬂﬂiﬁfeé-%)—u
dddp "8 v‘?"/w?gp'

Jx 4§
qui est a invariants égauz, en raison de w = f (o — 3).
La détermination des éléments linéaires du plan, qui ont la

. du?  dv? .. s gy e . , ,
forme —’_+F’ est ainsi ramenée & U’intégration d’une équa-
[O]

tion a invariants égaux, qu’on écrit aisément
920
— = F(a—P)8.
gaap = =8
C’est une équation harmonique particuliére, ou ne tigure
qu’une fonction arbitraire de 'argument (« — 3); on peut 'inté-
grer partiellement a 'aide d’intégrales définies quand on aura
déterminé la solution générale de I'équation
d2o

7}\_2—_——-[[?()\)+h|cr,

on A est un paramétre arbitraire.
L’analyse précédente établit donc que les surfaces qui, en coor-
données cartésiennes, satisfont @ une équation

r s
s ¢
ou @ est arbitraire, peuvent s’obteniv rapportées a leurs lignes

asymptotiques en résolvant l'identité
du? dp?

wr P2(w)

= § dE dv,

c'est-i-dire en déterminant les systémes orthogonaur du plan
Ardu? + C2dv?,

ou A et C sont fonction U'une de U'autre, de plus que ce dernier

probléme rapporté aux variables caractéristiques a, 3, revient a

I'intégration de I'équation

920
da dB

oi F est arbitraire. C’est a cette derniére forme que I'on peut done

=F(a—p)0,



ramener toute équation cartésienne

£ = ¢ <f) :
s t/’
il y aurait intérét a le montrer par une étude directe (').

20. Nous signalerons toutefois encore l’équation cartésienne
qui correspond au cas ou le plan est rapporté a des coniques géo-
désiques, ce qui donne entre v et ¢ la relation w? 4 ¢* =1.

L’équation cartésienne s’obtient en général par I’élimination de o
entre les relations

(s2-—rt 905 N
4(—._-) = — w2o?, =Wy — 2 o dw.
e ¥ 7 :

Si nous posons w = cosp, » = sins, on aura
28

2 )
?\/S2~I'Z=LCOSPSlllp, ==

d’ou U'on conclut
/i — .. €
~ /s’—— rt=1¢SIN 20 = -
7 R

D’autre part, la relation %= 1——(;)2 donne immédiatement,

pour la transformée en Z, l’équation -TB =0 dont la solution est
évidente. Nous savons donc donner, a 'aide de quadratures, les

expressions des coordonnées de toute surface qui satisfait a la
relation transcendante

- us e
(D) 8 s’—rt:t[e’-——re ¢ J

au moyen des paramétres de leurs asymptotiques u, ¢ et aussi
Nz

dop
Pour rapporter de la maniére la plus générale le plan a des

coniques géodésiques u, ¢, c’est-a-dire résoudre I'équation

ramener P'intégration de cette équation a celle de =o0.

2
aw A ey dy?,
cos?p  sin%p

(*) Depuis que ces lignes sont écrites, nous avons pu rattacher cette question a un
probléme plus général (cf. Comptes rendus-Acad. Sc., t. 181, décembre 1925).
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il suffit de considérer deux familles de courbes paralléles quel-

conques, en désignant par u + ¢,.u — ¢ les distances du point (X, Y)

a ces courbes. On a ainsi le systéme

u+v=Xcosa—+ Ysina— f(a), w-—v=Xcosb+Ysinb—g(b),
0o =—Xsina+ Ycosa— f'(a), o=—Xsind + Ycosb—g'(b).

d’ou I’on déduit, par élimination de X, Y, les expressions possibles

de a, benu,y. En outre p == b__——_(f

2
Il sera commode de garder, au lieu de u, ¢, les variables a, b qui
sont essentiellement les variables caractéristiques o, 3 étudiées

i
plus haut.
On a ainsi, pour définir «, ¢, les expressions
sin(b—a)[u +v+ f(a))+f'(a)cos(b—a)— g'(b)=o,
sin(b—a)[u —v+gb)+f(a)— g'(b)cos;{b —a)=o,
et les coefficients A, C de I’élément linéaire sont

1 b—a I . b—a
— = C0S§ — = = SIn
2

A (o

Ce sont la tous les éléments nécessaires pour le calcul par qua-
dratures des coordonnées cartésiennes des surfaces (S) qui satis-
font & I'équation (D).



