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SUR LES FONCTIONS PERMUTABLES ;

Par M. Viro VorrERRA.

1. Soit une expression (')
19+ F(z, y)

ou F est une fonction finie et continue de premier ordre ou d’ordre

*
supérieur et 10 dénote la'puissance de composition zéro de I'unité

(') VOLTERRA et PERES, Legons sur la composition et les fonctions permu-
tables. Paris, Gauthier-Villars, 1924, Chap. 1, § 8.
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que l'on peut remplacer par la puissance de composition zéro d’une
fonction quelconque de z, y.
® étant permutable avec F, on aura

» /% * » x
_ d(oxF) = 0= 5F.
Si
o |[FI<M, |®|<N, ly —=|Z1
il viendra

ld (GorF)l <N+ M),

On pourra exprimer cette propriété d’'une maniére symbolique
en écrivant
*
|To=F| <1+ M.

n étant entier et positif, formons

’””"")ﬁ,i"("’“I)("_Q)frs.“
1.2 1.2.3

(f“o—_’- ﬁ')n=f:‘0i nlf +

»
oo+ (D) Fr,
on aura de méme

| (Fo £0)" | < (x4 M)~.
2. Supposons que la série
|ag| +|a; |R+|as| R2+...
ait pour rayon de convergence I'co, la fonction
o(z)=as+ajz+ayz*+...

sera une fonction entiére.
Si nous prenons

& : f"o-f— a,z(ﬁ'bi ﬁ‘)%—a,z’(l‘%‘)i I‘:‘)z-l—‘

cette expression sera aussi une fonction entiére de z, et nous
pourrons dire d’'une maniére symbolique que

0 = T4 a.z(["ioi F) —i—a,z’(f“oi ﬁ‘)’+...

est une série entiére de 5; z, y étant quelconques.
La série précédente s’écrira aussi

8 = o(z)Fo+ W (z|F),
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ou W (z|F) est une fonction de composition de F du méme ordre

que F ou d’ordre supérieur ('). En outre W(z|F) pour toute
p p
valeur déterminée de s sera finie et continue.
Prenons maintenant, m étant un nombre réel quelconque,

* * *
Om=gm(z) [1«‘o+ %‘l"(z | F) + %‘i"?(le) +.. ] = o (3)Qp,
ou )
m(m—1)...(m—h-+1)
"= 7l '

Si P’'on limite s dans un domaine fini qui ne contient pas de
racines de I'équation

(1) a(z) = o,

la série Q,, sera uniformément convergente (?). Donc Q,, sera une
fonction uniforme de s dont les points singuliers a distance finie
ne pourront étre que les racines de I’équation (1).

3. Soitm =—1 et
6(3)=1—3.
On aura
‘0 f . . N2« °
() — ! [f?omL_Fﬁu ”_) Fi—...J.
F0+z(l"—~F°> 1—2 1—3 \I— 3

SiF=1

*

(2') v = ! .o d od 2
Toaz(1—=10) B ‘—z[l B 1—z+<|—z> r==)

ou ce qui est équivalent

-

" I 1 ) 4 ) 2z 2(}’—.1?)!
3 - = — — N o7
&) :°+z(_:—;0) '_5[l ’_“(}, x)+<l—z> 1.2

_ z \3(y—zx)P 1_ 1 _‘T'%!
(:Z5) %55+ = e

(') Ouvragecité (Chap. X ct Chap. I, § 10).
(*) Ouvrage cité (Chap. 11,.§ 2).
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C’est une fonction uniforme ayant pour singularité essentielle le
point z =1.

4. Nous aurons un second exemple en prenant ¢ (z) =1— z et
remplagant m par m — 1

(3) [i‘,0+ z (ﬁ,—i‘o)]lll—l

3

= (1—z)m-1 [F°+(m—-1) l——zF
+(m—l)(m—’).)( z )ii“z"“"'l'
1.2 1—2

Si F =1, on trouvera
CORM I I
— (_l _z)m—i) [(—Q— (I}l —1I) Té'z(}' - ‘7")
- """"“”’“-”( - )2(.7—.1')"*“"'] =(1—2)"-1Py.

1.2.1.2 '— 23

P, est une fonction uniforme de z ayant pour singularité le
point z =1. : :

Posons
2
l_z(}"‘")=",
il sera
(m—1)(m—2)
(A) P,,,(v)=1—+—(_m—|)v+—ﬁ:———- v?
+ (m—l)(mA—'z)(m——3)03_*_”“
1.2.3.1.2.3
5. On vérifie facilement la relation
d dP,, 1_
(B) i o (G )] = mr
Posons
(4) Pm(")=e—"1)l—m(“‘ v),
d’out
(5) Pllu(v)=——e_v[p,|—ln(— 0)+Plv—m("‘ 9)]

Remplagant P, par 'expression (4) dans l'équation (B) on
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trouve ) ) » o A
1( [dpi ,
‘—;; ; (4 [(Pld”‘)l(p) +p1—1n(9)] $ = ([-— m)Pl-—m("),
c’est-a-dire que p,_n(v) et P,_,(¢) satisfont la méme équation
différentielle.
Mais
pn—m(O) = Pl—m(O) =1, Pli—l"(o) = Pli—m(o) =—m,

donc
Pr=m(v) = Piom(v).

Les équations (4) et (5) deviennent donc

(C) P,,,(v) = e“‘Pj-m(-— V)

m(m—+1) 02t m(m +‘1) (m —+ 2)
1.2.1.2 1.2.3.1.2.3

(6) . le(")=—e—"[Pll~m(”_ o)+ Piom(—v)].

=ev [1+nw'+ v3+...],

Supposons 1>m >0, 1>¢>0; on voit immédiatement
que P, (v) est positive et décroit lorsque ¢ croit. Par suite

(';') l>Pm("')>0~

Mais remarquons que

n
Pl_,,,(—v\=;+zh ’"(’n-*—l)(h!():n%— —1) oh

+m(m—|—1)...(/n+n—|) x (m+n)...(m~+k—1) v_"
n! k(n+1)(n+2)...k kbt
n+1

n
<‘+Z, ’"(’""")"'(m"'h—')‘,h
l
1

(Aly

n
m(m—41)...(m—+n—1 k.
cntnnmenmnf, 5]
n! r k!
1

m(m+1)...(m+n—
n!

Par suite

Pm(")'.—_— e""Pi—m(— ") <

D +Qn(v)ev,

ot Qn(v) est un polynome de degré n rationnel et entier. Or en
prenant n suffisamment grand on pourra réduire

m(m—+1)...(m+n—1) _ ¢
nl - <=

€ étant une quantité-positive quelconque.
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Cela posé on pourra prendre ¢ suffisamment grand de maniére
que
€
Qu(r)er< o

Par suite 1l sera

(8) P (v) < e

Donc (9)
(9) lim Pu(o) = o.

On déduit des formules (6) et (B)

T m m(m-+1) ’
P (ov)=—e*v(1—m —_—t ——— 2,
m(0) ( ) s +|.,z.3.1.2v+’.’

Pou

1.2.3.1.2
<le*(1—m)(ev—1)1— m.

m Com(m 41 i
loP',,,(v)1=e-”(l~"')[”+TS"”(_H"”'“J

Donc P, (¢) est fini et pour ¢ = —+ w0 il est infiniment petit d’un
ordre non inférieur au premier.

Mais, par un procédé analogue a cclui par lequel nous avons
démontré la relation (9) on pourrait prouver que

(10) lim [oP!,(v)]=0
v==-+ %
et par suite P, (¢) est infiniment petit d’ordre supérieur a 5

pour ¢ =— oo.

6. Les séries précédentes peuvent étre employées de plusieurs
maniéres. Je me suis déja servi de la formule (2) pour cal-
‘* *
culer F{F ().
Tachons maintenant d’employer la formule (3) pour un autre
but. '

(') Loc. cit., Chap. X, § 21. M. Pérés s’est aussi scrvi d’un procédé analoguc dans
le cas d’une équation intégrale de premiére espéce. Opn pourrait la tirer comme
cas particulier des formules que je donne dans ce Mémoire [ Cf. PEris, Sur les
transformations qui conservent la composition ( Bulletin de la Societe math.,
t. XLVII, § 10-11)].
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Il est connu que certaines questions que I’on sait traiter lorsqu’on
envisage des fonctions de premier ordre ou méme de second ordre
n’ont pas encore été résolues pour des fonctions d’ordre supé-
rieur,

C’est ainsi, par exemple, que I'on sait trouver toutes les fonc-
tions permutables avec une fonction de premier ordre ou de
second ordre ('); mais si I'on pose le méme probléeme pour les
fonctions de troisiéme ordre ou d’ordre supérieur, on ne sait pas
le résoudre, excepté dans le cas des fonctions analytiques.

Or si, étant donnée une fonction d’un certain ordre entier et
positif n, il était possible de calculer sa racine n'*™ de composi-
tion (*) on saurait calculer le groupe des fonctions permutables
avec celle-ci et par suite on aurait un groupe de fonctions permu-
tables avec la fonction donnée.

Nous allons montrer dans les paragraphes suivants une voie qui
peut conduire a la détermination des racines n'*™ de fonctions
données.

7. Il est évident que
* * x * * * * \jm—1
(;_lz [Four s (F—F0)]" = m (F—Fo) [ Fou 2 (I — Fro) [,
c’est pourquoi, m étant positif, et s étant réel et 1> 520,

(o s(F )] b (o) Lo )]
0

V4
I—23

—_— —_— \ &
+(m nH(m 2)( o )Fo_*_._‘.]dz

1.2 11— 23

x
¥

o/

Sm x *
=m [ ( - "0_) (1— z)m—t [F“—*—(m—n)
()

3 . z
=——mf (1—z)m-t dzFo+m [ (1—z)m-1
o .

)
* ( -— -_— 2 %
X;[F+(m—l)l_i fa_ (m 1)(m z)<_z Fi-{-—..‘-l

3 1.2 1—3 ]
— [(m——l) £ F+<m__l)(m —2)< z )21‘%24—...] dsz,
1— 3 1.2 1— 3 _

(') Loc. cit., Chap. I1I.
(%) Loc. cit., Chap. V.
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et puisque

) o * .
mf (1— z)m=1dz Fo= [Fo — (I--z)mF0,
o .

il sera

(I) [i:‘0+-:(f?—l’:“0)]"’=,;1fz(,_z):,z_x
0
):3[F+(I)l—i)l_z

+ (m—l)(m—2)( 3z )2ﬁ3+,,,]

1.2 1I—2

- [(m—l) lizF+(”l-—l2(-:’l——2)(,j ->2f“2+...lid

3

F2

)

x
—+ (11— z)m FO’

d’ot Pon tire (au moins formellement) en faisant 5 =1,

- 1
(Il I'm = /nf (l — z)m—1
0

. . z 4_(m—|)(m~—‘).) 3 - ¥
X%[I—i—(m NPl — (:—z) pz+.__]

_[(m—-l)lizF+(m—l)(m—2)( z )21'?2%_“.]2({5.

1.2 1I—3

8. Les séries qui apparaissent dans I'intégrale du second membre
sont uniformément convergentes si

(a) 031 —¢, alzSly<b,

a et b étant les limites entre lesquelles peuvent varier z et y, et ¢
est une quantité aussi petite que I'on veut.

On pourra écrire l'intégrale qui apparait dans le second membre
de la formule (I) sous la forme

(6) tp(zlz,_y):m.f (1—z)ym-1 03|, y)dz,
0
ou 9( 3|z, y) est une foncticn finie et continue, et I’on aura
[f?0+ Z(l‘?-— fgo)]m=(|—_5)ml‘:‘0+ c(z|x, y).

Soit m =2, cette fraction rationneclle étant réduite a sa plus

simple expression.
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11 sera

(a) [f“"—*—z(l"‘—f*“’)]p:[(l—z)% f"“—kq(z[.r,y)]q,
d’outt 'on tire

plp— )(

* *
_.z)p‘zFL_'__ P )
1.2

(Ip) p(1—2z)P—1F +

(. --2)
q(" ‘)(x o T

o2+. ot ;'l(z |z, ¥).
Supposons maintenant que
1
() mf (1—z)yn=1®(z|lz, y)ds
0

soit convergente. 1l représentera une fonction

¢(z, ¥)
et Von aura

(¢) ?(x,}')=y§;?(ﬂw,y)-

Or il serait suffisant que D'intégrale () fat uniformément con-
vergente, c¢’est-d-dire que la limite (¢) eat lieu uniformément pour
toutes les valeurs de x, y qui satisfont aux relations (a) pour
déduire de la relation (c¢) que toutes les puissances entiéres de
composition de ¢ (z |z, y) tendent pour z =1 vers les puissances
de composition de ¢(z, ) ayant le méme exposant.

En général cette convergence uniforme ne subsiste pas, mais
elle n’est pas nécessaire pour la vérification de la propriété précé-
dente. II suffit par exemple que l'intégrale (&) converge unifor-

mément pour
atz<y—nsb—n,

7 étant une quantité arbitraire et que

|3zl 2)|
M

soit, inférieure & une quantité finie M ou  méme a
(y—a)*’

h étant <<1.

9. Nous dirons que lintégrale (b) et ses puissances entiéres
sont convergentes réguliérement lorsque ¢(z|x, y) et ses puis-
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sances entiéres tendent, pour 5 =1, vers o(z, y) el les puissances
de o(z, y) ayant le méme exposant. _
Supposons que cette condition soit satisfaite, et revenons a
Péquation (II;). Lorsque s tend vers 1, on aura

f?ﬂ:lim ;’1(3 lz,y)= c;:'l(x,y).
z=1

Donc

)

g(r, y) =,

s

On pourra étendre, sous certaines conditions, ce résultat au cas
ou § tend vers un nombre irrationnel (*).
Mais arrétons-nous au cas de m rationnel.
Si l'intégrale (b) et ses puissances entiéres sont convergentes
réguliérement la formule (IT) sera valable.
x

De méme si @ priori on sait que F” existe et que-

f R v, ;
,}""lzlim([f“o—}-z(l’:‘— «‘q)]l__(|_z)fl Fo{,
2=1

la limite de ¢ (3|2, y) existera et elle donnera 'expression de o
pér la formule (II).

Mais dans beaucoup de cas il suffira de vérifier que I'intégrale (IT)
est convergente. '

On calculeraalors o(x, y) et Uon tichera de vérifier @ posteriori
que sa puissance mi® reproduit F. Cest ce que nous verrons
dans les exemples suivants.

Dans tous les cas ou la formule (IT) sera valable, si I est d’ordre
entier et positif 7 on pourra calculer en se servant de cette for-
mule la racine n*™® de F en prenant

1
m = —
n
et, par suite, onaura résolu le probléme posé dans le paragraphe 6.

10. Montrons dans deux cas particuliers que I'intégrale (IT) est
convergente et retrouvons ainsi des résultats connus.

(") Loc. cit., Chap. V, § 7.
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Posons d’abord
F=iq, 1>m> o, u=y—x>0

et la formule (1) deviendra

. 1
(Iry 1m= mf (1— z)ym=t
0

X % [l~+(m—1) — zb
REEIEE T

dz

b

— [(ln—l) Iiz +(m —ll)-('zm_ 2)<l:z)’:’+...]

d’ou [voir formule (A)]

= P;,,<v>§d=-

1—2

- 1
(Il//) llﬂ_—_’mf (:I_z)”“‘ﬁpm((’)—
0

Or si u > o cette intégrale est convergente parce que P, (¢) est
fini et [voir formule (10)]

I—m
u

<

Plu(v)

1
[—2 ;"P/m(p)

Donc, d’aprés ce que nous avons dit dans le paragraphe 7,

tachons d’employer I'égalité (I1") pour calculer i,

11. Pour sommer les séries et calculer les intégrales, posons

1
= —3z)m-1P,, 1z.
(11) f(w) [ (1—2) (0)ds
On aura
A1
(17) f'(u>=jo (1—z)m 1+ =Pl (o) da.
Donc
ar) In=m(f(u) = f(u)].

L’éguation (12) s’écrit
9

» 1 1
,//(u)= / (l-z)mwzplm(")dz_" f (l—'z)m-lplm(".)dz;
o 0%

0
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par suite
1 d . 1
uf'(u) :f (1—z)m T Pr(v)ds — uf (1— z)m=1P),(v) dsz.
0 s 0
En intégrant par parties la premiére intégrale on trouve
1 1
uf'(u)y=—1+ mf (1—3z)"=1P,(v)dz— uf (1— 3)P),(v) dz,
0 [
d’ou
1
u[flu)—f'(w)]=1—mf(u)+ uf (1—z)m=1[P),(¢v)+ P,(v)] d3,
0
et en dérivant par rapport a u
d ,
T | w L) = f'(u)|
1
=—mf'(u) +£ (1—z)m-t it | uPu(0) + Pim(0)] 3 dz

1 i
= mf’(u)+f (1—z)m—1 ‘% z o[Pu(e) + Pu(v)] | da.
[]

Tenons compte maintenant de I'équation. (B).
On aura
1
Zi-dug ulf(u)—f'(w)]| =—mf'(u) +f (1—2)"=1mPp(v) dz
0
=m[f(u)—f'(w)]
Cette équation peut s’écrire

d .
R A A CO .

wlfle)=f ()]~ w’

En I'intégrant on trouve, en vertu de I'équation (II"),

(13)

(14) 1m = m[f(u)—f(u)] = mCumt,

C étant une quantité constante.

12. Pour calculer la constante C, remarquons que l'on tire de
’équation précédente

W 1

f(u)=Cyjer—C e"/ e-8Em—1 g,

0

LII. 36
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Si nous faisons dans la formule (11) « = 0 nous obtenons

1
f(u)':[(l—-—z)ln—ldz:%;
<o

donc

c.=%
et

= “" “ —& tm~—

(15) flu)y=e ;E— : et ldEz'

Or [formule (11)],
-1 1
( = [ —z)m=1P,, d — Z)ym—1pP,, dsz,
O A e Oy A Rl MOL

a étant un nombre compris entre o et 1.
Par suite, en vertu de I’équation (7),

1
flu) < i[l—(l -ayuj+fa (1 — 2)m=1P,,(0) da.

En prenant a suffisamment petit on pourra rendre le premier
terme aussi petit que l'on veut. a étant fixé, en augmentant z on
pourra rendre aussi petit que I'on veut le second terme a cause
de (9). Nous aurons donc

'!i:"lm f(u) =0

et en vertu de (15)

_L —_ Cf e-ﬁ Em—l dE = 0.
m 0

On tire de la
I I

/me—EE::z-t df B T(m)
0

L’équation (14) devient finalement

mC =

* u"l—l
(HI) m= g ().

13. Passons au second exemple. C’est pourquoi revenons a la

(') Loc. cit., Chap. I, § 9.
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formule (IT) et posons-y

F=(y—u), m=7:-, y—zr=u.

La formule (II) s’écrira

LA I ek 1
16) (y—=z =;[ '

~ 13.06—D
h h+
+(-—1)"22 h!z ( z) uth+t ]

=32/ (2h+1)! R

z 2 4 2yl
U+ — | —— ) 75+
2! \1—3/ 3!

Nous verrons que les intégrales sont convergentes.
Soit

1.3

. 1 z ud 2 a2, 3z 2 ys

J‘““")*“—;(I_—z)ﬂ*?(:—z) i
13 o2h — 1

_;,_(_l)h') 2 T o z \* uh-t i
h! 1—z) (2h—1)! 77

I'équation précédente deviendra

a6y (y2z =§~[' ! [an(u,z)—wjdz.

1 du?
Or,

AN (u, 3) I z )u1+i( z 2y .
du T e Ry ) 2 e

et en posant

(17) u‘/liz=v,
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on aura

py B (0) () LI )

( du 2 (2h)i\2 (A \2

qui est la fonction de Bessel d’ordre o (‘)
De I'équation (77 on tire

. dv z
(17") i

11— 2

Donc

/T — 2 v 11— 2 0
-5";[\/ '—szo Jo(v>dv] =\/' —Z (o) o = Jo(),
d’ou I'on déduit

oM (u, 2) =/ ";‘f Jo(0)ds
[

et la formule (16") deviendra

1 1 ' -
. * L I . 1 dly(v)
16) (y 2z _——f —-[ Jo(v)dv — 0 ]dz.
( J Y ) 2, I:ﬁno 0( ) \/l 2 Ju

Mais a cause de (17')

9 Y
359’ =Jg(u)‘/ L= 2T (0).

1I—3

L’équation (16") s’écrit donc

. » % 1 v -
(}'—x) =§‘/‘ [-‘/L-z/ Jo(v)do——‘/l-—'_:——;%Jg(v)J ds.

En appliquant aux deux termes du second membre des intégra-
tions par parties il viendra

(ylx)%= [/EIuJo(v)va:—‘+ [/T—_zg.l’o(v)]::'

=0 °

_fo l¢;zd;vau(0)dv+ ‘/'u_” gz—[vJ’o(v)]] ds.

(') ToDHUNTER, An elem. Treat. on Laplace’s.functions, Lame functions,
Bessel's functions, p. 284.
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Or,
_ o z=1 ®
J d = J dv = 1 ’
[\/ ”[ o(v) v]z:o f o(v)dv =1 (1)
[vimsnm| D = Vanekzizo (),
Jz=0

c’est pourquoi, étant

u
» 1 v
(y2a) —_-._fo /Zl%f Jo(v)dv—l—-‘;‘%[v.l’o(v)]] ds.
[]
Mais
d d

- S -ds= —.dv,

Vi—s_ {3,

o=

donc puisque pour =1 on a ¢ = o,
1
+ T = [d r° d
(y—xy:._fo ‘/:‘[E;fo Jo(v)dv—f—%@[v.l’o(u)]]dv
® d
=:—fo VE [3ue) + £ 10300

En rappelant que la fonction de Bessel J, vériﬁe I'équation dif-
férentielle (3)
(E) Jo(o)+ L Lory(n1=o

on aura finalement
. 7
(}’ - .’L‘) =l (A)a
ce qui prouve en méme temps la convergence des intégrales de la

formule (16).

14. Il estintéressant, dans le cas précédemment considéré, de voir
le résultat auquel on est conduit directement par la formule (3).

Si dans cette formule nous prenons m = g, F=(y—ax), elle

(') TopHUNTER, An elem. Treat. on Laplace’s functions, Lame’s functions,
Bessel's functions, p. 361.

() 1bid., Chap. XXXIII.

(3) Ibid., p. 284.

(*) VoLTERRA et PERES, Quvrage cité, p. 10.



devient, par un calcul trés simple,

;;0—*,— zl—(_}:: .r) —;O]g

=(1-— z)‘};o_,. Vz 2 (— =t
h
1

I p2h—t
250 =Dt (2h—1)2h

oulon a posé ¢ =

Or [voir (D)]

1 Y m © 1 prh~1
- — — 1)1
‘2]0 d”/‘: J"(E)"E“E‘h( VS ST = Gh—1) ok’

donc la formule précédente s’écrira

___.__ LY ﬁ v n
=(1 z)’l‘)—!-——‘;-[ dn[ Jo(§) dt

a la limite pour x =1, ¢ = o0, on trouvera

* .1 Y n » )
(y2a)=tim; [ dnjf Jo(E)dE=£ Jo(d)dE =1,

15. On peut étendre ce résultat a 'opération générale d’extrac-
tion de la racine carrée de composition d’une fonction de second
ordre.

Soit F de second ordre, alors

— [voir formule (17)].

i
2

“0—4— z[(y—:x)——;o]f

|-

F=(}’—'x)f0(x’)’)= ufo(x:)')’

ou f,(z, y) est une fonction de premier ordre, et
urh—1

Fr= i fa-1(2 ),

ou f;_, est une fonction de premier ordre qu’on calcule trés faci-
lement (*).

(1) VQLTERRA et PERES, Ouvrage citeé, Chap. I, § 11.
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Si dans la formule (3) nous prenons m = % elle s’écrira

1
[:°+ a(F —;o)]z=(1—z)r};°

\ 2z
ou 0:\/1

Posons

(D" J("li" }’)*2 (= 22lz(h|)2f"(x"y)

p2h—1

35 1
-+ 3 Zh(—l)h 22(}'_”[(,"__')!]2 (211'—1)‘2hfh
1

— u [voir (17)].

et regardons ¢, z, ¥ comme des variables indépendantes. On voit
immédiatement que

I

a[uﬁﬁm&ummy>

®

p2h-1
_Zh(—l) 22(h=1) [(h-—l)']2 (2h—l)2/lfh

1

donc
1 Vz ' L »
Lo 2(F “"))J =(1—3) '0”‘7/; dn‘/o‘ J(G |z, y)dE.
Alalimil,e
* A v y
Fr=tim ! (Cay (T3], ) de.

0 °0
Si Pintégrale

[TiGie g
/o

est convergente, il viendra

4 0 ®©
Iimé/ dnf ars y)=f J(E| 2, y) dE,
=x 0 0 0

on pourra donc énoncer le résultat suivant :

Si

* — x)2h—t
Fr oI frmi( ),

F étant d'ordre supérieur au premier, on aura

(1v) %=[uu@n&
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ou
E 20

() El 2, 7) =3 (= 5 fu(2, 7)
! 0

lorsque d’une maniére quelconque on pourra s'assurer (§7)
1
)

*
que I * existe et que

4 * *
[io4 2 — i) — = o] i,

lim
=1

Il est évident que la formule (IV) est valable dans le cas
ou fo(z,y) serait de second ordre ou d’ordre supérieur. Alors
les fonctions f;(z, y) seraient aussi d’ordre supérieur.

16. On peut obtenir le méme résultat en employant la for-
mule (11).

Remarquons en effet qu’en posant
q q p

)

(D)) TG12, ) =3 (=0 G5 frma (2 7))
ou f_,(z, y) est une fonction arbitraire, on a

d [ dl
(E) E‘.<6¢T€>+£J=O’
d’ou Pon tire

dl A ¢ e k
E.E___g/‘; EJ(E)dE:—[ J(«E)d&+g‘/o dn[ J(§) dt,

c’est pourquoi si l’intégrale (IV) est convergente
dj' : © ®
(18) m == [

Soit

]

o 1 z L y2h+1
M (u, z| 2, 7)=Zh(—')h22h(h!)l(l_z> 2h+17"
[}

— ol 1 3z I u’h-}-l
Dn(u’zlx"y)=2h(—l)h2”'(h!)’<1—z) ah +1
0

h—1,
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la formule (IT) deviendra, en prenant m —-_.—&,

A L 021
Fe— _ — z)2 ——
2v/‘: (1— 3) [.‘)l St sz

et en observant que

9O M =
7u—=-]("l$“}’), '37'——"1("”',}’)

on arrivera par des calculs analogues a ceux du paragraphe 11 et
en tenant compte des égalités (E') et (18) a la formule (IV).

17. 11 est trés facile de généraliser les résultats précédents a
Textraction de la racine n'®™ de composition d’une fonction
d’ordre n.

Soit

F = (}’_ x)’l—lfo(z', }’) = uh—-1 fﬂ(z: .7)7

ou f,(z, y) est une fonction finie et continue.

On aura
unh—1

*
e
F“-— (nh_l)‘fh—h

ou f_, est finie et continue.

En employant la formule (3) ou 'on remplace m par % +1 on

aura
1
— 1 1
(19) [F+2(F—F0)] — 1 —s)"Fo= a7 W(0 |2, ),
en prenant '
< n—1)(on—1)...[(h—1)n—1] .
‘l"(le,y):Z (—I)h—l( n’:"(h——l)![inh)!) ]v P et
1

*

1 .
Si‘donc on peut s’assurer que F ” existe et que le premier

*
membre de I'équation (19) tend vers F = pour s =1 on aura
I'expression asymptotique
1

Fr= W (v|2,y)

que l'on peut mettre aussi d’une infinité de maniéres sous forme
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d’une intégrale, par exemple

‘ w©
F;=f 1z, y)de,
0
ou

S - —10...[(h—1)n—
x("lr,y)=2(——l)”“(n I)(Q,':n'h!l()nh[(_z)l)n Wonnsfy...

18. Dans les formules précédentes on trouve souvent des inté-
grales de séries. Dans ces cas on a évidemment a faire avec des
limites doubles. Or la nature de la question est telle que les deux
limites ne sont pas invertibles, mais il faudra d’abord sommer les
séries qui ﬁ‘gurent sous les intégrales et aprés en intégrer les
sommes.

Il est nécessaire de faire cette remarque pour ne pas tomber
dans des erreurs grossiéres. En effet les séries sont des séries de
puissances et les limites des intégrales sont o et o; donc I'inté-
grale appliquée a chaque terme améne a une intégrale qui n’est pas
convergente tandis que l'intégration appliquée a la somme est
convergente.

19. Si n est un nombre entier, on vérifie facilement que toute
1

fonction permutable avec F" est permutable avec F, parce qu’une
fonction permutable avec une fonction donnée est permutable
avec toutes ses puissances de composition entiéres et positives.

La proposition réciproque est-elle vraie?

C’est-a-dire les fonctions permutables avec F le sont-elles aussi
1

avec ™ ?

Nous n’avon. pas de démonstrations a ce sujet.

Mais fixons notre attention sur les formules () et (¢). La fonc-
tion (b) est évidemment permutable avec toutes les fonctions

permutables avec F. Si cette propriété se conserve a la limite
1
* - . . .e
[voir (¢)],F" sera aussi permutable avec toutes les fonctions per-

mutables avec F.



