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Sur la partition des nombres; par M. LAGUERRE.

(Séance du 21 février 1877.)

1. Le problème à résoudre est le suivant : Étant donnés des nom'
bres entiers a 5 &, ...9 z et un nombre enfler variable N, trouver le
nombre des solutions en nombres entiers et positifs de l'équation

N === ax 4- by -+- ... -+- lu.

Comme l'a remarqué Euler, le nombre T(iN) des solutions est
égal au coefficient de N dans le développement de la fraction ra-
tionnelle

(i-^)(i~-^j...('~^

suivant la puissance croissante de z.
Je me propose ici de trouver, non pas la valeur exacte de T (N),

mais une formule qui donne une valeur approchée de cette fonc-
tion, Ferreur commise ayant d'ailleurs une limite fixe indépendante
de la valeur de N ( ^ ).

2. Je m'appuierai sur le lemme suivant :

LEMME. — Soit -'——; une fraction rationnelle telle; que les ra-
J ( z )

cinés de l'équation f(^z) === o soient toutes inégales et aient toutes
pour module V unité ; si Von développe cette fraction en série sui-
vant les puissances croissantes de z^ tous les coefficients du déve-
loppement demeurent, en valeur absolue, inférieurs à une limite
déterminée.

Démonstration. — Soit

9(2) „ . A B L-y— = = $ 2 4 - ——-+• —-, -4-. . . -+- —^f(z) v / Z — O L z— (3 z— \

$ ( z ) désignant la partie entière de la fraction et a, [3, . . . , y les

( * ) Les résultats contenus dans cette Note ne sont peut-être pas nouveaux ; mais
ils me paraissent peu connus, et, en raison de leur simplicité, j'ai pensé qu'ils pour-
raient intéresser quelques lecteurs.
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racines de l'équation f (z ) = o; le coefficient d'une puissance quel-
conque de z dans le développement de la fraction sera de la forme

p + A a" 4- B ̂ n 4-... 4- L À",

p désignant, s'il y a lieu, le terme provenant de 4>.
Le terme complémentaire A a" 4- B|3" 4-... -4- LX" est, en vertu

d^un théorème bien connu, inférieur à la somme des modules de ses
différents termes et par conséquent inférieur à A 4- B 4-. .. 4- L.

Le lemme est donc démontré.

3. Considérons maintenant l'expression

^^ ( i — ^ ) ( i -^...(i—^

décomposons cette expression en fractions simples et réunissons en
un même groupe 4> (z) toutes les fractions dont le dénominateur est
une puissance supérieure à la première d'un des facteurs du déno-
minateur F(z); réunissons de même dans un groupe y(^) toutes
les fractions qui ont F un de ces facteurs pour dénominateur.

On aura évidemment

F (^=$(^ )4 -9 (^ ) ,

et, en désignant respectivement par©(N) et 6(N) les coefficients
de x^ dan s les développements de ^ { z ) et de <j>(^) ,

T ( N ) = 0 ( N ) 4 - 0 ( N ) .

Le dénominateur de y(^) n'ayant que des racines simples dont le
module est égal à l'unité, il suit du lemme énoncé plus haut que
0(N) reste en valeur absolue inférieur à une quantité donnée, on
aura donc approximativement

T ( N ) = e ( N ) ,

l'erreur commise étant inférieure à une limite fixe indépendante du
nombre N.

4. ^.pplications\ — Soit à résoudre, en nombres entiers et posi-
tifs, l'équation ax 4- by == N, a et b étant deux nombres entiers



— 7 8 —
premiers entre eux, on aura dans ce cas

et
^^-(.-^(i-^)

^^(T^p
d'où

e(N)^,

et par suite, en négligeant la quantité constante —.9 ce qui est per-

mis eu égard à l'approximation que l'on veut obtenir,

^-â-
C'est la formule donnée par Paoli et l'on sait, dans ce cas, que

l'erreur est moindre que l'unité.
Soit encore à résoudre l'équation

ax 4- by -+- cz == N,

a, b et c étant trois nombres premiers entre eux.
On aura dans ce cas

<^)-_L. i g^h-^c-3 i
- \ ' 6 } —— /,A^ / . »\3 '{ ' abc (i -zY lahc ( i—^)2 '

d'où, en négligeant une quantité constante, ce qui est permis vu
l'approximation que l'on veut obtenir,

^^r^4-^6^-


