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et nous avons amélioré les résultats connus. Dans la présente note, on résout le probléme,
Présenté par Jean-Pierre Serre en déterminant aux constantes prés, I'ordre maximum de d(d(n)), ainsi que celui plus
général, de la k-iéme itérée de d(n), dy(n), k > 3. Cette généralisation a été formulée et
étudiée par Erdos et Katai en 1969.
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ABSTRACT

In a Note published in C. R. Acad. Sci. Paris in 2005, and having the same title, we have
studied problem set by S. Ramanujan in 1915, which consists to find the maximal order
of the function d(d(n)), where d(n) is the function number of divisors of a integer n and
we have improved the known results. In this note, we solve the problem by determining,
to within constants, the maximal order of d(d(n)) as well as the more general one of the
iterated k-fold of d(n). This generalization was formulated and studied by Erd6s and Katai
in 1969.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit n > 1 un entier naturel. Désignons par d(n) la fonction nombre des diviseurs de I'entier n et notons dy(n) = d(d(n))
et pour tout entier k > 3, di(n) = d(dx_1(n)) la k-iéme itérée de d(n). Notons également w(n) le nombre des diviseurs
premiers de n. Le probléme de Ramanujan dont il s’agit ici, consiste a déterminer 'ordre maximun de la fonction d(d(n)),
mais nous étudierons également sa généralisation au cas des k-iéme itérées di(n), formulée et étudiée par Erdés et Katai
[2,3,5]. Pour plus de détails sur I'historique et les résultats obtenus depuis la formulation de ces problémes, on renvoie a [2]
et aux introductions des articles [6,7]. Dans les articles [6,7], nous avons étudié ces problémes en se basant sur le travail
d’Erdés and Katai [3], nous avons d’abord déterminé I'ordre maximum de w(d(n)) et celui de w(dyx_1(n)), k > 3, ensuite on
est passé a d(d(n)) et dy(n) en utilisant les inégalités

Za)(n) < d(n) < Bew(n) loglogn.

Cependant les majorations obtenues pour d(d(n)) et dy(n), bien qu'améliorant les résultats antérieurs, ne permettent pas
d’aller plus loin. Cela est di a la présence du facteur loglogn dans la majoration ci-dessus de d(n). Dans cette note, on
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introduit une idée qui permet d’utiliser les renseignements disponibles sur w(d(n)) et d(d(n)) et les analogues pour les
k-iéme itérées. Il s'agit, expliquons-le dans le cas de d(d(n)), d’écrire d(n) = N = p}'p3* -- pz,‘”(w; soit donc d(N) = d(d(n)).
On dispose de I'ordre maximum de w(N) et une majoration des exposants a; de la décomposition de N en produit de
facteurs premiers. Le probléme revient a étudier d(N), avec les renseignements sur N. La mise en oeuvre technique de cette
idée utilise la méthode classique pour la détermination de I'ordre maximum de la fonction nombre des diviseurs d(n) telle
qu’elle est exposée dans I'ouvrage de Landau [4] et dans I'ouvrage de Chandrasekharan [1].

2. Présentation du théoréeme
Théoréme 2.1.

1. Soit € > 0 un nombre réel, fixé arbitrairement. Pour n suffisamment grand, on a

/logn
(1+€)9\/192m i

d(dm) <e
et il existe une infinité d’entiers n tels que

+/logn
d(d(n)) > e(lie)mgzlogloi’n .

2. Plus généralement, pour tout nombre réel € > 0 arbitrairement fixé et pour tout k > 3, on a, pour n suffisamment grand,

1/F
(logn) k
die(n) < &3 logiogn

et il existe une infinité d’entiers n tels que

1/Fy
1
(1—e)by log2 e

de(n) >e
oll Fy est le k-iéme terme de la suite de Fibonacci : F_1 =0, F{ =1 et Fx = Fyx_1 + Fx_y; et, pour k assez grand, a; ~

(254,947785 .. (1L5)k, by ~0,495266. ...

Les constantes ay et by et leurs approximations ont été déterminées dans [7]. Avant de présenter un lemme et la démonstra-
tion du théoréme, introduisons quelques notations. Pour tout entier naturel n > 1, on pose N =d(n) et donc d(N) =d(d(n)).
Posons, pour tous € > 0, € > 0 nombres réels arbitrairement fixés,

\/F ,/logn } JIogN
gn

A=(14+€)—, B=—>Y">"
J/logNloglog N (loglog N)1+€

[(1 +€)3

3. Lemme

Lemme 3.1.

1. Soit n > 0 un nombre réel arbitrairement fixé. Sous les conditions

aj > (logn)2*",/log N(loglog N)¢ et qj>B>2,

aj+1

et pour N suffisamment grand, on a <1
q]
1
2. Pour A >0 fixé,qj >2eta;j>0,0na u’ﬂ+A < Aelog2 +1.
a/

J

Démonstration. 1. Soit 8 > 0. Il est clair que eff >t + 1, pour t suffisamment grand. On minore qJ par B et on pose 8 =

Alog B > 0. Un calcul simple montre que pour N assez grand, I'inégalité est vérifiée pour t > (logn)ﬁ”,/log (loglog N)<'.
2.0n a

aj+1 a;
< +1

aiA aiA

qjl 24j

On obtient la conclusion, en remarquant que la fonction t — =L, t > 0 posséde un maximum de valeur —. 0O
At Aelog?2
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4. Démonstration du théoréme

Remarquons d’abord que les minorations dans le théoréme ont été obtenues dans [6] et [7], nous les avons rappelées
ici par commodité. On se bornera dans la suite a démontrer les majorations. On supposera dans toute la suite que N
est suffisamment grand. Ecrivons la décomposition de d(n) = N en produit de facteurs premiers : N = p;“ pgz p‘;s avec

®(N) =S < § d'aprés le théoréme 2.1 de [6]. On voit que tous les exposant aj, pour 1< j< S vérifient :

2<aj+1<d(N)= (a1 + D@ +1)- (a5 +1) =d(d(m) < 3e+3V192/logn,
La majoration de d(d(n)) se déduit du théoréme 2.2 de [6]. On écrit N = M{M; ou My (resp. My) est un entier dont
tous les exposants de sa factorisation en produit de facteurs premiers sont inférieurs ou égaux i /logn./log N (loglog N)¢’

(resp. supérieurs ou égaux a (lognﬁ*”,/log N(loglog N)¢ ol n > 0 arbitrairement fixé). On a d(d(n)) =d(N) =d(M1)d(M5).
Commencons par majorer d(M>). Ecrivons

a’ _
My=]]a;, avecS'<S<Setd)elar,az,....as), 4j € {p1, P2, .-, ps}.
j=1
d(My) a+1 a+1 a.+1
Ona MQZ ]_[] 1 GA =Ili<j<s.q;<B aA [li<j<sq;>8 JaA =: P1P3. Le point 1 du le lemme 3.1 montre que P, <1 et
q] q}

le point 2 montre que

< ﬁogz +1 et par suite, en notant 77 (B) le nombre des nombres premiers inférieurs ou égaux

4;
a B,
1 1 log N V1ogN
log P1 <1 1 B) ~ —loglog N =
A 0g<Aelog2+ >n( ) 2 08108 (loglog N)2+¢ 0<loglogN

par application du théoréme des nombres premiers. Il s’ensuit que

JiogN J
logd(M,) < Alog N + log P; < (1 +2e)% <d 2e)ﬁ

puisque My < N =d(n) < n. Majorons maintenant d(My). Ecrivons

aj " C 7
M1:1_[rj, avec S" < S< Setaj €far,az,....as}, rj€{p1.p2,.... ps}

nooai 41 . P C
On a CKM—N?) =[lj=1 -4z = P’. Le point 2 du lemme 3.1 donne comme précédemment, en notant que S” <,
r

1 64/192,/1 V1
a+e 981 < (146319281
(loglogn)? loglogn

- 1
log P’ < log< +1>n(5)~§10glogN

1
Aelog?2

Finalement, on obtient logd(M1) < AlogN + logP’ < (1 + €)6+4/192 10Vglogn puisque M; < N. En définitive, on a obtenu
logd(d(n)) = logd(N) < (1 + 2€)9+/192 l*/og‘fj)ggz.

Le cas général s’obtient, mutatis mutandis, de la démonstration ci-dessus. Pour k > 3, on écrit dy_1(n) = Ny, et donc dy(n) =
d(Ny). On pose, pour tous € > 0, € > 0 nombres réels arbitrairement fixés et Fj le k-iéme terme de la suite de Fibonacci,

(logn)'/Fk
loglogn

1 _ (logNy)!/F
(log Ni)1=(1/F) loglog N’ k= (loglog Np)1+¢”

Ek:[(1+e) ay ] Ar=(01+¢€)

On a w(Ny) = Sk < Si par le théoréme 1.1 de [7]. On écrit Ny = M1 kM3 ol les exposants a’ de M vérifient : ; <
(logn)'/Fr(log Ny)'~1/Fr(loglog Ny )€ et ceux de My, a; vérifient, pour § > 0 : d; (logn)l/Fk+5(logNk)1/Fk (loglog Np)¢'. Le
reste fonctionne de la méme fagon.
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