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Résumé

Nous démontrons un théoreme d’ Adams—Riemann—Roch pour les morphismes projectifs entre schémas réguliers, du point de
vue du programme de P. Deligne sur le théoreme de Riemann—Roch fonctoriel, et nous en déduisons quelques conséquences
géométriques. Pour citer cet article : D. Eriksson, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

An isomorphism of the Deligne-Riemann—Roch type. We prove an Adams—Riemann—Roch theorem for projective morphisms
between regular schemes, in the sense of the program of P. Deligne on the functorial Riemann—Roch theorem and we deduce some
geometric consequences. To cite this article: D. Eriksson, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit X un schéma. Notons Ko(X) le groupe de Grothendieck des fibrés vectoriels sur X et posons Ko(X )[%] =
Ko(X) ®7 Z[%] (resp. Ko(X)g = Ko(X) ®z Q). Rappelons que les opérations d’ Adams sont les opérations additives
Uk Ko(X) = Ko(X) telles que WX([L]) = [L®¥] pour L un fibré en droites et [L] sa classe dans Ko(X). Notons
aussi 0 : Ko(X) — Ko(X )[%] la classe de Bott qui est la classe multiplicative par rapport aux suites exactes telle que
pour un fibré en droites L on ait 6 ([L]) = 1 +[L]+ [L®2]+.. 4+ [L®(k_l)]. Pour un morphisme projectif f: X — Y
entre schémas réguliers, on dispose du théoréme d’ Adams—Riemann—Roch qui stipule que, pour x € Ko(X )[%],

PERF (x) = RE(PF () @0 (2p)71)

dans Ko(Y)[1], voir [9, V, Theorem 7.6.].

A un schéma X on peut associer sa catégorie virtuelle V (X). Il s’agit en fait d’une catégorie de Picard, i.e. un
groupoide avec sommes, qui est le groupoide fondamental de la construction de Quillen : 7 ¢ (£2 B Q(Vectx)) (cf. [1,
pp- 114-115]). C’est la solution du probleme des déterminants universels, ou un tel foncteur est défini comme suit :
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Définition 1. Soit C une catégorie exacte et (C, iso) la catégorie dont les objets sont les mémes que ceux de C et les
morphismes sont les isomorphismes. Un foncteur déterminant F (cf. [1, 4.3]) de C vers une catégorie de Picard P est
un foncteur F : (C,iso) — P tel que, pour toute suite exacte

Y 0—->A—-B—>C—0

il y ait un isomorphisme F(X): F(B) ~ F(A) + F(C) respectant les isomorphismes de suites exactes. On demande
aussi que le foncteur soit compatible aux filtrations admissibles et que les F'(X) soient compatibles aux isomorphismes
dans C (i.e. A ou C est un objet nul).

On se propose d’une part de raffiner les opérations en K -théorie algébrique intervenant dans le théoreme d’ Adams—
Riemann—Roch sous la forme de foncteurs entre catégories virtuelles et d’autre part de montrer que les égalités dans
Ky(X)q ainsi formulées proviennent d’isomorphismes canoniques entre ces foncteurs, cf. Théoréme 2.3.

2. Résultats principaux

Pour la construction qui va suivre, on passe par 1’A!-homotopie des schémas de Morel-Voevodsky [2] dans le
contexte de Riou [5] :

Théoréme 2.1 (Filtration d’Adams fonctorielle). Soit R la catégorie de schémas réguliers. A tout X € obs, on
peut associer une suite de catégories de Picard F'V(X), avec FOV(X) = V(X )Q, qui est strictement stable par
changement de base. Ses propriétés principales sont les suivantes :

(a) Les foncteurs FiV(X) > Fi-lv(X) sont fideles.
(b) Pour chaque i, j € N+, il existe un accouplement :

F'V(X) x FIV(X) > FiIHiv(X)

compatible au produit naif FOV(X) x FOV(X) - FOV(X).
(¢) Pouri>dimX + 1, F'(X) est la catégorie ponctuelle.

En fait, les catégories F'V (X) sont par construction une catégorisation de la filtration définie par les espaces
propres sous I’action des opérations d’Adams de K4 (X)g, notée F TK.(X), d’ot (¢) (cf. [7, Théoreme 4(iii)]). Elles
nous permettent par exemple, si L est un fibré en droites, de construire des séries formelles du type > ax (L — D car
L—1€eobFlV(X),et pour k assez grand (L — ¥ est canoniquement trivialisé par (c).

Théoréme 2.2 (Théoréme de rigidité). Soit F'V comme ci-dessus. Alors, pour chaque transformation naturelle
de préfaisceaux f:F' Ko(—) — FJIKo(—) sur la catégorie des schémas réguliers, il existe un foncteur canonique
F:F'V — FIV qui reléeve f. On peut aussi décrire explicitement 'action du foncteur en question sur les fibrés
vectoriels universels sur les Grassmanniennes Gr, 4 7, des quotients localement libres de rank r de o+,

En utilisent la rigidité, on obtient directement sur V (X)q les opérations d’Adams «fonctorielles » notés wk et
on peut aussi déduire des opérations de type «classe de Bott». Enfin, avec ces opérations, nous pouvons formuler le
théoréme principal :

Théoreme 2.3 (Théoreme d’Adams—Riemann—Roch fonctoriel). Soit R la catégorie des schémas réguliers et fixons
un entier k € Z¢. Il existe une famille canonique d’isomorphismes v rx (dans V (Y)q), associée a un morphisme
projectif f:X — Y pour X,Y € obR:

Vi WERA(-) = RA(G(2) ' @ W ().

Si on suppose aussi les propriétés (a)—(d) suivantes, la famille d’isomorphismes est uniquement déterminée :

(a) Stabilité sous changement de base transversal.
(b) Compatibilité avec la formule de projection.
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(c) Compatibilité a la composition.
(d) Pour Z un sous-schéma fermé de Y disjoint de I’'image de X, les deux cotés sont canoniquement trivialisés apreés
multiplication par Oz ; I'isomorphisme v y doit respecter les deux trivialisations.

Outre (a)—(d), I'isomorphisme vérifie aussi

(e) Stabilité sous changement de base général (i.e. pas forcément transversal). Par contre, le fibré d’exces entre ici
en jeu car le changement de base en question correspond a la formule d’exces (cf. [9, Chapter V1, Theorem 1.3]).
(f) Une description explicite dans le cas des immersions fermées qui admettent des résolutions de Koszul.

Démonstration. Nous procédons en deux étapes. Premiérement, pour I’existence, nous traitons deux cas séparément.
D’abord le cas des immersions fermées et le cas des projections de fibrés projectifs. Pour les immersions fermées, nous
utilisons la déformation au cone normal pour nous ramener au cas oll nous disposons d’une résolution de Koszul. Nous
pouvons alors faire des calculs explicites, d’ou en particulier la description (f). Nous vérifions que la construction
satisfait (a)—(d). Ensuite, nous traitons le cas des projections de fibrés projectifs en utilisent (b) et la formule du fibré
projectif en K-théorie. Finalement, pour f une composition p oi ou i est une immersion fermée et p une projection
d’un fibré projectif nous définissons I’isomorphisme comme la composition naive de ¥; x et ¥, x, et vérifions que la
construction ne dépend pas du choix de la factorisation en i et p.

Deuxieémement, pour I’unicité, grace a (c), il suffit de traiter les deux cas des immersions fermées et des projections
de fibrés projectifs séparément. Le cas des immersions fermées se ramene par déformation au cdne normal au cas d’une
immersion X — Py (N) déduite d’une inclusion admissible M C N pour M un fibré en droites et N un fibré vectoriel.
On peut se ramener au cas o X possede un faisceau ample. Alors, quitte a tordre N par un fibré en droites convenable,
on peut supposer que N est un sous-fibré d’un fibré trivial, O, et grace a la stabilité par rapport au changement de
base transversal (a), on dévisse au cas d’une immersion induite par I immersion universelle M C N sur la variété des
drapeaux Grj , . x sur X classifiant les drapeaux M’ C N’ C O", o rg M’ =1 et rg N’ = n. On peut alors supposer
que X = Gry 7z et N = N, le fibré vectoriel universel de rang n sur X. L’ unicité est alors évidente puisque le groupe
K1(Px(N\)) est alors une somme de copies de K1(Z) qui est de 2-torsion. Le cas des projections de fibrés projectifs
est traité de facon similaire. O

On peut aussi établir un théoreme du type « Lefschetz—Riemann—Roch fonctoriel » au sens de Thomason [8] pour
les actions des groupes diagonalisables de la forme w, x G},. La formulation fonctorielle (ainsi que la preuve) est
analogue a celle du théoreme principal ci-dessus.

3. Conséquences géométriques

Nous appelons une courbe f:C — § les données suivantes : C, S deux schémas réguliers tels que f soit propre
et plat et génériquement lisse avec fibres géométriquement connexes de dimension 1. On a alors le dualisant relatif
o = wc/s. On peut définir la catégorie Pic(S)q des fibrés inversibles rationnels L7 /4, avec pour morphismes «les
isomorphismes rationnels ». Rappelons aussi que pour une courbe f: C — S et deux fibrés inversibles L, M sur C on
peut associer un fibré inversible (L, M) sur S, viadet Rf,,((L —1) ® (M — 1)), qui incarne la classe fC/S ci(LYAci (M)
en tant que fibré inversible. Ici et dans la suite |, /s est I’intégration le long des fibres dans une théorie cohomologique
convenable qui admet des classes de Chern. Associé a un fibré virtuel v, nous avons un fibré inversible IC,(v) :=
det Rf,((v —r) — (detv — 1)) =det Rf,.(y%(v — r)) ot r = rgv, qui incarne Jeys€2(W) (cf. [1, Section 9]). Ici yZest
une opération de y qu’on peut introduire via la rigidité. Nous appliquons le théoréme d’ Adams—Riemann—Roch dans
ce cas et utilisons la formule det Wk E = yk (detE) = (det E )®k ainsi que la trivialité de det Rf F 3V (C). On obtient
le théoréme suivant, apres avoir demontré qu’il y a deux isomorphismes canoniques :

l1/2(11) —r=wW-— r)®2 +2(v—r)— 2)/2(1) —r)

et

_ S2cys -1 n (Rc/s— D? —y*(R2¢cis — 1)

1
0, (—%2 =—|1
h(—S$2¢ys) 2( > 7

+ F3V(C)>.
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Théoreme 3.1. Définissons A(v) = det Rfyv et notons Q¢ s le faisceau des différentielles relatives. 1 existe un unique
isomorphisme canonique (i.e. stable par changement de base) rationnel :

A2 = (0, )" ® (detv, detv ® w—1)®6 @ IC;()® 2 @ ICH(2¢/5).
Comme corollaires, on a les théorémes classiques suivants, obtenus a torsion pres :

Corollaire 3.2. (Voir P. Deligne, [1, Théoreme 9.9].) Soit f:C — S une courbe lisse. Alors IC(82¢/s) est trivial et
Uisomorphisme ci-dessus est I’ isomorphisme de Deligne.

Corollaire 3.3. (Voir D. Mumford, [4, Theorem 5.10].) Soient A, = det R f,w®" et f:C — S une courbe lisse. Alors

2
_ )\(18(6’1

. . . . . . . —6n+1 . . . . .
il existe un unique isomorphisme rationnel canonique Ay, ). En particulier, on obtient un isomorphisme

rationnel canonique Ay = )»‘]813 .

Corollaire 3.4. (Voir T. Saito, formule « conducteur = discriminant », [6].) Soit f:C — S une courbe. Définissons
le discriminant comme la section rationnelle A € Hompg (A2, )»}3) donnée par l'isomorphisme ci-dessus. Soit S un
trait. Alors ordre de la trivialisation canonique de A au point générique est égal a — Artcs, ou Artcys désigne le
conducteur d’Artin.

Nous pouvons aussi démontrer la proposition suivante par une méthode similaire :

Proposition 3.5. (Voir L. Moret-Bailly, la formule clef, [3, §8.1].) Soit S un schéma régulier et w : A — S un schéma
abélien avec section unité e: S — A. Supposons donné un fibré en droites L sur A, symétrique, rigidifié le long de la
section unité et relativement ample avec d = rgm, L. Alors il existe un isomorphisme canonique rationnel

(detr, L)®? = (¢*w) 5) ™.
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