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Résumé

Ce travail porte sur 1’étude mathématique d’un modele évolutif d’équations aux dérivées partielles non-linéaires qui sera utilisé
pour le débruitage de I'image. L’existence et I’unicité de la solution sont établies, le modele est ensuite testé numériquement.

Le rapport du signal a bruit (SNR) est utilisé pour estimer la qualité des images restaurées. Pour citer cet article : R. Aboulaich
etal., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On a non-linear model for image noise reduction. This work deals with a mathematical study for a proposed non-linear
evolution partial differential equations model for image processing. The existence and the uniqueness of the solution are established,
the model is numerically tested.

The Signal to Noise Ratio (SNR) number is used to estimate the quality of the restored images. To cite this article: R. Aboulaich
etal., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We are interested in restoring the noisy image uq using the following nonlinear PDE problem:

3
a—b; — div[p(IVu))Vul =0 in Q,

w(x,H)=0 VxeaRVrel0,Tl,
u(x,0)=uy Vxes2,

(P)

where £2 is an open bounded subset of RN, N =2or N = 3, with boundary 92, Q = £2 x [0, T] with some given
T > 0, and p verifies the following hypothesis:

1.1) w:Ry — Ry,
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(1.2) w is continuous function,

(1.3) limg— qo0[p(s)] = o with uo > 0,
(1.4) p is differential continuous,

(1.5) s|u'(s)| < pu(s) Vs e Ry

Theorem 0.1. Let ug € H = D(.Q)Lz(m and p satisfies (1.1)—(1.5). Then there exists a unique weak solution of
problem (P) such that u € L*(0, T, V)N L®(0, T, H) and u' = % € L>(0, T, V).

1. Introduction

La restauration de I’image par des équations aux dérivées partielles a connu un grand développement, plusieurs
modeles ont été proposés [5,10—12]. L’efficacité numérique de ces modeles a été prouvée dans plusieurs cas, cependant
I’étude mathématique génere des difficultés mathématiques liées a la preuve de I’existence d’une solution du probleme
considéré. Dans [2,3], on utilise un probléme approché en considérant une méthode de régularisation et on prouve
I’existence du probleme régularisé. Dans [1], on montre 1’existence d’une solution dans un espace d’Orlicz.

Ce travail porte sur 1’étude mathématique d’un modele d’EDP non-linéaire évolutif dont on se propose d’étudier
I’existence et ’unicité ainsi que 1’efficacité pour le lissage d’images bruitées. La discrétisation du probleme EDP sera
faite par un schéma de différences finies.

Soit £2 un ouvert borné (C R? ou R?) de frontiere 952 assez réguliere, T € R . On cherche u(x, t) solution du
probleme non-linéaire instationnaire suivant :

9
8—? — div[(|Vu)Vu] =0 in O,

u(x,t)=0 Vxedf2Vtel0,T],
ux,0)=ug Vxesf2,

uo est I'image a I’instant initial.

Dans ce qui suit on établit I’existence et I'unicité de (1) dans H'!(§2), sous des hypothéses convenables sur la
fonction p.

Le probleme (1) est équivalent au probleme variationnel suivant :

Trouver u € V telle que :

ey

ou(t
f ’;E) -vdx—i—/,uHVu(t)HVu(t)-Vvdx:O. )
Q Q

Posons V = D(£2) et notons par V = HO1 (£2), adhérence de V dans H!(£2). HO1 (£2) sera muni du produit scalaire
((u,v)) = f_Q Vu - Vudx de norme associée | - ||. On désigne par H 1’adhérence de V dans L2(.Q). L’espace H est
muni du produit scalaire de L2(£2) que I’on définit par : (u,v) = f o #vdx. La norme associ€e est notée | - | (voir
[6-8]). Dans ce qui suit nous allons établir 1’existence et 1’unicité d’une solution faible de (1) sous les hypotheses
suivantes sur [ :

(1.D) w:Ry - Ry,
(1.2) w est continue,

(1.3) limy— 1o0[p(s)] = o avec uo > 0,
(1.4) w est contintiment différentiable,

(15) sl < pls) Vs € Ry

Les hypotheses ((1.1)-(1.3)) entralnent que w est bornée. Posons SUPgeR n(s) = a et infycr, u(s) = b, avec
a,b>0.
On désigne par A I’opérateur défini par Au = — div{u[|Vu|]Vu}, alors on a :

(Av, w) =/,u[|Vv|]Vv.dex pour v, w € V. 3)
2
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Gréce aux hypothéses vérifiées par o on a Av € V' pour tout v € V, oit V/ = H~1(£2) est I’espace dual de V. On

démontre que A est un opérateur monotone hémicontinu, voir [4].
2. Théoréme d’existence

Théoreme 2.1. Soit ug € H et p vérifiant (1.1)—(1.5).
Alors le probleme (1) admet au moins une solution faible u telle que u € L*(0, T, V) N L>®(0, T, H).

Preuve. Pour démontrer I’existence, on utilise la méthode de Faedo—Galerkin. On considere le probleme spectral

((w, v)) =A(w,v) VYveV,

ol A est une valeur propre associée au vecteur propre w.

“)

L’injection de V dans H étant compacte, le probleme (4) admet une suite de valeurs propres A; associées aux

Vecteurs propres w;
((wj, v)) =ij(wj,v) YveV

et {w;}jen est orthonormale dans H et orthogonale dans V. On désigne par u y (¢) la fonction définie par

N
uny(x,t)=un(@)(x) € [wy, ..., wnN], un(x,t) = ZC;V(t)wj(x).
j=1

Considérons 1’équation
(uy @), wj) = [div(u(|Vun @)])) Vun @), w;] =0, 1<j<N,
avec uy(-,0) =uon(-) € [wy, ..., wy] et ugy — ug dans V.

Les équations (7) constituent alors un systeme d’équations différentielles ordinaires en Cﬁv (t) de la forme

dch @)
I— = =G, (t.C1'0).....CN ).

®)

(6)

)

Par le théoréme de Cauchy—Péano, il existe une solution de cette équation, donc il existe u y (t) définie sur [0, Tx].

En multipliant (7) par C 5v (#) et en sommant, on déduit que :

/auN(t) 'MN(t)dx+/M[|VMN(I)HV2[MN(I)](1X=0

at
2 2

d’ot
1 d 2 2
55|uN(t)| +/u[|VuN(t)|]V [un(@)]dx =0.

(2}

Comme
/,LLHVMN(I)HVZ[MN(I)]dx >th2[uN(t)]dx,
2 2

il résulte alors de (8)

1d
33l @+ [ Vo] ar <o
2

1d
55'”“’)\2 +b|lun @) <0,

®)
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il existe donc une constante C; > 0 et une constante Cp > 0 dépendants de b, de T et de u telles que

lun@)| <Ci et /||uN(t)||2<C2 VN eN.
2

Par conséquent 7y = T et le probleme (7) admet une solution globale qui est unique grace a la monotonie de I’opé-
rateur A. La suite (ux)y, ainsi obtenue, est bornée dans L2(0, T, V) N L>®(0, T, H). Moyennant la monotonie et
I’hémicontinuité de I’opérateur A, on montre que les solutions u des problemes approchés (7) convergent vers u
solution faible du probleme (1) (voir [4,9]). O

3. Théoreme d’unicité

Théoreme 3.1. Sous les hypotheéses du Théoreme 1, la solution faible u du probleme (1) est unique et de plus
u' € L*0,T,V").

Preuve. Soient u; et u, deux solutions faibles du probleme (1), on a alors pour tout v € V

9 d
(%(l‘)—%(ﬂ,l) +(Au1(l‘)—Au2(t)7v):0. o)

On pose u; — upy = w et on prend v = w(t) dans (9), on a donc :
1d
2dr

Alors [w(1)]? < Jw(0)|?> = 0. Donc w(t) = ui(t) — ur(t) =0 pour tout 7 € [0, T']. D’ot "unicité de la solution.

Par ailleurs u’(t) = —Au(t) dans V', de (3), on déduit alors que pour tout v € V, on a
(Au(r), v) <2afu@||v]

d’ou [[Au(®)|ly < 2alu()|| vt € [0, T].
Ainsi Au € L2(0,T,V’)doncu’ € L2(0,T,V'). O

lw()|* = —(Aui (1) — Aua (1), w()) <O.

4. Simulation numérique

On s’intéresse dans ce qui suit au débruitage d’une image donnée u(, ’image débruitée sera solution du probleme
d’équations aux dérivées partielles suivant :

8_14 — div((é +a>Vu> =0 dans Q=8 x[0,T],
M) ot V1+(Vul/B)?
u(x,0)=uop dans £2, u(x,t)=0 Vxeodf2 x[0,T].
a et B sont deux constantes strictement positives. Pour approcher le probleme (N) on utilise 1a méthode des différences
finies. Le probleme discret s’écrit alors :

WG, ) = ub G, ) + 8t (div(ey (Vi) G ). 1<kSM, 1<i<NL 1</ <N

ol

1
Vi) = ([ ————— ) V),
e Vi (( 1+ (IVul/B)? a) u)

uk(i, J)=ulx;,yj, t), x; =iéx,y; = jéy, ty =kt et 6t = % Parmi les criteres quantitatifs les plus courants pour
évaluer les performances d’un algorithme de débruitage, nous avons retenu le rapport signal a bruit (Signal to Noise
Ration, SNR), il s’exprime en décibels par le rapport entre I’image de référence 1 et I’'image I, apres I’analyse :

o* () }
o2(I1 — h)
ol o est la variance [3]. Pour un pas de discrétisation suivant le temps 8¢ = 0.1, un pas de discrétisation suivant 1’es-

pace §x =6y = 1 et un nombre d’itérations M = 300, la Fig. 1 montre que la qualité de I’'image débruitée s’améliore
pour des valeurs de « assez petites.

SNR(I1/ I) = 1010g10|:
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Image restaurée avec o = 1 Image restaurée avec o = 10~7 SNR =20.26

Fig. 1. Influence du parametre « sur le débruitage d’image.

Fig. 1. Influence of the parameter & on noise suppression in an image.
5. Conclusion

Nous avons proposé dans ce travail un modele évolutif d’EDP non-linéaire pour le traitement d’images. Nous
avons établi I’existence et I'unicité de la solution et nous avons testé numériquement le modele. Les résultats obtenus
montrent I’efficacité de I’approche. En effet, le rapport SNR obtenu est élevé, il est de I’ordre de 20.26 (db) et la
qualité du débruitage est tres bonne.
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