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Résumé

Soit Γ ⊂ PSL(2,R) un sous-groupe discret de covolume fini. On suppose que la courbe modulaire H/Γ se « plonge » dans une
surface modulaire de Hilbert H2/ΓK , où ΓK est le groupe modulaire de Hilbert associé à un corps quadratique réel K . On définit
une suite de restrictions (ρn)n∈N des formes modulaires de Hilbert pour ΓK aux formes modulaires pour Γ . Notons Mk1,k2 (ΓK)

l’espace des formes modulaires de Hilbert de poids (k1, k2) pour ΓK . On démontre que
∑

n∈N

∑
k1,k2∈N ρn(Mk1,k2 (ΓK)) est un

sous-espace stable par les crochets de Rankin–Cohen de l’espace
⊕

k∈N Mk(Γ ) des formes modulaires pour Γ . Pour citer cet
article : N. Ouled Azaiez, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Restrictions of Hilbert modular forms. Let Γ ⊂ PSL(2,R) be a discrete subgroup of finite covolume. We suppose that
the modular curve H/Γ is ‘embedded’ into a Hilbert modular surface H2/ΓK , where ΓK is the Hilbert modular group as-
sociated to a real quadratic field K . We define a sequence of restrictions (ρn)n∈N of Hilbert modular forms for ΓK to mod-
ular forms for Γ . We denote by Mk1,k2 (ΓK) the space of Hilbert modular forms of weight (k1, k2) for ΓK . We prove that∑

n∈N

∑
k1,k2∈N ρn(Mk1,k2 (ΓK)) is a subspace closed under Rankin–Cohen brackets of the space

⊕
k∈N Mk(Γ ) of modular

forms for Γ . To cite this article: N. Ouled Azaiez, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les cycles de Hirzebruch–Zagier sont les images des courbes modulaires « plongées » dans les surfaces modulaires
de Hilbert. Toute composante irréductible d’un cycle de Hirzebruch–Zagier est image dans un quotient H2/ΓK d’une
partie ι1,2(H) de H2, où ι1,2 :H → H × H est un plongement défini par z �→ (A1.z,A2.z) avec A1,A2 élements de
M(2,K) agissant sur H par homographie. Notons γ ′ = (

a′ b′
c′ d ′

)
la matrice obtenue en conjugant dans K les coefficients

de γ = (
a b
c d

)
. Soit Γ ⊂ ΓK un sous-groupe de matrices γ satisfaisant γA1 = A1γ et γ ′A2 = A2γ . Un tel groupe agit

sur H de manière compatible avec le plongement ι1,2. Cela implique que l’application H/Γ → H2/ΓK induite par
ι1,2 est génériquement de degré 1, mais non nécessairement injective. On sait définir des restrictions simples des
formes modulaires pour ΓK aux formes modulaires pour Γ, pour plus de détails on peut voir [2] et [5]. On rappelle
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que ΓK se plonge dans le groupe produit PSL(2,R) × PSL(2,R) par α :γ �→ (γ, γ ′). Soit δ :Γ → ΓK le plongement
diagonal. Il suit de la définition de Γ que l’application α ◦ δ :Γ → PSL(2,R)2 est un plongement qui coincide avec
γ → (A1γA−1

1 ,A2γA−1
2 ). Dans la Proposition 2.2, le Théorème 4.1 et le Corollaire 4.2, nous disons qu’un sous-

groupe Γ ⊂ ΓK est associé à un couple de matrices (A1,A2) ∈ M(2,K)×M(2,K), si (γ, γ ′) = (A1γA−1
1 ,A2γA−1

2 )

pour tout γ ∈ Γ .
Dans cette Note, on définit des restrictions généralisées ρn des formes modulaires de Hilbert. On démontre que

l’algèbre des restrictions est de Rankin–Cohen, c’est-à-dire stable par les crochets de Rankin–Cohen, on peut voir
la Section 3.5 de [3] pour plus de détails. Le résultat principal est le Théorème 4.1. On introduit les restrictions
généralisées et les autres outils nécessaires dans les deux Propositions 2.1, 2.2 suivantes.

2. Restrictions généralisées des formes modulaires de Hilbert

Soient Hol(H×H) et Hol(H) les espaces de fonctions holomorphes sur H×H (respectivement sur H) à valeurs
complexes. Soit ρ : Hol(H × H) → Hol(H), la restriction diagonale définie par ρ(F )(z) = F(z, z). Soient ∂1 et ∂2

les dérivations par rapport aux variables z1 et z2 ∈ H. Pour tout triplet (k, l, n) d’entiers, on définit sur Hol(H × H)

des opérateurs différentiels par

RCk,l
n (F ) =

n∑
j=0

(−1)j
(

k + n − 1

n − j

)(
l + n − 1

j

)
∂

j

1 ∂
n−j

2 (F ), pour tout F ∈ Hol(H×H).

On définit ρ
k,l
n = ρ ◦ RCk,l

n . Notons Γ1 le groupe modulaire classique PSL(2,Z), et Mk(Γ1) respectivement Mk,l(ΓK)

les espaces des formes modulaires de poids k pour Γ1 respectivement de Hilbert de poids (k, l) pour ΓK .

Proposition 2.1. Pour tout triplet (n, k, l) d’entiers et pour tout corps quadratique réel K , l’opérateur ρ
k,l
n induit une

application :

ρk,l
n :Mk,l(ΓK) −→ Mk+l+2n(Γ1).

Démonstration. Pour toute forme modulaire de Hilbert F(τ1, τ2) ∈ Mk,l(ΓK), on associe une série de Cohen–
Kuznetsov

F̃ (τ1, τ2,X,Y ) =
∑

r,s�0

∂r
1∂s

2(F )XrY s

r!(r + k − 1)!s!(s + l − 1)! .

Cette série vérifie l’équation fonctionnelle

F̃

(
γ.τ1, γ

′.τ2,
X

(cτ1 + d)2
,

Y

(c′τ2 + d ′)2

)

= (cτ1 + d)k(c′τ2 + d ′)l exp
(
cX/(cτ1 + d) + c′Y/(c′τ2 + d ′)

)
F̃ (τ1, τ2,X,Y ),

pour tout γ = (
a b
c d

) ∈ ΓK . Pour terminer, on utilise F̃ (τ, τ,X,−X) = ∑∞
n=0

ρ
k,l
n (F )Xn

(n+k−1)!(n+l−1)! et le fait que γ ′ = γ

pour tout γ ∈ Γ1. �
En utilisant des idées similaires, on démontre aussi :

Proposition 2.2. Soit K un corps quadratique réel et ΓK le groupe modulaire de Hilbert associé. Soient (A1,A2) ∈
M(2,K) × M(2,K) et Γ ⊂ ΓK un sous-groupe associé à ce couple. Alors l’opérateur défini par ρ

k,l
n;A1,A2

(F ) =
ρ

k,l
n (F |k,l (A1,A2)), induit une application : ρ

k,l
n;A1,A2

:Mk,l(ΓK) → Mk+l+2n(Γ ).



N. Ouled Azaiez / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007) 669–672 671
3. Crochets de Rankin–Cohen

On rappelle que les crochets de Rankin–Cohen sont définis sur Mk(Γ ) ⊗ Ml(Γ ), pour des sous-groupes discrets
Γ de covolume fini de PSL(2,R), par

[f,g]n =
n∑

j=0

(−1)j
(

k + n − 1

n − j

)(
l + n − 1

j

)
f (j)g(n−j) = ρk,l

n

(
f (z1)g(z2)

)
,

où f (j) désigne la dérivée j -ème par rapport à z de f et même notation pour g, on peut voir [6] pour plus de détails. On
a alors pour tout groupe Γ ⊂ PSL(2,R) et pour tout entier n, un opérateur [· , ·]n : Mk(Γ ) ⊗ Ml(Γ ) → Mk+l+2n(Γ ).
Ces opérateurs se généralisent aux produits tensoriels d’espaces de formes modulaires de Hilbert (cf. [1,4]). Dans le
cas d’un corps quadratique réel K , pour tout couple (n1, n2) ∈ N2, et pour tout couples (k1, k2) et (l1, l2) d’entiers, il
existe un opérateur

[· , ·](n1,n2) : Mk1,k2(ΓK) ⊗ Ml1,l2(ΓK) → Mk1+l1+2n1,k2+l2+2n2(ΓK), induit par RCk1,l1
n1

⊗ RCk2,l2
n2

.

4. Théorème de restriction

Voici le résultat principal de cette Note :

Théorème 4.1. Soient K un corps quadratique réel et ΓK le groupe modulaire de Hilbert associé. Soient (A1,A2) ∈
M(2,K) × M(2,K) et Γ ⊂ ΓK un sous-groupe associé à ce couple. On considère (k, l, r, s, n,n1, n2) ∈ N7. Pour
tout couple (F,G) de formes modulaires de Hilbert pour ΓK de poids respectifs (k, l) et (r, s), on a[

ρ
k,l
n1 ;A1,A2

(F ),ρ
r,s
n2 ;A1,A2

(G)
]
n

=
∑

p,p1,p2∈N

p+p1+p2=n+n1+n2

(∗) ρ
k+r+2p1, l+s+2p2
p ;A1,A2

([F,G](p1,p2)

)
,

avec (∗) des nombres rationnels qui dépendent de k, l, r, s, n,n1, n2,p,p1 et p2.

On obtient le corollaire suivant du Théorème 4.1 :

Corollaire 4.2. Soit K un corps quadratique réel et ΓK le groupe modulaire de Hilbert associé. Soient (A1,A2) ∈
M(2,K)×M(2,K) et Γ ⊂ ΓK un sous-groupe associé à ce couple de matrices. Alors

∑
n∈N

∑
k,l ρ

k,l
n ;A1,A2

(Mk,l(ΓK))

est une sous-algèbre stable par crochets de Rankin–Cohen de l’algèbre
⊕

k∈N
Mk(Γ ) des formes modulaires pour Γ .

Démonstration. Soient k, l ∈ N. On définit une suite de polynômes homogènes de degré n dans Q[x, y] par :

Rk,l
n (x, y) =

n∑
j=0

(−1)j
(

k + n − 1

n − j

)(
l + n − 1

j

)
xjyn−j , (1)

de façon que RCk,l
n = R

k,l
n (∂1, ∂2), et un opérateur :

Δk,l : Q[x, y] −→ Q[x, y],
P −→

(
x

∂2

∂x2
+ k

∂

∂x
+ y

∂2

∂y2
+ l

∂

∂y

)
(P ).

Le lemme suivant donne une caractérisation de la suite des polynômes R
k,l
n (x, y). On omet la démonstration simple

de ce lemme :

Lemme 4.3. Pour tout n ∈ N, (k, l) ∈ Z2, on a ker(Δk,l) ∩ Q[x, y]n = Q .R
k,l
n (x, y).

Soit k, l, r, s ∈ N. On introduit pour tout N ∈ N, deux sous-espaces vectoriels de Q[x1, y1, x2, y2]N, en donnant
leurs familles génératrices. Soient
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(i) W 1
N l’espace engendré par les polynômes

R
k+r+2p1,l+s+2p2
p (x1 + y1, x2 + y2)R

k,r
p1

(x1, y1)R
l,s
p2

(x2, y2) (p + p1 + p2 = N).

(ii) W 2
N l’espace engendré par les polynômes

Rk+l+2n1,r+s+2n2
n (x1 + x2, y1 + y2)R

k,l
n1

(x1, x2)R
r,s
n2

(y1, y2) (n + n1 + n2 = N).

On a alors W 1
N = W 2

N . Pour démontrer cette égalité on définit un troisième sous-espace de Q[x1, y1, x2, y2]N,

WN = ker(Δk,x1 + Δr,y1 + Δl,x2 + Δs,y2).

En utilisant le Lemme 4.3, on démontre les propriétés suivantes :

(a) W 1
N ⊂ WN .

(b) W 2
N ⊂ WN .

En spécialisant les variables (x1, y1, x2, y2) en (x − y, y, t,−t), on démontre que :

(c) dimW 1
N = (

N+2
2

)
.

(d) dimW 2
N = (

N+2
2

)
.

En utilisant le fait que WN est isomorphe à Q[x1, y1, x2]N par P → P(x1, y1, x2,0), pour tout P ∈ WN , on déduit
(e) dimWN = (

N+2
2

)
. Finalement, (a)–(e) impliquent W 1

N = WN = W 2
N .

En spécialisant les variables x1, y1, x2, y2 en des opérateurs de dérivation ∂1, ∂
′
1, ∂2, ∂

′
2 par rapport à des variables

z1, z
′
1, z2, z

′
2, et en écrivant F comme fonction des variables z1, z2 et G comme fonctions des variables z′

1, z
′
2, on

obtient que[
ρ

k,l
n1 ;A1,A2

(F ),ρ
r,s
n2 ;A1,A2

(G)
]
n
(z) = Rk+l+2n1,r+s+2n2

n (∂1 + ∂2, ∂
′
1 + ∂ ′

2)R
k,l
n1

(∂1, ∂2)

× Rr,s
n2

(∂ ′
1, ∂

′
2)

(
F |k,l(A1,A2)(z1, z2)G|r,s(A1,A2)(z

′
1, z

′
2)

)|z1=z2=z′
1=z′

2=z.

ρ
k+r+2p1,l+s+2p2
p, ;A1,A2

([F,G](p1,p2)

)
(z) = R

k+r+2p1,l+s+2p2
p (∂1 + ∂ ′

1, ∂2 + ∂ ′
2)R

k,r
p1

(∂1, ∂
′
1)

× Rl,s
p2

(∂2, ∂
′
2)(FG)|k,l,r,s (A1,A2,A1,A2)(z1, z2, z

′
1, z

′
2)|z1=z2=z′

1=z′
2=z.

En utilisant l’égalité des espaces W 1
N et W 2

N , on déduit le Théorème 4.1. �
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