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Résumé

Nous étudions deux versions tronquées de 1’estimateur de la densité (par rapport a une mesure o-finie ) par projection. Ces
versions se basent sur des indices de troncature dépendants des données et elles seront étudiées dans divers contextes. Nous dé-
crivons d’abord le comportement asymptotique des indices de troncature. Nous montrons alors que les estimateurs correspondants
atteignent une vitesse suroptimale au sens de I’erreur quadratique intégrée sur un sous-ensemble F( dense de Ly (). De plus, nous
déterminons les cas dans lesquels les estimateurs atteignent une vitesse quasi-optimale pour cette méme erreur sur le complémen-
taire de JF. Pour citer cet article : J.-B. Aubin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotic behavior of truncated projection density estimators. We present different versions of the truncated prOJectlon
estimator of a density with respect to a o-finite measure w, where the traditional truncation index k; is replaced by kn (or kn)
under various conditions. First, we describe the asymptotic behaviour of kn (or k). Next, we show that these estimators reach a
superoptimal rate for the mean square error on a dense subset F of L%(w). We finally state under which conditions these estimators
reach quasioptimal rate of convergence when the unknown density f belongs to }'g . To cite this article: J.-B. Aubin, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On dispose d’une suite de n variables aléatoires X1, ..., X, définies sur I’espace probabilisé (£2, A, P) et a valeurs
dans un espace mesuré (E, B, ) ou p est finie. On suppose qu’elles ont toutes la méme loi qu’une v.a. X, et qu’elles
admettent une densité f par rapport a u telle que f € F ou F C L2(w). L’espace de Hilbert (L2(w), || - I est supposé
séparable, de dimension infinie et muni d’une base (e;) jen orthonormale ol ey = ¢q constante dépendant de la masse
totale de w. L’estimateur de f = Z;io aje; par projection (cf. Cencov [6]) et par projection tronquée (cf. Bosq [4])
sont définis respectivement par les relations :
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ki fen
fk,, :Z&j,nejv kn 20 et fy :Z&j,ne‘/v kn 2k, 20
j=0 j=0

oldj, = % Z?:] e;j(X;), ou la suite (k;),en est a choisir tendant vers I’infini et ot I’indice de troncature l@n dépend
des données.
Bosq [4] a étudié I’estimateur par projection tronquée dans le cas A ou

e la base de projection est uniformément bornée i.e. IM <o Vj €N, [lejlloc < M ;
o ky =max{j: 0<j <kn: |@jnl > yn} ol (kn)nen est une suite d’entiers telle que (k,) 1 oo et k,/n — 0 et ot

logn
Yn = max(c,/ ===, o) ;

e les X; sont indépendants.

N.B : Lepskii et al. [8] et Aubin et Massiani [2] ont utilisé un estimateur analogue dans le cas des ondelettes et
Bosq et Blanke [5] dans le cas continu alors que celui d’Efromovich [7] par exemple est voisin mais différent. Dans
cette étude, nous nous intéressons aux trois cas oul (toutes les autres hypotheses étant égales a celles du cas A) :

e cas B : la Base de projection n’est plus uniformément bornée mais simplement bornée :

ie. I(My,)nen: YR €N, sup |lejlloo < M, .
J<ky

)etque F C{f € L} (w): AM' < o0, | flleo < M'}.
e cas C : le Choix de I’indice de troncature devient :
kn =min{j: 0 < j <kn: |l fi, — fil* < 6n}

Ici, on suppose que My, = o( 10’;;1

avec 8, = cky 105", ¢ > 0. De plus, (k,) f ocoetk, = 0(\/@ .

e cas D : Les X; sont Dépendants. Les v.a. ¢;(X;) — a; sont a-mé€langeantes (voir par exemple Bosq [3] p. 7 pour
définition) avec a(m) < aexp(—bm), a > 0 et b > 0. On prend alors y, = clog! n//mavec I' > 1, ¢ > 0.

Les cas B et D sont plus généraux que le cas A (deés que I’on admet que f est uniformément bornée pour B ce qui
ne devrait pas poser de probleme en pratique). Le cas C fait, lui, intervenir plusieurs a; , dans le critére de sélection
de I’indice de troncature ce qui devrait rendre ce dernier moins sensible aux variations d’un seul a j,n- Dans la suite,
on pose Fp = UK>0 Fo(K) ot

K
Fo(K) = {f eL*(w): f=) ajejt,

Jj=0

Fi1= LZ(M)\]-"O ainsi que my, = inf; <y, var(e;(Xo)).
2. Comportement asymptotique de ’indice de troncature
Proposition 1. Ici, kn désigne selon le cas kn ou ky. Pour c assez grand, on a

1) Si f € Fo(K), alors, presque sﬁremeunt pour n assez grand, 12,1 =K.
(ii) Si f € Fi, alors, presque siirement, k, — 00 pour n assez grand.

Remargque 1. Respectivement dans les cas B, C et D, ¢ doit étre supérieur 2 4M’, 2/6M? et 8/2M.

Pour préciser le comportement asymptotique de kn (respectivement k) lorsque f € 7, on pose :
gq(m) =min{g eN: |a;|<n, Vj>q}, n>0

kn 2

(respectivement 7(n) = min{0 < g <k,: > i=q %

<n}etr(n) =k, si a,%n > 7).
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Proposition 2. On a

e casB:V5 >0, sic>2V2M', ¢ > 7”2“:25)1”/, 1>¢ > Z—VEM/ etk, = q((1+&)yp), alors g((1 + &)yy) glg,, <

q((1 — &")yyn) p.s. pour n assez grand ;

4/2M*
ene’ ’

e casC:sic> alors r((1+¢€)d,) < I;n <r((1 —€)8,) p.s. pour n assez grand ;

o casD :sic>8V2M et kn = q((1 4 &)ypn), alors (1 + &)yy) < 12,, < q((1 = &)yy) p.s. pour n assez grand.

3. Suroptimalité de I’estimateur sur 7
Ici, on suppose que les densités étudiées f sont éléments de Fo(K) ou K € N.

Proposition 3. f,, désigne selon le cas f, ou f,. Pour c assez grand, on a

o casBet C:nEfl fy — fI1> - X5 ([ €3 f du—a?};
o casD:nE || f — fI>=0O(1)

Remarque 2. Respectivement dans les cas B, C et D, ¢ doit étre supérieur a 16M’, 24/10M 2 et 8\/§M .
4. Comportement de I’estimateur sur F;

Proposition 4. Sous les conditions de la Proposition 2, on a pour n assez grand

e cas B :
2
mi,q((1+ &)yn) ’ - 2 AM ky 2 1
MACEW LY @B AP Y adeo(5),
J>q((1—€")yn) Nkn J>q((1+e)yn)
e cas C:
m,r (14 €)8,) 2 . 2 AMZr((1—¢€)8,) ) 1
mICEOW Y @rli-sP < TEEE L T ;).
J>r((1—¢")8y) J>r((+€)8n)
e casD:
My, q((1+¢&)yn) ) A > S5aM?k, ) 1
n t > aj <Ef|fn—f| <7(em_1)n+‘ Y di+o ~)
]>q((1_8/)]/n)/\kn J>£I((1+€)Vn)

Cette propriété nous permet d’énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 4.1. Sous les hypotheses de la propriété précédente, on a

ky(lognv

. p M)
o casB:Sik,>q((1 =&y, alors Bl fu — fI* =O(F——2) + 3,4, a7,

o casC: By fu— fI? = Olhny/ ) + 3, a2,

n

Qo / ; 2 _ kalogn 2
o casD : Siky = q((1 —&)yn), alors Eg | fu — fII"=O(F=>—) + Z./>kn aj, r>1.

Dans le cas B, sous réserve que My, croisse assez lentement, le taux de convergence est identique a celui obtenu
par Bosq [4] dans le cas A. De méme dans le cas D, on peut parler de quasioptimalité car on observe la perte d’un
log/'~'n, I' > 1 par rapport  la vitesse optimale. Enfin, le taux obtenu dans le cas C ne permet plus de parler de

quasioptimalité car la perte est alors de 'ordre de _ /; o?;n .
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5. Commentaires

Les preuves (voir Aubin [1]) des deux premieres propositions utilisent notamment les inégalités de Bernstein dans
les cas B et C (voir par exemple Pollard [9] p. 193) et le Théoréme 1.3 p. 23 (voir Bosq [3]) dans le cas D. Enfin, le
Corollaire 1.1 p. 13 dans Rio [10] est utile pour démontrer la Proposition 4.
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