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Résumé

Dans cette Note, suivant les idées originales de Fantappie ([L. Fantappié, Sur les méthodes nouvelles d’intégration des équatior
aux dérivées partielles au moyen des fonctionnelles analytiques, in : La théorie des équations aux dérivées partielles, vol. 81
Coll. Int. CNRS, Nancy, 9-15 avril 1956. [2]], [F. Pellegrino, Problémes concrets d’analyse fonctionnelle, P. Levy (Ed.), Gauthier-
Villars, Paris, 1951, pp. 357—-484. [7]]), nous faisons un lien entre les problemes de Cauchy, les fonctionnelles analytiques et le
calcul fonctionnel. En particulier, utilisant les formules de représentation intégrale classiques de I'analyse complexe, nous obtenon
une formule de représentation intégrale explicite des solutions de problemes de Cauchy complexes. Enfin, les développemen
récents de I'analyse convexe complexe d’Andersson—Passare—Sigurdsson nous permettent d’obtenir un domaine de définition
la solution si les données de Cauchy sont définies dans un ens€rable/exe Pour citer cet article: S. Rigat, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 342 (2006).
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Abstract

Analytic functionals and Cauchy problems.In this Note, following ideas first initiated by Fantappié ([L. Fantappie, Sur les
méthodes nouvelles d'intégration des équations aux dérivées partielles au moyen des fonctionnelles analytiques, in : La théori
des équations aux dérivées partielles, vol. 81, Coll. Int. CNRS, Nancy, 9-15 avril 1956. [2]], [F. Pellegrino, Problemes concrets
d’'analyse fonctionnelle, P. Levy (Ed.), Gauthier-Villars, Paris, 1951, pp. 357—484. [7]]), we make a link between Cauchy problems,
analytic functionals and functional calculus. In particular, using classical representation formulas from complex analysis, we obtain
an integral representation formula for solutions to complex Cauchy problems. Moreover, recent developments in complex convex
analysis of Andersson—Passare—Sigurdsson allow us to obtain a domain of definition of the solution if Cauchy data are defined ir
aC-convex domainTo cite thisarticle: S. Rigat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
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Abridged English version

Letn # 0 be a natural integer. I2 is an open set i, we denote byO(£2) the space of holomorphic functions
in £2.1f F c C" is not open, thei®(F) denotes the space of holomorphic functions in an open neighbourhadod of
We denote by (0) the space&)({0}).
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Let U be an open set ii”. We say thap is an analytic functional o®(U) if u is a continuous linear form on the
spaceO(U) with the topology of uniform convergence on compact subsefs.dfherefore, there exists a compact
setK C U and there exists a constafik such that, for every € O(U), |u(@)| = |{1, ¢)| < Ck Supg l¢|. We write
thenu € O'(U).

We denote by = (zo, ..., z,) the coordinates il€"t1 and we set = (zo, z’) wherez’ = (z1,...,z,) € C". If
(z, w) € C"1 x "1 we let(z, w) = Y h—oZkWk = zowo + (z/, w') and|z|? = (z,2) = |z0l? + 17|

We denote by, = {z/ € C": |z1] < 1,..., |zs| < 1} the unit polydisc inC" and byB, = {z' € C": |7/| < 1} the
unit ball inC".

Let us consider2 an open set i€+ such thaiw = £2 N {zo = 0} is non-empty. We denote ki, ..., 7, then

commuting operators defined on the spéte) by T; = %% whereai,1 = /30
20 20

If € Clz1,...,za] is @ polynomial of the formp(z) = Y, cjpn daz® = D penn G2y -+~ 20", then we denote by
@o(T)=¢(T1, ..., T,) the operatod ", cyn o Ty -+ Tp" = 3y opn a T

Definition 0.1 (see[1,4]). Let E be a set inC". We say thatt is C-convex if and only if all its intersections with
complex lines are connected and simply connected.

We denote bye* the dual set oF defined byE* ={z € C": Vw € E, (z, w) # —1)}.
Our first main result is an holomorphic functional calculus of those operators, defined in Fantappié’s spirit:

Theorem 0.2.We have the following

(i) Foreveryf e O(w), everye > 0and every; € 2 sufficiently close ta, the mappingts.:¢ € Clzs, ..., zx] —
[¢(T) f1(z) can be uniquely extended as an analytic functionallaP,). We still denote, for alp € O(eP,),
[p(T) f1(z) :== w1, (). Moreover, for every € O(eP,) and everyf € O(w), we havep(T) f € O(w).

(i) Fore,y € O(ePy), we havel[(py)(T)]f}(z) = {o(T)[¥(T) f1}(2).
(iii) For everye > 0, every f € O(w), everys € C" and every: sufficiently close ta, we can defing™; (¢) :=

[mf](Z)’ and, for every € O(¢B,), the following representation formula hotds
[o(T) f]2) = iy f 9O F5 (=Da(1g12) A (8a(1¢12)" .
[¢]=¢

(iv) If moreoverg is holomorphic in an open sét c C" and f is holomorphic inC x w wherew is C-convex then
we can prolongate(T) f to the set which is the set of € C"** such that;’ € w and, for everyc € C* \ U,
the complex hyperplane with normal vectar ¢) in C"*+1 passing through meetsw.

We apply this theorem in order to give explicit solutions to holomorphic and non-characteristic Cauchy problems.
Let 2 be aC-convex open set ii”*+1 with coordinates = (zo, . .., z,) = (z0, Z) € C x C". We denote by the
set2 N {zo=0}.
Let P € C[zo, 21, - - -, 21] be a polynomial of degrea > 2.
We say that a complex hyperplafiee C*+1, (¢, z) = p} where € C"*1 andp € C is characteristic if and only
if P,(¢) =0 whereP,, denotes the homogeneous parirobf degreen.
We consider the following Cauchy problem:

NEAYS
<8Z>f—g,

f(07 Z/) = hO(Z/), VZ/ € w,
am—l
m—{ 0,2)=hp-1(z), Vi ew

820

and we assume that the hyperpldag= 0} is non-characteristic.
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We can assume thdt is homogeneous. If we consider as beforesthaperatorsry, ..., T,, then Iettinga/aza1
actm times on the partial differential equatigh(d/dz) f = g and using the Cauchy data, we get tlfas a solution
ifand only if P(1,T)f =g orifand onlyif f(z) = [ﬁ]g(z), whereg can be computed explicitly. The theorem
gives us the following

Theorem 0.3.If £2 is C-convex, the solutiorf is given by an explicit integral formula and is holomorphic in the set
@ which is the set of € £2 such that every complex characteristic hyperplane passing througbetso.

The extension result has been proved by Kiselman (cf. [6]) in the case whéeonvex. A similar result has
been proved by Sternin—Shatalov in [8] (Theorem 5.13).

Moreover, these technics can be adapted to the case where the Cauchy data are given on a piece of complex analy
non-singular hypersurfaces.

1. Calcul fonctionnel holomorphe

Soitn # 0 un entier naturel. Sf2 est un ouvert d&€", nous notong)(§2) I'espace des fonctions holomorphes
dans$2. Si F c C" n'est pas ouvert, alor®(F) désigne I'espace des fonctions holomorphes dans un voisinage
ouvert deF. Nous notong)(0) I'espace®({0}).

Soit U un ouvert deC". Nous disons qug@ est une fonctionnelle analytique sti(U) si u est une forme linéaire
continue sur I'espac®(U) muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacks. & particu-
lier, il existe un compacK C U et il existe une constani€g telle que, pour toup € OU), |u(p)| = [{1, )| <
Ck supg |¢|. Nous écrirons alora € O'(U).

Nous notong = (zo, ..., z,) les coordonnées dari&+! et nous posons= (zp,z’) ol z' = (z1, ..., z,) € C". Si
(z, w) € C"*1 x €™, nous posongz, w) = 3 {_ozkwk = zowo + (2, w') et|z|> = (z,2) = |z0l? + ||

Nous noton®, = {z' e C": |z1] < 1, ..., |zx| < 1} le polydisque unité d€" etB, = {z’ € C": || < 1} la boule
unité deC".

Considérons un ouves? deC"+1 tel quew = £2 N {zo = 0} soit non vide. Nous notorig, ... T, lesn opérateurs

commutant entre eux deux a deux définis sur I'esggage) par 7 = a‘;k ou 3 9 = N
<0

Si ¢ € Clz1, ..., 2,] €st un polynéme de la forme(z) = ZaeN” gz =Y yenn a2yt 2", Alors (T) =
¢(T1, ..., T,) désigne l'opérateuy  , n» da Tl"1 T = Y wenm a T,

Définition 1.1 (voir [1,4]). Soit E un ensemble d€”". On dit queE estC-convexe si et seulement si 'intersection de
E avec toute droite complexe affine est connexe et simplement connexe.

On noteE* le dual deE défini parE* ={z € C": Yw € E, (z, w) # —1}.
Notre premier résultat principal est un calcul fonctionnel holomorphe dans I'esprit de celui introduit par Fantappié :

Théoreme 1.2.Nous avons les assertions suivantes

(i) Pourtoutf e O(w), toute > 0 et toutz € £2 suffisamment proche dg I'application s ;: ¢ € Clzy, ..., zx] —
[¢(T) f1(z) se prolonge de maniere unique en une fonctionnelle analytiqu&ssiP,, ). Nous notons toujours,
pour touty € O(ePy,), [o(T) f1(z) := nys(p). De plus, pour toutp € O(eP,) et tout f € O(w), nous avons
o(T) f € O(w).

(i) Pourg, ¢ € O(elPy), nous avons[(py)(T)]1f}(z2) = {o(T)[¥ (T) f1}(z)-

(i) Pour toute > 0, tout f € O(w), tout¢ € C" et toutz suffisamment proche dg nous pouvons définF;’z(g“) =

[W £1(2), et, pour toutp € O(¢B,), nous avons la formule de représentation suivante

[o(T) f]() =

/w(C)F =0)a(1¢13) A (33 (12 12))"
[¢|=¢

2ri)



298 S. Rigat/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006) 295-300

(iv) Side plusy est holomorphe dans un ouvértc C" et f est holomorphe dan8 x w ol w estC-convexe, alors
nous pouvons prolonges(T) f a I'ensembles qui est 'ensemble dese C*+1 tels quez’ € w et, pour tous
¢ € C"\ U, 'hyperplan complexe ayant pour vecteur nornial¢) dansC"*1 et passant pat rencontrew.

Remarque 1. Si nous notonsFuy.(¢) la transformée de Fantappie de la fonctionnelle analytigye, i.e
Furz(¢) = [ﬁf](z), alors

. _ 1 anil = 1 1
Ff,z@)_(n—l)!sz”[at"l( fﬂf’( >>L1'

Donc, pour calculep(T) f pour touty holomorphe au voisinage de 0 il suffit de calcufer r;(¢), i.e. il suffit de
trouver la solutior du probleme de Cauchy du premier ordre :

L L L
920 | 1oz "9z, 9z0

h(0,z") = f(0,2)).

Idée de la démonstration du Théoreme 1.2Soite > 0 etp € O(¢P,). On développe en série entiepgr) =
Y e Ga i danselP, avec les notations multiindicielles usuelles. Sgitune fonction holomorphe définie dans
un ouvertU contenaniw et contenu dans?. Des estimations de Cauchy élémentaires permettent de montrer que
Y e 4T f1(z) est convergente, ce qui nous donne le point (i).

Pour le point (ii), on remarque que c’est vraigsiet v sont des polyndmes. Un argument de densité permet de
conclure.

Poure > 0 etz € C" tel que|¢| = ¢, I'application & € C" — (¢2+ (£, 1))™" est un élément d&(¢B,) C
O(I]P’n) Donc Fy;(¢) a bien un sens. Grace au théoréme de Riesz, il existe une mesiamt le support est

inclus dansFP telle que

wpe@(%m), 1p () = / o (w) dv(w).

£
wezx/ﬁ]P’,1

Ecrivons la formule de Bochner (cas particulier de la formule de Cauchy—Fantappié—Leray (cf. [3]) :

9 2 53 2\n—1
/ ©) (1219) A (90]£17)

£
Y —1P,, = -
ve v (2— (L, w))"

1
2/n i)

I¢|=¢

insérons la dans la formule précédente et intervertissons les intégrales. Nous obtenons le point (iii).
Pour le point (iv), on note que

[o(D)]f() = f (O (w)o (¢, w)

14

oly ={(¢,w) eC" x C",w=—z/||? and |¢| = ¢} est un(2n — 1)-cycle dansA = {(¢,w) € C" x C",1 +
(¢, w) =0}, Y(w) = [W f(@) etog,w) =3 w;dg; A (g dw; A dzm—1 Siz=(z0,2) e C'*!
est fixé et satisfaitg # 0, 7’ € w, alorsyr est holomorphe dans un vmsmage%le— 2o Grace au Théoréme 3.1.7
d’Andersson—Passare—Sigurdsson [1] et en reprenant la terminologie employee dans ce théoréme, on a

[e(D)]f (@) = (o, ¥)

et on en déduit quép(T) f1(z) a un sens sp est holomorphe d::lr\(szz—('J - %a))* et donc si pour tout € C" \ U,
I'hyperplan complexe ayant pour vecteur norrtl; ) dansC"+1 et passant par rencontren. O
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2. Application aux problémes de Cauchy complexes

Soit £2 un ouvertC-convexe deC"t1. Pourz € C"*1, on notez = (2o, ..., z,) = (z0, 7)) € C x C". On notew
'ensembles2 N {zo = 0}.

Soit P € C[z0, 21, - .., zx] Un polynéme de degré: > 2. Nous disons qu’un hyperplan complegee C"+1,
(¢,z) = p} ol ¢ e C"L et p e C est caractéristique si et seulementPsi(¢) = 0 ou P, désigne la partie homo-
géene deP de degrén.

On considére le probléme de Cauchy suivant :

ad
P<8_z>f:g’
f(ov Z/) = hO(Z/)v VZ/ cEw,

mlf

—70,2) =hp-1(z), View

BZO
et nous supposons que I'hyperplag = 0} est non caractéristique.

On peut supposer que est homogene.

Si nous considérons lesopérateursly, ..., T,, alors si on applique I’opératetiir/aza1 m fois & I'équation au
dérivées partielle® (3/9z) f = g et en utilisant les donnees de Cauchy, on obtient fjest une solution si et seule-
mentsiP(1,T) f = g ou si et seulement §i(z) = [P(l 7718(2), ou g peut-étre calculée explicitement en fonctipn
et desh;. Le théoréme et la remarque nous donnent donc le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.Si 2 estC-convexe, la solutiorf est donnée par une formule de représentation intégrale explicite et
est holomorphe dans I'ensemlajeensemble dese 2 tels que tout hyperplan complexe caractéristique passant par
z rencontrew.

Le résultat d’extension a été prouvé par Kiselnsaiicf. [6]) dans le cas o2 est convexe. Urhigoréme similaire
a été obtenu par Sternin et Shatalov (cf. Théoreme 5.13 de [8]).

Idée de la démonstration. Le théoréme est évident 8i < 1. Supposons donc que > 2. Grace au principe de
Duhamel (cf. [5]), on peut supposer qge= ho=--- = h;,—2 = 0. Notonsh = h,,_1. Si on sulit la preuve du point
(iv) du théoréme précédent, il suffit de prouver que

w(w)—[ ! “ i h(z’)}
LA+, Ty Jlm =l

est holomorphe dans un vmsmage@e— Oa) indépendamment du fait quée w. On peut montrer qu’on peut se
ramener au cas > m. Utilisant la remarque et la formule de Leibniz, nous avons

(ZO —u) m—2 8n71
n—-11) m—21 [am1
0

20
[ @o—wm 2wt b et (n—m)
~ ) (m-2) ((n_l)zH(”)) d”—(( —1)'H(u)>u=m

Y(w) = (" — twu))] u

=1

ol H(u) = h(z' — wu). Donc, ¢ est holomorphe dans un voisinage Zé(e— =w indépendamment du fait que
7ew. O

3. Problémes de Cauchy complexes avec données sur des hypersurfaces analytiques complexes non singuliéres

Dans cette sectiorn? est un ouvert deC”, P est un polynbme homogeéne de degré> 2. On considére une
hypersurface analytique compleXedéfinie parV = {z € £2, z1 = ¥ (z)} ou s est holomorphe dans= {z' € C" 1,
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W (Z),7) € 2}.Sige O(V) etho, ..., hy_1 € O(V) sont des fonctions holomorphes dans un voisinageé deus
voulons trouverf € O(V) telle que

a
()=

am—lf
f=ho,..., —7 =h,_1 SUrv.
oz
On peut supposer qugy = --- = h;y—1 = 0.
Si on introduit comme auparavant les opératéyigg; 1+ = fél(z,) et les opérateurg;, = 8/8z[la/az;<, pourk =

2,...,n, si on appliquen fois I'opérateurd/dz1~* & I'équation aux dérivées partielles et si on utilise le fait que les
opérateurs; commutent entre eux deux a deux sur I'espace des fonctions holomorphes au voisinageltis

surV alors on obtient un calcul fonctionnel analogue pour ces opérateurs ainsi qu’une formule de représentation ¢
la solution f tout aussi analogue.
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