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Résumé

On établit quelques propriétés des covariances des spins dans le cas du modéle de Sherrington—Kirkpatrick avec champ exter
et 'on montre un théoréme limite les concernant, pour lequel la loi limite est non gausdReaneiter cet article: A. Hanen,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

A limit theorem for spin covariances in the Sherrington—Kirkpatrick model with an external field. We give some properties
of spin covariances in the case of the Sherrington—Kirkpatrick model with an external field; a non Gaussian limit theorem for those
covariances is provedo cite thisarticle: A. Hanen, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

1. Introduction

Talagrand, dans le chapitre 2 de son livre [2], a étudié, a la suite du travail [1] de Sherrington et Kirkpatrick, le
modeéle suivant :

SoientN un entier positif8 eth € R, (g;, j)1<i<j un ensemble de variables i.i.d. gaussiennes standards, définis-
sant le désordre du modele. Soit= (ai)jﬁz’lv e{-1+1V def Xy ; o; estappelé le spin au sitele la configuration .
Considérons I'hamiltonien du modéle S.K. avec champ exterine. la quantité :

_HN(CT,,B,/’L)Z% Z 8i,j0i0; +h<26i>.

1<i<j<N i<N
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La probabilité sut¥y, notéeG y (B, h) ou Gy, associée a la fonction de poids éxHy (o)), o € Xy, est la mesure
de Gibbs du modeéley étant une fonction numérique définie stif,, I'intégrale def relative a la probabilité produit
GY" est notéd f), l'espérance de cette intégralef).

Soientu etv e RY, R(u,v) = % Zﬁzl’v uiv;; R(ol,02) est le recouvrement des configurations (ou répliques)
oleto?e Xy. Soity;, ; la covariance, pour la mesure de Gilibg, des sping; eto; aux sites et j. Son compor-
tement est fortement lié a celui des recouvrements et I'on sait que le moment d’ordt:éﬁ;dg a, sip < Bo, une
limite (connue) siN — +oo (voir [2], Corollaire 2.6.2). Comme pour les recouvrements, nous allons nous intéresser
aux moments d’'ordre entigr quelconque de cette variable.

Soitz une variable gaussienne standard, indépendante du déspiddijt les objets suivants :

Y =BJqzz+h, avec (voir [2] (2.148)E (th*(Y)) =q2; U=1—1th*Y); C= ___F (1)

J1-B2EU?)

Nous montrerons le

Théoreme 1.1.Si B < Bo, pour tout entierp, le moment d’ordrep de\/ﬁy,;j converge, siV — +o0, vers celui de
la variable CzU1U>, avecUs et U i.i.d., de loi celle deU, et indépendants de

Remarque 1.Contrairement aux recouvrements (voir [2] Section 2.7), la loi limite n’est pas gaussienne.
2. Notations et outils préliminaires

Dans [2] Section 2.4, est introduite une famille continue d’hamiltonieRsy ;, ¢ € [0, 1], avec—Hy 1 = —Hy,
induisant des mesures de Gib8g, , et des intégrale$f), d’espérances;(f) dérivables err (voir [2] Proposi-
tion 2.4.5).— Hy, dépend du désordre associé Ay et d’'une variable gaussienne standagli lui est orthogonale,
induisant par les relations (1) une varialile

Nous devrons dans la suite, pour évaluer certaify, utiliser un développement de Taylor d€ 1) pourz =1
ent =0 aunordrd > 1 et donc calculer les dérivées d’ordre 1 dev,(f). Introduisons les notations suivantes :

B C N, de cardinal notéB|, indexant des répliqués”),c, " = oy, €8 = [1,cp€’ J ={r, s} (r <s)undoublet
d’entiers, indexant les répliques eto®, Ry = R(¢", %) — ¢ d:EfR] +¢e’/N.

Soit O(k) ([2] (2.99)) une quantité qui est un(®@—*/2), uniforme enB pour g < fo. Alors R; et R vérifient les
inégalités exponentielleg R?) = O(2) = v((R;)?) ([2] (2.237) et (2.242)).

Désignant dorénavant pat, b] un intervalle deN, on montre alors, par recurrence sur I'ordre de dérivatj@m
utilisant pour la derniére partie les inégalités de Holder, le théoréme suivant ;

Théoreme 2.1. Soit f une fonction numérique derépliques et un entier> 1. SoitJ’' = (J1, J2, ..., J;) une suite
del doublets de l'intervalldl, n + 2/].

(@) Ona: ]'[j:llefi =eB'  oUB =J1 A--- A J; estladifférence symétrique de ces doublets.
(b) Posons:;, = ]'[i’l R;, Ty = ﬂzv,(feB/h;,). Alors v,(l)(f) est une combinaison linéaire de tous &g, a co-
efficientsc; valantl1 pour les suiteg/’ telles que, pour tout=1,...,1, J; C [1,n].

© v (f) =0V (f?).

Remarque 2.0n sait queoy dzefe, le spin au siteV d’ une configuratiorw, vérifie (¢)o = th(Y) et sousG y o est

indépendant des spins at¥x— 1 premiers sites, qui ont alors pour loi la mesure de Gibb&sur; Gy_1(8 NT*l h)
(mesure induisant des intégrales notégs d’espérances_(-)). Il en résulte que si la fonction derépliquesf =
f~ho, ou f~ dépend seulement des spins de ces réplique®auxX premiers sites éty de leurs spins au sit¥, on
obtient successivement pour de té¢lées relations :

(flo={(f")olho)o=(f")-(ho)o, vo(f) = vo(f vo(ho) = v—(f)vo(ho). )
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Lorsquer = 0, on a aussi
Iy= ﬂZVO(hOGB/)”—(f_h;/) et (hOGB/)o = <h0€§>0(€c>0’ ©)
siBE B N[ nl, c ¥ B N[Lnl, 1B <IB|<2

3. Expression des moments d’ordrep de la covariance : premiéres études

Soit (o1, 62) € Z¥? un couple de répliques; = o1 — o2 leur différenceé = ! — €2 = o} — 6. On peut

introduire la covariance « symétrisée »

~ def/. ~

Vij = (6i6)) = 2yi.;. (4)
Soit (6)/= € Z9% 6" =621 _ % 5P =[[/=05r, &% =557, On ay’; = (57 ]@’p) par le théoréeme de
Fubini. Par symétrie de sites, on obtient :

Théoreme 3.1 E(77)) = E(7{ ) = v(€®P f~) avecf~ = a2

Le moment d’ordrep de la covariance symétrisée a donc la fonnikg f ), avechg =é®?, n=2p, f~ = of”’.
Remarquons que, en appliquant les relations (2), og(&? f~) = 0 pour toutf —, car (€®?)y = 0. Ceci conduit
a tenter d'utiliser un développement de Taylor et donc a étudier les demgée@l’f ), tout d’abord pour toute

fonction £~ de 2p répliques, puis pouf ™ = &1@”. Leurs propriétés sont régies par le lemme de nature combinatoire
suivant :

Lemme 3.2. SoitC la classe des parties dil, 2p] de cardinal p, ayant un seul élément dans chaque doublet
{2r — 1, 2r} de l'intervalle[1, 2p]. SoitB C [1,2p], r(B) =), .5(x + 1), U définie par(1). On a:

(~®pe ) 0 SIE%C,
07 (—®yr siBec.

Corollaire 3.3. Si2/ < p,onav’ @& f~)=0

La démonstration repose sur les relations (3) et (2) agee é®?, n = 2p. Dans ce casyJ/, B ¢C.
Soitg un entier,7, une partition non ordonnée d&, 2¢] eng doublets{r;, s;} (on compte en touE (%) telles

partitions), 774 o la partition «canonique» eq doublets{2i — 1,2i}. Soit R; = ]‘[ﬁjR(&”,&si) (resp.R. =
. q
‘=9 R—(6"7,5%)). En utilisant la seconde égalité du Lemme 3.2, on parvient & montrer le résultat suivant :
i=1

Corollaire 3.4. Soitg un entier positif.

U(()q) (f—g®2q)

T =FUEWH) Y v (fRy) (5)
= BHE(P)E(U™)v-(677R, ) sifT =67, (6)

En étudiant, pour2> p, les termes_(f~h ) de la relation (3), on parvient au résultat suivant :
Corollaire 3.5. Si2 > p, UO)(€®Pf )=0(p+1) lorsquef~ = afb”.

Par un développement de Taylor a I’ordreievl(é‘z"’&f”) ent =0, on obtient :
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Théoréme 3.6.Le moment d’ordre de la covariance symétrisée est donné par les relations
E/)=0(p+1) sipestimpair (7)
= BHE(H)E(U)v- (67 R, ) +02q+1) sip=2. 8)

Ce théoréme résoud le casmpair et conduit, dans le cas= 2¢, a I'évaluation de la quantité_ (o®2qR ),

e

qui n’est autre que le moment d’ordgede la vanable(al o; 2R=(51,62))_

4. Une application d'un T.C.L. sur les recouvrements

On montre que les variablég— et W def( 2R(0 &2)) ontla méme évaluation asymptothue de leurs moments

d'ordre ¢ ; I'on a, par symétrie des siteg(W?) = v(E®% [T ~I(R(5%1,62%) 4 e 5 £ -¢7)). En développant ce
produit, puis en utilisant une variante du Corollaire 3.4, on obtlent

Lemme 4.1.Soient’ =q —k, Sox = _; , v—(R. .R. ).Onalarelation:
k/

T/ Ty o
ZC"( ) BN So E(UX) + 0(2q + 1). 9)

On montre que 'évaluation d& , se ramene a celle de chaque quantit®; , R ). On peutexprimer; , Ry,

comme somme de produits de puissances entiéres de termes di typeR (o' — b, o' — b), avech; = (o;) (Voir
[2] relation (2.265)), et I'on dispose d’évaluations asymptotiques précises ([2] Théoreme 2.7.1) de l'intégrale pour
de tels produits. On obtient finalement, grace a ces évaluations et a 'Eq. (9) le résultat suivant :

Théoreme 4.20n a:
4

q
E(W!) =EU%)| ————— 02 +1).
(W) = £( )(N(l—ﬂzE(Uz))) ToGED
Théoreme 4.3Le moment d'ordr@q de la covariance des spins aux sifest j vaut:
Y A
V1-B2EWU?)

La démonstration repose sur la relation (4), le Théoréme 3.1, la relation (8) et le Théoréme 4.2.
On déduit aisément de ce théoréme et des Eqgs. (7) et (8) le Théoreme 1.1.

1 ~
E(Vlz;]) = WE(CzUle)z" +0(2g+1) ouC=
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