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Résumé

On établit quelques propriétés des covariances des spins dans le cas du modèle de Sherrington–Kirkpatrick avec cha
et l’on montre un théorème limite les concernant, pour lequel la loi limite est non gaussienne.Pour citer cet article : A. Hanen,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A limit theorem for spin covariances in the Sherrington–Kirkpatrick model with an external field. We give some propertie
of spin covariances in the case of the Sherrington–Kirkpatrick model with an external field; a non Gaussian limit theorem
covariances is proved.To cite this article: A. Hanen, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Talagrand, dans le chapitre 2 de son livre [2], a étudié, à la suite du travail [1] de Sherrington et Kirkpat
modèle suivant :

SoientN un entier positif,β eth ∈ R+, (gi,j )1�i<j un ensemble de variables i.i.d. gaussiennes standards, d

sant le désordre du modèle. Soitσ = (σi)
i=N
i=1 ∈ {−1,+1}N def= ΣN ; σi est appelé le spin au sitei de la configurationσ .

Considérons l’hamiltonien du modèle S.K. avec champ externeh, i.e. la quantité :

−HN(σ,β,h) = β√
N

∑
1�i<j�N

gi,j σiσj + h

( ∑
i�N

σi

)
.
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La probabilité surΣN , notéeGN(β,h) ouGN , associée à la fonction de poids exp(−HN(σ)), σ ∈ ΣN , est la mesure
de Gibbs du modèle ;f étant une fonction numérique définie surΣn

N , l’intégrale def relative à la probabilité produ
G⊗n

N est notée〈f 〉, l’espérance de cette intégraleν(f ).

Soientu et v ∈ RN , R(u, v) = 1
N

∑i=N
i=1 uivi ; R(σ 1, σ 2) est le recouvrement des configurations (ou répliqu

σ 1 etσ 2 ∈ ΣN . Soitγi,j la covariance, pour la mesure de GibbsGN , des spinsσi etσj aux sitesi et j . Son compor-
tement est fortement lié à celui des recouvrements et l’on sait que le moment d’ordre 2 de

√
Nγi,j a, siβ � β0, une

limite (connue) siN → +∞ (voir [2], Corollaire 2.6.2). Comme pour les recouvrements, nous allons nous inté
aux moments d’ordre entierp quelconque de cette variable.

Soit z une variable gaussienne standard, indépendante du désordre ;z induit les objets suivants :

Y = β
√

q2 z + h, avec (voir [2] (2.148))E
(
th2(Y )

) = q2; U = 1− th2(Y ); C = β√
1− β2E(U2)

. (1)

Nous montrerons le

Théorème 1.1.Si β � β0, pour tout entierp, le moment d’ordrep de
√

N γi,j converge, siN → +∞, vers celui de
la variableCzU1U2, avecU1 etU2 i.i.d., de loi celle deU , et indépendants dez.

Remarque 1.Contrairement aux recouvrements (voir [2] Section 2.7), la loi limite n’est pas gaussienne.

2. Notations et outils préliminaires

Dans [2] Section 2.4, est introduite une famille continue d’hamiltoniens−HN,t , t ∈ [0,1], avec−HN,1 = −HN ,
induisant des mesures de GibbsGN,t et des intégrales〈f 〉t d’espérancesνt (f ) dérivables ent (voir [2] Proposi-
tion 2.4.5).−HN,t dépend du désordre associé à−HN et d’une variable gaussienne standardz qui lui est orthogonale
induisant par les relations (1) une variableY .

Nous devrons dans la suite, pour évaluer certainsν(f ), utiliser un développement de Taylor deνt (f ) pour t = 1
en t = 0 à un ordrel > 1 et donc calculer les dérivées d’ordrel > 1 deνt (f ). Introduisons les notations suivantes

B ⊂ N, de cardinal noté|B|, indexant des répliques(σ r)r∈B , εr = σ r
N , εB = ∏

r∈B εr , J = {r, s} (r < s) un doublet

d’entiers, indexant les répliquesσ r etσ s , ṘJ = R(σ r, σ s) − q2
def= Ṙ−

J + εJ /N .
Soit O(k) ([2] (2.99)) une quantité qui est un O(N−k/2), uniforme enβ pourβ � β0. Alors ṘJ et Ṙ−

J vérifient les
inégalités exponentiellesν(Ṙ2l

J ) = O(2l) = ν((Ṙ−
J )2l ) ([2] (2.237) et (2.242)).

Désignant dorénavant par[a, b] un intervalle deN, on montre alors, par recurrence sur l’ordre de dérivationl, en
utilisant pour la dernière partie les inégalités de Hölder, le théorème suivant :

Théorème 2.1. Soitf une fonction numérique den répliques etl un entier� 1. SoitJ ′ = (J1, J2, . . . , Jl) une suite
de l doublets de l’intervalle[1, n + 2l].

(a) On a:
∏i=l

i=1 εJi = εB ′
, oùB ′ = J1 
 · · · 
 Jl est la différence symétrique de ces doublets.

(b) Posonsh−
J ′ = ∏i=l

i=1 Ṙ−
Ji

, TJ ′ = β2lνt (f εB ′
h−

J ′). Alors ν
(l)
t (f ) est une combinaison linéaire de tous lesTJ ′ , à co-

efficientscJ ′ valant1 pour les suitesJ ′ telles que, pour touti = 1, . . . , l, Ji ⊂ [1, n].
(c) ν

(l)
t (f ) = O(l)

√
ν(f 2).

Remarque 2.On sait queσN
def= ε, le spin au siteN d’ une configurationσ , vérifie 〈ε〉0 = th(Y ) et sousGN,0 est

indépendant des spins auxN −1 premiers sites, qui ont alors pour loi la mesure de Gibbs surΣN−1 GN−1(β

√
N−1
N

,h)

(mesure induisant des intégrales notées〈·〉− d’espérancesν−(·)). Il en résulte que si la fonction den répliquesf =
f −h0, oùf − dépend seulement des spins de ces répliques auxN − 1 premiers sites eth0 de leurs spins au siteN , on
obtient successivement pour de telsf les relations :

〈f 〉0 = 〈f −〉0〈h0〉0 = 〈f −〉−〈h0〉0, ν0(f ) = ν0(f
−)ν0(h0) = ν−(f −)ν0(h0). (2)
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toire

blet
Lorsquet = 0, on a aussi

TJ ′ = β2lν0
(
h0ε

B ′)
ν−

(
f −h−

J ′
)

et
〈
h0ε

B ′ 〉
0 = 〈

h0ε
B̂
〉
0

〈
εC

〉
0, (3)

si B̂
def= B ′ ∩ [1, n], C

def= B ′ ∩ [1, n]c, |B̂| � |B ′| � 2l.

3. Expression des moments d’ordrep de la covariance : premières études

Soit (σ 1, σ 2) ∈ Σ⊗2
N un couple de répliques,̃σ = σ 1 − σ 2 leur différence,ε̃ = ε1 − ε2 = σ 1

N − σ 2
N . On peut

introduire la covariance « symétrisée »

γ̃i,j
def= 〈

σ̃i σ̃j

〉 = 2γi,j . (4)

Soit (σ l)
l=2p

l=1 ∈ Σ
⊗2p
N , σ̃ r = σ 2r−1 − σ 2r , σ̃

⊗p
i = ∏r=p

r=1 σ̃ r
i , ε̃⊗p = σ̃

⊗p
N . On aγ̃

p
i,j = 〈σ̃⊗p

i σ̃
⊗p
j 〉, par le théorème d

Fubini. Par symétrie de sites, on obtient :

Théorème 3.1.E(γ̃
p
i,j ) = E(γ̃

p

1,N ) = ν(ε̃⊗pf −) avecf − = σ̃
⊗p

1 .

Le moment d’ordrep de la covariance symétrisée a donc la formeν(h0f
−), avech0 = ε̃⊗p, n = 2p, f − = σ̃

⊗p

1 .
Remarquons que, en appliquant les relations (2), on aν0(ε̃

⊗pf −) = 0 pour toutf −, car 〈ε̃⊗p〉0 = 0. Ceci conduit
à tenter d’utiliser un développement de Taylor et donc à étudier les dérivéesν

(l)
0 (ε̃⊗pf −), tout d’abord pour toute

fonctionf − de 2p répliques, puis pourf − = σ̃
⊗p

1 . Leurs propriétés sont régies par le lemme de nature combina
suivant :

Lemme 3.2. Soit C la classe des parties de[1,2p] de cardinalp, ayant un seul élément dans chaque dou
{2r − 1,2r} de l’intervalle[1,2p]. SoitB̂ ⊂ [1,2p], r(B̂) = ∑

x∈B̂ (x + 1), U définie par(1). On a:〈
ε̃⊗pεB̂

〉
0 =

{
0 si B̂ /∈ C,
(−1)r(B̂)Up si B̂ ∈ C.

Corollaire 3.3. Si 2l < p, on aν
(l)
0 (ε̃⊗pf −) = 0.

La démonstration repose sur les relations (3) et (2) avech0 = ε̃⊗p, n = 2p. Dans ce cas,∀J ′, B̂ /∈ C.
Soit q un entier,π̂q une partition non ordonnée de[1,2q] enq doublets{ri , si} (on compte en toutE(z2q) telles

partitions), π̂q,0 la partition « canonique » enq doublets{2i − 1,2i}. Soit Rπ̂q
= ∏i=q

i=1 R(σ̃ ri , σ̃ si ) (resp.R−
π̂q

=∏i=q

i=1 R−(σ̃ ri , σ̃ si )). En utilisant la seconde égalité du Lemme 3.2, on parvient à montrer le résultat suivant :

Corollaire 3.4. Soitq un entier positif.

ν
(q)

0 (f −ε̃⊗2q)

q! = β2qE
(
U2q

)∑
π̂q

ν−
(
f −R−

π̂q

)
(5)

= β2qE
(
z2q

)
E

(
U2q

)
ν−

(
σ̃

⊗2q

1 R−
π̂q,0

)
si f − = σ̃

⊗2q

1 . (6)

En étudiant, pour 2l > p, les termesν−(f −h−
J ′) de la relation (3), on parvient au résultat suivant :

Corollaire 3.5. Si 2l > p, ν
(l)
0 (ε̃⊗pf −) = O(p + 1) lorsquef − = σ̃

⊗p

1 .

Par un développement de Taylor à l’ordrep deν1(ε̃
⊗pσ̃

⊗p
) en t = 0, on obtient :
1
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Théorème 3.6.Le moment d’ordrep de la covariance symétrisée est donné par les relations:

E(γ̃
p
i,j ) = O(p + 1) si p est impair, (7)

= β2qE
(
z2q

)
E

(
U2q

)
ν−

(
σ̃

⊗2q

1 R−
π̂q,0

) + O(2q + 1) si p = 2q. (8)

Ce théorème résoud le casp impair et conduit, dans le casp = 2q, à l’évaluation de la quantitéν−(σ̃
⊗2q

1 R−
π̂q,0

),

qui n’est autre que le moment d’ordreq de la variable〈σ̃ 1
1 σ̃ 2

1R−(σ̃ 1, σ̃ 2)〉− def= W−.

4. Une application d’un T.C.L. sur les recouvrements

On montre que les variablesW− etW
def= 〈σ̃ 1

1 σ̃ 2
1 R(σ̃ 1, σ̃ 2)〉 ont la même évaluation asymptotique de leurs mom

d’ordre q ; l’on a, par symétrie des sites,E(Wq) = ν(ε̃⊗2q
∏i=q

i=1(R−(σ̃ 2i−1, σ̃ 2i ) + ε̃2i−1ε̃2i

N
)). En développant c

produit, puis en utilisant une variante du Corollaire 3.4, on obtient :

Lemme 4.1.Soientk′ = q − k, S0,k = ∑
π̂k′ ν−(R−

π̂k′,0
.R−

π̂k′ ). On a la relation:

E
(
Wq

) =
k=q∑
k=0

Ck
q

(
4

N

)k

β2(q−k)S0,kE
(
U2q

) + O(2q + 1). (9)

On montre que l’évaluation deS0,k se ramène à celle de chaque quantitéν(Rπ̂k′,0Rπ̂k′ ). On peut exprimerRπ̂k′,0Rπ̂k′
comme somme de produits de puissances entières de termes du typeTl,l′ = R(σ l − b,σ l′ − b), avecbi = 〈σi〉 (voir
[2] relation (2.265)), et l’on dispose d’évaluations asymptotiques précises ([2] Théorème 2.7.1) de l’intégraleν

de tels produits. On obtient finalement, grâce à ces évaluations et à l’Éq. (9) le résultat suivant :

Théorème 4.2.On a :

E
(
Wq

) = E
(
U2q

)( 4

N(1− β2E(U2))

)q

+ O(2q + 1).

Théorème 4.3.Le moment d’ordre2q de la covariance des spins aux sitesi et j vaut :

E
(
γ

2q
i,j

) = 1

Nq
E(CzU1U2)

2q + O(2q + 1) oùC = β√
1− β2E(U2)

.

La démonstration repose sur la relation (4), le Théorème 3.1, la relation (8) et le Théorème 4.2.
On déduit aisément de ce théorème et des Éqs. (7) et (8) le Théorème 1.1.
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