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Résumé

On démontre que la dimension de Hochschild des algéigraduées connexes sur un corps commutatif est égale a la dimension
projective du module trivial, et aussi a la dimension globale. Le fait que la dimension projective du module trivial coincide avec la
dimension globale est bien connu et fondamental dans la théorie, mais la preuve donnée ici consistant a passer aux bimodules re
le résultat plus naturePour citer cet article: R. Berger, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Hochschild dimension for graded algebraslt is a basic fact that the global dimension of a connedtedgraded algebra
coincides with the projective dimension of the trivial module. This result is recovered by proving that the Hochschild dimension
is equal to the projective dimension of the trivial module. Thus the result becomes more natural with bimodules entering into the
picture.To citethisarticle: R. Berger, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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1. Introduction

La géomeétrie projective non commutative a donné une nouvelle impulsion a I'étude des algebres graduées [17], €
de nouvelles classes d'algébres graduées sont apparues : algébres AS-régulieres [1,2], algébres de Sklyanin [16,18],
gebresV-Koszul homogénes [3,4,6]. Les algébres de Sklyanin ont été aussi interprétées comme des 3-sphéres en gé
métrie différentielle non commutative [12,13]. D’autre part, les algébres liées a I'équation de Yang—Mills ont fourni de
nouveaux exemples d’algebrdsKoszul homogenes [10,11]. Des versions filtrées des algébres graduées considérées
sont maintenant envisagées, puisqu’une version non homogene de la priypKétzul vient d'étre proposée grace
a un théoreme PBW [5,14], incluant en particulier une généralisation des algebres de réflexions symplectiques [5].

2. Rappels sur les algébre®-graduées connexes [7,8,15]

Dans tout cet articlek est un corps commutatif et est unek-algébre associative uniféfé-graduéeconnexela
graduation deA est notéed,,, n > 0. Dire queA est connexe signifie quéy = k. La projection naturelld — k fait
dek un A-module a gauche (respectivement a droite) qui sera parfoisyadi@spectivement,).
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On noterad-grMod la catégorie ded-modules a gauch® qui sontZ-gradués. Les morphismes de cette catégorie
sont les applicationd-linéaires graduédsomogenes de degfé La graduation dé/ sera notéé,,, n € Z. Pour tout
| € Z,le décalage/(l) de M estle moduleM gradué paM (1), = M, ;. Un module gradud/ est ditlibre-gradués’il
aune base formé d'éléments homogenes ou, de facon équivalente, s'il estisomorphe a une somr@g; djracig).
Les A-modules libres-gradués sont exactementdes;, E, ou E décrit les objets dé-grMod.

On souhaite approcher les objetsAlgrMod par les projectifs de cette catégorie. Notons que st un objet de
A-grMod, P est projectif dansi-grMod si et seulement g est projectif dansti-Mod. La meilleure approximation
sera réalisée par les morphismes surjeetsfsentiels

Définition 2.1.

(1) Soit f: M — M’ un morphisme dei-grMod, surjectif. On dit quef estessentieki la restriction def a un
sous-objet strict dé/ n’est jamais surjective.

(2) SoitM un objet deA-grMod. Unecouverture projectivele M est un couplg P, f) pour lequelP est un objet
projectif deA-grMod et f : P — M est un morphisme surjectif essentiel.

Si elle existe, une couverture projective est unique a isomorphisme pres. Le premier résultat de la théorie est I'exi:
tence des couvertures projectives pour les modules bornés inférieurement. Un Moektlditborné inférieurement
s'il existen € Z vérifiant M,, = 0 des quen < n.

Théoréme 2.2.SoitM un objet deA-grMod, borné inférieurement. Alor& posséede une couverture projective. Toute
couverture projectivéP, 1) de M est telle queP est libre-gradué et borné inférieurement.

Proposition 2.3. SoientM, P des objets dei-grMod, P projectif, P et M bornés inférieurement. Sojt: P - M
un morphisme del-grMod, surjectif. Alorsf est une couverture projective si et seulemekesif) C Z.P, ou l'on
a posérl = @n>1An-

Soit M un objet deA-grMod, borné inférieuremenD’aprés le Théoreme 2.2/ a une résolution projective dans
A-grMod

d; d d,
s PP s — PS5 Py M —0, (1)

qui estminimale c’'est-a-dire que chague morphisme surje&tif—> im(d;) est essentiel. Nous noterons farou
P — M) larésolution (1). Toute résolution projective minimaleMesst isomorphe @, et toute résolution projective
de M dansA-grMod contient une copie de comme facteur direct. De la Proposition 2.3, on tire :

Proposition 2.4. Soit M dans A-grMod borné inférieurement. Sof® — M une résolution projective d&f dans
A-grMod, formée de modules bornés inférieurement. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) P est minimale,
(i) im(d;+1) CZ.P; pourtouti > 0 (oUd;+1: Pi+1 — P; désigne la différentielle d®),
(iii) le complexé ® 4 P est a différentielle nulle.

SiP est minimale, alors d’apres (iii), 'espace vectoriel gradué“]hrM) estisomorphe A® 4 P;, etle A-module
graduépP; estisomorphe & ®; (Tor;4 (k, M)).

3. Dimension projective et dimension globale

Soit M un objet deA-grMod. Ladimension projective pd/) de M est, par définition, I'entien (s'il existe) tel
gue M admette une résolution projective deMod de longueur:, mais aucune de longueur— 1. Si M n'a pas
de résolution projective de longueur finie, on pesiéM) = oo. On définitgr.pd(M) de maniere analogue, mais en
imposant aux résolutions projectives d'étre ddrgrMod. On apd(M) < gr.pd(M).
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Lemme 3.1.Soit M un objet deA-grMod, borné inférieurement, et soitun entier naturel. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) gr.pd(M) <n,
(i) pd(M) < n,
(iii) Tor?, ,(k, M) =0.

Les implications (i}= (ii) et (ii) = (iii) sont claires (méme sM n’est pas borné inférieurement). Supposons (iii).
Soit P une résolution projective minimale dég dansA-grMod. D’aprées la Proposition 2.4, on®.1 = 0. Donc
P; =0 pour touti >n + 1, d’ou (i). On en déduit :

Proposition 3.2. Soit M un objet deA-grMod, borné inférieurement. On a

pd(M) = gr.pd(M) = sup|i € NU {co}; Tor (k, M) # 0},
ol on a posdord (k, M) = 0. En particulier, pd M) est la longueur(peut-étre infini¢ d’'une résolution projective
minimale deM.

Par définition, la dimension globale gauche de 'annéaast

1.gl.dim(A) = sup{pd(M); M € A-Mod} € NU {oo}.
Quand on impose 3 d'étre dansA-grMod, cette quantité est notge/.gl. dim(A). On définit égalementgl. dim(A)
etgr.r.gl.dim(A). On apd(4k) < gr.l.gl.dim(A) < l.gl.dim(A).
Théoreme 3.3.0n al.gl. dim(A) = r.gl. dim(A) = pd(4k) = pd(k4).

Nous allons démontrer ce théoréme en passant aux bimodules (voir section suivante). Noter qu’il impliquera
gr.l.gl.dim(A) =1.gl.dim(A), idem a droite.

4. Dimension de Hochschild

On noteA°P la k-algébreopposéei A. L'algébreA¢ = A ®; AP est unek-algébreN-graduée connexe. Tout-A-
bimoduleM peut étre vu naturellement comme Afrmodule a gauche, et orpal(4 M 4) = pd(4 M). LorsqueM est
gradué borné inférieurement, ces quantités sont égales aux gr.pd correspondants d’aprées la Proposition 3.2. D’apr
le «pd lemma» [19], on a

pd(4A4) =sup{i € NU {oo}; il existe un bimoduleV tel que Ext. (A, M) # 0},

avec la convention EXt (A, M) =0.
Définition 4.1. pd(4A,) s'appelle la dimension de Hochschild de

Cette terminologie vient du fait que Ex(A, M) s'identifie aui-iéme espace deohomologie de Hochschilte A
a coefficients danaf. Elle a encore un sens gin’est pas graduée. On a le résultat classique suivant (Proposition 7.6,
Chapitre IX dans [9]).

Proposition 4.2.Pour toutek-algébre associative unifér, la dimension globale gauche ou droite deest< a la
dimension de Hochschild dé&.
On est maintenant en mesure de prouver le Théoréme 3.3. La suite d'inégalités
pd(4k) <1.gl.dim(A) < pd(4Aa),

montre qu'il suffit d'avoirpd(4 A 4) = pd(4k) pour conclure (par symétrie, on aye(4 A4) = pd(k4)). CommeA
est unA¢-module gradué borné inférieurement, il a une résolution projective minifalansA-grMod-A dont la
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différentielle sera notég. Considérons le complex@ = P ®4 k de A-grMod, dont la différentielle sera notée
CommeP; - Pp— A — 0 est exactQ1 — Qo — k — 0 est exact. Regardafit comme une résolution projective
de A dans ModA et la comparant avec I'application identité deon voit qu’il y a dans ModA deux morphismes de
résolutionsf : P — A etg: A — P (ou A est considéré comme un complexe concentré en degré 0), et une homotopie
s:P— Ptelsque b — gf =sd + ds. Clairement, $ = sd + ds en degré> 0. Appliqguant— ®4 k, on obtient
1o = (s ®4 k)8 + 8(s ®4 L) en degré> 0, ce qui implique queld est exact en degré 0. Ainsi, Q est une
résolution projective dgk dansA-grMod.

Commek®4 Q =k®4 P R4k et commeP est minimalek ® 4 Q est a différentielle nulle (Proposition 2.4) , donc
Q est minimale (Proposition 2.4). G est de la formed ®; E ®; A avecE espace vectoriel, don@; = A ®y E,
si bien queP; = 0 si et seulement s); = 0. Par suite, les résolutior® et Q ontla méme longueurUtilisant la
Proposition 3.2, on obtiemid(4A4) = pd(4k). On notera que I'on a aussi obtenu (voir [6] pour le cas homogéne
Koszul) :

Théoréme 4.3.Soit A une algébreN-graduée connexe sur un corps commutatifta dimension de Hochschild de
est égale a la dimension globale gauche ou droiteide
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