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Résumé

Nous caractérisons complétement et explicitement les relations de dépendance algébfigeetmivaleurs complexes de
séries de Hecke—Mabhler prises en des points algébriques du groupe multi@'ﬁ;aﬁﬁ. Notre résultat contient des résultats
antérieurs de Loxton et van der Poorten, Mahler, et MaBsar.citer cet article: F. Pellarin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340
(2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Algebraicindependence propertiesof valuesof Hecke-Mahler series. Here we characterize in a complete and explicit way
the relations of algebraic dependence d@eaf complex values of Hecke—Mahler series at algebraic points of the multiplicative
groqu%(C). Our result contains previous results of Loxton and van der Poorten, Mahler, and Massi¢e. this article:

F. Pellarin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let K be a real quadratic number field. In the following, we consiffeas a subfield ofR by means of a
chosen embedding. We also denotedbyK < R? the embedding given b («) = («, '), whereo’ denotes the
non-trivial Galois conjugate af. Let us consider an elemefiie K such that:

0<0<1 and 6 <-1 1)
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TheHecke—Mabhler series associateditds the power series:

oo [160]
>3
[=1h=1

where the square brackets denote the greatest integer part. This series converges and defines a transcenden
function f (u, v) in the domainD ¢ C2 whose elements are couples of complex numixers) such thatu| < 1
and|u||v|? < 1. Below, we will introduce a certain geometric conditiorseii-freenessn am-tuple

M=(uq,...,u,,) Wwithu; =, v) EG%(@)OD.

Theorem 0.1. The complex numberg(u1, v1), ..., f(un, v,) are algebraically independent ové€r if and only if
them-tuple M is semi-free.

We now introduce three ingredients and describe the condition of semi-freeness.

Algebraic action. Let us consider the exponential functidn C2 — G% defined by:
®(z,7) = (e(A2(z = 2)), e(A7V2071 - 0" 1)),

whereA is the discriminant of th&-moduleM = Z +6~1Z ande(r) = exp(2rit); the periods ofp lie in X (M).

Let S be the ring{8 € K; M C M}. The exponential functiok> determines an action o over G2,(C) as
follows. Letu = (u, v) be a point ofG%((C), let (z, z') € C2 be such tha® (z, z') = (u, v) and letg be an element
of S. Then, B acts on(u, v) by (u, v)? := ®(Bz, B’z’). This action is well defined and algebraic; indeed, if we
denote:

%ZA—l/Z(_GJ/-_l 9_—]i>’ B(ﬂ)z%.<g g{).%—l=<z i’)’ )

then, the matri3(B) has integral coefficients, and satisfiasv)? = (u*v”, u%v’).

We remark thatu, v) € Grzn((C) is a torsion point if and only if there exispse S\ {0} such thatu, v)? = (1, 1);
in other words, the set of torsion points(@ﬁ(@) is @ (X (K)). The domairD does not contain torsion points, so
that all the coordinates o¥1 are points of infinite order i@zm(C).

Equivalence relation. On the subset of points of infinite order ofz2,(C), we consider the relatiorr defined as
follows. If s, ¢ € I, we say that ~ ¢ if there existB, y € S not both zero, and a torsion pointe Gﬁn((C), such that

sV =¢1P.
Let M be anm-tuple of points of infinite order o@%(@). The relatiorr determines a partitio7;)x—1,....¢ Of
{1,...,m}byi~ jifandonlyif (u;, v;) ~ (u;,v;). Letk € {1,..., g}; there existy; € I such that for ali € J:

u; = (@), 3)

for someg; € K and somes; € S\ {0}.

Hecke’s geometric series.Let N be aZ-submodule of rank 2 oK', and letN* be the dual ofV for the trace. We
recall a variant of Hecke’s geometric series (see [1]):

Gn(®(z.2)) =G v)= > ewz+v7),

vEN*
v>0, 1 <0
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whereu, v, z, 7/ are related byp (z, z’) = (u, v). One checks that this series is well defined and convergés fo)
such thafu||v|? < 1 andju||v|? < 1. Fori € {1,...,m}, we also denote:

ouw=oya(o(:(3)))

Semi-freeness.We say thatM is semi-fredf for all k =1, ..., g, the seriexG; with i € J; areQ-linearly inde-
pendent.

The seriesG; clearly depend on the expressions (3) (the choice;0f. ., v, is not unique). However, it is
possible to check that the condition of semi-freeness only dependd ol is also possible to show that! is
semi-free if and only ifM does not belong to a certain discrete union of translated of proper subgrdGﬁtS(@I)
by torsion points, but we will not give a full description of this fact here.

1. Introduction

Théoréme 1.1. Les nombres complexgqu1, v1), ..., f (un, v,) sont algébriquement indépendants §uisi et
seulement si le:-uplet M est semi-librgsemi-freg.

Voici quelques conséquences que I'on peut déduire de notre résultat.

Corollaire 1.2. Soit H un sous-groupe algébrique connexe @%,((C) de dimensionl. Soientu; = (u;, v;)
(i =1,...,m) des éléments algébriques @g tels quelu;| < 1 et 0 < |u;||vi|® <1 pouri =1,...,m. Alors
f(uy), ..., f(u,) sont algébriquement indépendants §uisi et seulement 8i,, ..., u,, sont deux a deux dis-
tincts.

En considérant = G, (C) x {1}, on obtient un des théoremes principaux de Masser dans [5].

Corollaire 1.3. Soientu; = (u;,v;) (i =1,...,m) des éléments algébriques M(C) tels quelu;| < 1 et
0 < |ui||vil? <1pouri =1, ..., m. Supposons que, par rapport & I'action induite par la fonction exponentig|le
les éléments,, ..., u,, engendrent ur§-sous-module d@,zn((C) qui soit contenu dans ussous-module libre de
Gﬁq((C). Alors f(uq)., ..., f(u,) sont algébriguement indépendants §usi et seulement s_i',? # u; pour tout
1<i < j < m etpourtoute unitg deS.

Ce Corollaire 1.3 implique un raffinement d’'un théoréme de Loxton et van der Poorten dans [3], dans un cas
particulier.

Exemple d’application du théoréme. Soitu = (4, v) € D un couple de nombres algébriques non nuls. On vérifie
facilement que le quintuplétu, v), (u, —v), (—u, v), (—u, —v), (42, v%)) N'est pas semi-libre. En effet, la relation
suivante est satisfaite :

F,v) + £, —v) + f(—u,v) + f(—u, —v) = 4f @ v?).

D’autre part, on vérifie que le quadrupl@i, v), (u, —v), (—u, v), (—u, —v)) est semi-libre. Notre résultat im-
plique alors que les nombres complexés:, v), f (u, —v), f(—u, v), f(—u, —v) sont algébriguement indépen-
dants sufQ et cette propriété ne découle pas des résultats de [3] et [5].
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2. Esquisse de démonstration du théoreme

Nous esquissons ici seulement la preuve de I'implicatidrsemi-libre= f(u4). ..., f(u,,) algébriqguement
indépendants (la partie la plus difficile).

Dans toute la suitey, v, z, 7’ désignent des parameétres satisfaisamt2 (u, v) = ®(z,z’). SIN D M est un
sous-module d& de rang 2, nous posons :

fnw)y= Y e(z+V'2). (®)
veEN*
v>—1'>0
On vérifie quef = fu.
Grace aux hypothéses (1), on voit que si 1 est une unité ds telle quen’ > 0, alors

fu")y = f(u)— Ry(u), (6)

OUR,(u) = ZUETUQM* e(vz+v'Z)etTy={veK: 0<—v <v < —n2'} ; on vérifie de plus queR, est une
fonction rationnelle dan®(u« ). L'identité (6) est uneéquation fonctionnellgui joue un réle clé dans la démons-
tration de notre théoreme.

SoitB = (a; j)1<1 j<on € GL2,(Q) avecq; ; € Z pour touti, j, SOitT = (1, ..., 12,) € G%((C). Nous écrivons
BT :=TeC?, 00T = (f1, ..., 1) avecs; = I—[Z"_lt””

Supposons que la matrld% ait tous ses coefﬁuents 0 et qu’elle soitbonne(« good » ; suivant la définition
de [5] p. 209). Soien¥1(T), ..., ¥, (T) des fonctions de2variables complexes, analythues au voisinage de

I'origine, satisfaisant au systéme d’équations fonctionnelles :
Vi(BL)=¥;(T)+R;(T) pourl<j<m, )

OURy,..., R, sontdes fonctions rationnelles. Nous utiliserons le critere d'indépendance algébrique suivant (théo-
réme p. 399 de [3]).

Proposition 2.1. SoitA un élément d@ﬁ:’ (Q). S'il existe un corps de nombréscontenant tous les coefficients
des séries de Taylor éhde ¥, ..., ¥, R1, ..., Ry, si les coordonnées dé sont des nombres algébriques, si
limy_ o0 BX.A =0, si A satisfait & lapropriété A p.398de[3]), si pour touti, ¥; et R; sont définies et analytiques
dans un voisinage dé et sivy(T), ..., ¥, (T ) sont algébriquement indépendantes 8¢ ), alors les nombres
complexewi(A), ..., ¥, (A) sont algébriquement indépendants &ur

Etape (1). On choisitn = rangy(I") ot I" est le souss-module deG2,(C) engendré pad;, ..., u,,.
La proposition suivante nous permet de choisir les fonctibns. ., ¥,

Proposition 2.2. Il existe des éléments, ..., a, € G2,(Q) ND qui engendrent us-module libre de rang, des
élémentﬁﬁj =(Bj1,---.Bjn) €(S\{0H", une unitéy de K telle quen’ > 0 etnM = M et des éléments; € K,
satisfaisant aux conditions suivantes

1.Pourtouti =1,...,m,onad(X(na;)) = @ (X (x;)).

2.0nau = o ((@)a* - dh pouri=1,....m.

3.Les séries dén variables complexe#; (vy,...,v,) = f((p(z(a,))vﬂ’ L 2", j=1,...,m, définissent
des fonctions analytiques dans un voisinage ouvert non vide de I'origine, contenant Ig&p@@l, cedy).

Etape (2). Montrons que les fonctiongy, . .., ¥, satisfont & des équations fonctionnelles de la forme (7), Bvec
satisfaisant aux conditions demandées.
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On vérifie, en utilisant (1), que tous les coefficients de la matfieg sont des entiers positifs, que son dé-
terminant est 1 et qu’elle est bonne; ainsi, la matiice B(n) @ --- ® B(n) ayantn blocs égaux d3(n) sur la
diagonale, satisfait a toutes les conditions requises plus haut. De plus, oma=gug&().u dansGZ,(C), d’ol

V9= (u},...,u) =BV, avecV =(vy,....u,).

Tenant compte de la condition 1 de la Proposition 2.2, il est maintenant clair que I'équation fonctionnelle (6)
implique des équations fonctionnelles (7) et ¢usatisfait aux conditions requises.

Etape (3). Le lemme suivant est une conséquence du théoréme d’annulation de Masser [4] et implique que le
point A de la Proposition 2.2 satisfait a la propriété A.

Lemme 2.3. Le pointA satisfait a la propriété A si et seulementssi, ..., ¢, engendrent ur§-module libre de
rangn.

Etape (4). On vérifie directement que les séries de Taylor ede@x, ..., ¥, et Ry, ..., R, sont & coefficients
dans le corpgd. engendré par les coordonnées des points de to@s{d«1)), ..., D (X (an)).

On déduit de ce qui précéde et en appliquant la Proposition 2.1, gig si., ¥,, sont algébriquement in-
dépendantes su(V ), alors les nombres complexggu,), ..., f(u,,) sont algébriguement indépendants sur
Q. En effet, en utilisant les équations fonctionnelles (7), la condition 2 de la Proposition 2.2 et les définitions de
Uy,..., ¥, etA, on voit facilement que :

QUA(A), ..., ¥ (A)) =Q(f (). ..., flu,,)).

Etape (5). Pour terminer la démonstration du théoréme nous devons encore démontrer que les fénctions,
sont algébriqguement indépendantes@uV ) ; c’est ici que I'on utilise I'hypothese qué1 est semi-libre.

Supposons par I'absurde que les fonctigns. . ., ¥, soient algébriguement dépendantes@u¥ ). Suivant
Kubota [2], elles engendrent u-espace vectoriek tel que E/(E N C(V)) ait dimension< m ; nous devons
montrer queM n’est pas semi-libre.

Nous donnons une démonstration uniqguement dans le cas particulie=oll et ou les conjuguég’ des
Bi =B (i =1,...,m) déterminés par la Proposition 2.2 sont tous positifs; dans ce cas, la condition 3 de la
Proposition 2.2 nous dit qu&;(u) = f(cb(ai,alf)gﬁf) (i =1,...,m) est analytique au voisinage de l'origine.
Dans le cas générak (> 1, ou Iesﬂ;)j pas tous positifs), la démonstration est techniquement plus compliquée,
mais tout a fait de méme nature.

SiQ e E,alorsQ(u) = Q0(®(z,2) =) ey dve(vz+v'z’), pour des nombres complexés Nous associons
a Q 'ensembleX (Q) c ¥ (M*) dont les éléments sont les couplesy’) € R? tels qued, # 0 : nous appelons
cet ensemble lsupportde Q.

Lemme2.4. Soientcy, ..., ¢, des nombres complexes et posgns:) = ci¥a(u) + - - + ¥ (u). Les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) La fonctionQ(u ) est rationnelle.

(i) Il existee > 0 tel que pour touv € X (Q) on ait—v’ > €.

(iii) On alimi_ _s Q(u") =0.

(iv) Les sériesGy, ..., G,, définies dan§4) sontQ-linéairement dépendantes.&t n’'est pas semi-libre.

Démonstration. Remarquons d’abord, en utilisant 'identité (5), qu'il existe une constante 0, dépendant
uniquement de8s, ..., B, telle que pour toub € X (Q), on aitv > —rqv’ > 0 (par exemple, on peut prendre
ri=1sim=1et¥ = f).

Remarquons aussi que I'on peut généraliser la relation (6). En effét § \ {0} est tel queB > 0 etp’ > 0,
on vérifie que :

S Py = fgo1p(w) — Rp(u), ®)
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ou Rg est une fonction rationnelle da@ ) (si 8 = n, on retrouve la fonctioR,, que nous avons déja introduit) ;
comme pourR,, le support deRg satisfait a la propriété suivante.

Propriété (*). Il existe deux nombres réets, r3 > 0 dépendant de8, tels que siv € X (Rp), alorsv > —rpv" >
r3v > 0.

(i) = (ii). Supposons par I'absurde que pour teut 0, il existev € X' (Q) tel quee > —v’ > 0. Comme d’autre
part Q est rationnelle, il existe un polynédme non rRiltel que P Q = R est un polyndme. Ainsi, il existe deux
ensembles fini§; 1, Go C M* tels que :

( > prelya+ y/z’)> O(®(z.2))= Y rye(yz+y's). py.ry eC\ {0}

y€Ga 7€G2

Posonsyg = (max, <G, ¥')’. L'hypothése par I'absurde implique que pour teut- O il existe v, € X, :=
X (e(yoz + vp2) Q(@(z, 7)) tel queyy — e < v, < 4. De plus, sie est assez petit, ¢ Uyecl\{m} X,. Doncil
existeC > 0 tel quevy/, € X (G2) pour toutn > C, ce qui implique qué&s 2 est infini, d’'ou une contradiction.

(i) = (iii). Posons¢ . = ®(a; /i, j/B)). D'aprés (8) on aQ(u) = /Ly ¢ f((&,u)P) = X (u) — Y(u),
ouxX(u)=yr", Cifﬁi—lM(giZ), Y(u)=3"1"1ciRg (guw.la propriété (*) implique qu'’il existe deux nombres

réelsry, r5 > 0 tels que pour tout € X' (Y) on aitv > —rgv’ > rsv > 0; donc lim_, _ Y(g”k) = 0. L'équation
fonctionnelle (6) implique alors qQUE(u) := limy_, _ Q(g”k) =limy_ _ X(g"k) satisfait aZ(u") = Z(u),
donc l'application(x, y) = (nx, n’y) définit une bijection de&&'(Z).

L'hypothése (iii) implique, par passage a la limite> —oo, que X' (Z) = @. donc lim,_, Q(g’?k) =0.

(i) = (iv).Ona

k
lim ™y = "7y = .
Jim fwhy= ) ez ') =Gu(u)
veM*
v>0, V' <0
Ainsi, si (iii) est vérifié, alorssy, . .., G, sontC-linéairement dépendantes. Or, une relation de dépendance linéaire
sur C entre ces fonctions est en fait toujours une relation de dépendance linédibe sarvoit que c’est méme
toujours une relation d&-dépendance linéaire.
(iv) = (i). En raisonnant sur les supports et sur les séries de Fourier, on voit que, si., G, sont
Q-linéairement dépendantes, alors les fonctiqu,slM(gig) sont aussiQ-linéairement dépendantes £

1,...,m). D'apres (8),) 7" c;¥i(u) = Z;f’zl cj R,gj(gjg) et (1) est vérifié, ce qui compléete la démonstration
du Lemme 2.4 et donc celle du Théoréme 1.1 (étape (5)). Pour une démonstration compléte de notre théoréme
voir [6]. O
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