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Résumé
Nous montrons que certaines variétés de Stiefel qui apparaissent dans le cadre des représentations des algebres de Jor
euclidiennes et simples ne sont pas des ensembles de synthése spectrale en utilisant la fonction de Bessel généralisée qui

associée a la représentati®our citer cet article: A.G. Kalliterakis, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

Representations of Jordan algebras, Stiefel manifolds and spectral synthesis. We study the Stiefel's manifolds which
arise in the framework of the representations of the Euclidean Jordan and simple algebras. We prove that most of them are nc
sets of spectral synthesis by using the generalized Bessel functions associated with these represEmtitéotiss article:
A.G. Kalliterakis, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

1. Introduction et notations

Dans le cadre des représentations réguliéres des algebres de Jordan euclidiennes et simples, la sphére un
s~ deR" (n > 1) est la variété de Stiefel de la représentation réguliére de I'algébre de JorimfiespaceR”.
Dans [5] L. Schwartz a montré que la la sph&te® deRR” (n > 3), n’est pas un ensemble de synthése spectrale.
Nous adaptons la démonstration de [5] en utilisant la fonction de Bessel qui est associée a une représentatio
d’'une algebre de Jordan (cf. [3]) et ses estimations uniformes et précises (cf. [4]). En particulier nous obtenons
que les espaces homogéneaUK) /U(m — r, K) (pourm > r > 3) ouK = C, H et O(m, R)/O@m — r, R) (pour
m >=r > 4), ne sont pas des ensembles de synthése spectrale dai&M
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Plus précisément : solt une algébre de Jordan euclidienne simple de raridp degréd et dont I'élément
neutre est noté. Soit¢ : V — H(E) une représentation ol est un espace euclidien,®¥{ E) I'algébre de Jordan
des endomorphismes symétriquesAiel la représentatiog correspond une application quadratiqRe valeurs
dans$2 ol £2 est le cone symétrique dé. En supposanp réguliére (cf. [1]) on peut définir la variété de Stiefel
Y ={o € E| Q(0) = ¢} qui est une sous-variété analytique compacté&dea fonction de Bessel associée a
la représentatiogp est définie (cf. [3]) comme la transformée de Fourier de la mesure normdtséeluite sur
X par la structure euclidienne de. On a alors;j (£) = [ exp(—i(§,0) ) do. Dans [3] il a été montré qug est
radiale et que son profil s'écrit

J(x?) =/eXp(—i<¢(x)o, O'o)E) do.
P

On montre que/ estK-invariante [4, Proposition 1.6] oK est la composante connexe de l'identité du groupe
de Lie des automorphismes de D’apres le Théoréeme 4.1 [4], il existe une constafite O et une fonction
K -invarianteB sur £2 telles que pour tout € 2 |J (x?)| < CB(x).
L'estimation deJ (x2) est optimale, en ce sens que dans chaque direction I'estimation est exactement de I'ordre
de grandeur du terme dominant du développement asymptotiqugxde Nous allons exprimeB(x) a l'aide
de la décomposition polaire de Soit (c;)1< <, un repére de Jordan fixé. On définit le carepara®™ = {y =
Z;:lﬂjcj | (up)a<j<r €R, w1 >+ > pu, >0}, Alors Vx € £2 on ax =k2;:1)»jcj olk € K. Ler-uplet
(A )<< quivérifieas > A2 > --- > A, > 0 est unique ([2, p. 103]). Compte tenu deklainvariance,B s’écrit

B(x)=B<x1,...,xr)=< > be(xl,...,m) [T @+r??
ee{—1,1)" 1<igr
OUbe(M, ., ) = [Ticicj,(L+ i +€i€j1)) %, e = (€))1<j<r €18 =N/r —rd +d — 1€ NdimE = N
(cf. [6]).

2. Synthése spectrale et variétés de Stiefel

Nous savons [1, Théoréme 3] que la représentation d’'une algébre de Joenéguliére si et seulement si
elle est isomorphe a I'une des suivantes :

(i) V=R et¢ non triviale. Le rang d& est 1 etd =0.

(i) V=R@ W ouW estun espace euclidien de dimensjop 2 etq # 2, 3,5, 9 et¢ est 'une quelconque des
représentations irréductibles de[1, Théoréme 2], oy > 2 et¢p somme d’au moins deux représentations
irréductibles. Le rang d& est2 etd = ¢ — 1.

(i) V=Herm(r,K) our >3 (K=R,C, H) ouH est le corps des quaterniors= M, ,,,(K) avecm > r et la
représentatiog est définie par le produit matriciel. Le rang Heestr etd = dimg K.

Lemme 2.1. Soit¢: V — H(E) une représentation réguliére isomorphe a I'une des suivanfgsgV =1 et
§>2(i)rgV=2ets >1(iii)rgvV =3ets > 1 (iv) rgV > 4. Soientt € E et ses coordonnéds;)1<;<n par
rapport a une base orthonormée d& Alors pour touti € {1, ..., N} la fonction f; (§) = &; j (¢) appartient &
L®(E).

Démonstration. Soit § = ¢(x)o. Soitx =k ;_;1;c; la décomposition polaire de ot }_;2;c; € at

c.ad.ig =22 >--- =4, > 0. Alors nous avon¥i € {1,..., N} |&| < r¥/2x4. En effet, ||£]|2 = le\;lgf =

(&, 6) = (e, Q®)y =tr(Q(€)) d'oll [[§]1? = tr(x?) = ¥_; 32, ce qui impliquelg;| < r/231. Par conséquent
Vief{l,...,N}

|£i®)] = |8J(0®)| < CrY?rBGa, ..., A
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La fonction f; est continue donc pour montrer qfiee L>°(E), il suffit d’établir quer;B(A1, ..., A,) est bornée
surat.

(i) Comme rgV = 1 nous avonsB(r1) = (1 + A1) "2 d’ ol | f1(£)| < CA1(1+ A1) %2 maiss > 2, ce qui
implique que la fonction.1 B(11) est bornée surt. Il s’agit du cas examiné dans [5].

(ii) lest clair queB (11, A2) < 22(1+A1—A2)~42(14+11) 7921+ 12)7%/2.SiC’ =2%/5C onaVi e {1,..., N}

| /i (®)] < C'aa(Q+ A1 — 1)~ V2(A+ 1) 2L+ 2p) 72 (%)

On distingue deux cas.
Premier cas si 0< A2 < A1/2, 0na(l+ i1 — A2)~42 < (14 11/2)~9/? et () implique quevi € {1, ..., N}

| £1®)] < Cas(L+ 21/~ @H12

Maisd > 1 ets > 1, ce qui implique que la fonctioky (1 4+ 11/2)~@*9 est bornée surt.
Second cassi 0< A1/2 < A2, on a(l+11/2) %2 > (1+ 1) %2 et (x) impliqueVi € {1, ..., N}

|/ (®)] < C'ra(@+21/2)7°.

Mais § > 1, ce qui implique que la fonctioky (14 11/2)~% est bornée sut.
(iii) 1l est clair que

B(xl,m,xsm( > be()nl,)»z,)»s)>(1+)~1)8/2-
ee{—1,13

CommeVe € {—1, 1} b = b_, on peut supposer qug = 1. On distingue trois cas.

Premier cas siexez =1 eteo = e3=—1be (A1, A2, A3) < (1+ A1 —Az)_d/z(l—i—kz—l—)»g)_d/z(l—i—)q—Ag)_d/z
mais(l+ i1+ 2A3)(L+2A2—A3) < (L4+211 —A3)(L+ X2+ Ag) caris > A2 > Az > 0. On en déduibe (A1, A2, A3) <
(L4972,

Second cassiexez3 =1 etex = €3 =1 alors il est clair qu'on a a nouve@ud(i1, A2, A3) < (1+ r1) 92,

Troisiéme cas si exe3 = —1 il est clair quebe (A1, A2, A3) < (14 A1)~%/2. Par conséquent

B(A1, Ao, A3) < 221+ A1) "2+ a1) 702,

Sic’=2%3Y2C onavie{l,...,N} |f;(§)| < C'a(1+ 1)~ @+t9/2 maisd > 1 ets > 1 ce qui implique que la
fonction1(1 + A1)~ @1+9)/2 est bornée sur™.

(iv) Il est clair queB(A1, ..., Ar) < Zee{_l,l}, be(A1, ..., Ar). CommeVe € {—1, 1} be = b_, on peut alors
supposee; = 1. On distingue trois cas.

Premier cas: si € est tel quev; € {2,3,4} ¢; = —1 alorsexez = 1 etezeq = 1. La fonctionbe (g, ..., Ar)
contient le facteutl + A1 — A3)~%2(1 4 Ao 4+ A3) " V2(L 4+ A1 — 1)~ 2(L 4+ A3+ 1g) /2,

Puisquée\; > A2 > A3 > Ag > 0 nous avons les inégalit€b+ A1 +A3)(1+i2—A3) < (A+A1—A3)(1+A2+A3)
et(l+r1+2ra)(L+A3—ra) < (L+ A1 — 2a)(L+ A3+ Aa) dOUbe (A1, ..., Ar) < (14 211) "%

Deuxiéme cas si € est tel quedj € {2,3,4} ¢; =1 etVl € {2,3,4} \ {j} e1e = —1. Alors il existel, k €
{2,3,4}\ {j} tels quel <k eteer = 1.

Lafonctionbe (A1, ..., A,) contient le facteu€l+ i1 +2 ;) ~4/2(14+r1 —A)~2(1+ hg + 1) =4/, Puisquer; >
Al = A > 0nous avons lesinégalités+ A1+ A) (L+ i — A) < A+ A1 —A) QA+ A +A) doUbe (M1, ..., Ar) <
(14179,

Troisieme cas si € est tel quedj € {2,3,4}, ¢; =1 etdl € {2,3,4} \ {j} tel queere; = 1 il est clair que
be(Aly ... hr) < (L4214,

Par conséquemB (i, ..., A) < 2A1(1+ A1)~ SiC' =27rY2C on avi e {1,..., N} |fi(®)| < C'aa(1+
A1) "¢ maisd > 1, ce qui implique que la fonctioky (14 A1) "¢ est bornée swt. 0O

Théoréme 2.2. Soit¢: V — H(E) une représentation réguliére qui vérifie les hypothéses du Lelmiiers la
variété de Stiefel n’est pas un ensemble de synthése spectrale Hans
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Démonstration. Nous allons montrer qu'’il existe deux idéaux fermés distincts He) dont I'enveloppe esE .
Soit Iy = {h € LY(E) | Fh € D(E) ettelle queFh|s = 0} ol D est I'espace des fonctions de clags&(E)
a support compact. Sofb = {g € I1 | telle que%(a)‘; = 0}. Il est clair quel; et I> sont des sous-espaces
vectoriels deL.1(E) stables par les translations, et par conséqiiget I, sont des idéaux fermés deé(E). Ces
deux idéaux ont pour envelopp®, car sin ¢ X on peut construire une fonctidne D(E) telle queh(n) # 0
mais telle quer et 337111 soient identiquement nulles suf. Nous allons montrer que; # I, et pour cela nous

considérons la fonctionf; définie au Lemme 1, qui appartienf&°(E). AlorsVh € I», h € LY(E) et Fh € D(E)
doncérh (&) € LY(E)

() = / ELh(E)j(5) d = / ELh(E) / exp(—i(£.0) ) do
E E b

d'ou (f1,h) = —i fx %(U)do mais ( f1, h) = 0 et par conséquenf; est orthogonale d. On choisith € I1
telle que sa restriction & un voisinage Hes'écrive Fh(§) = Sl(vazléiz —r)our =rgV =tr(e). Alors Fh est

identiquement nulle suE, et 3£1’7 &) =YN 82 —r + 282 donc( f1, h) = —2i [ o do qui est différent de O.

En effet, sif;. 012 do = 0, chaque composante connexeXiest contenue dans un hyperplan affinefdd’apres

la remarque de [4, p. 288] ceci est impossible car la représentatia@nifie les hypothéses du Lemme 1. D’ou
(f1, h) # 0 donc f1 n'est pas orthogonale afy et par conséquerf n'est pas un ensemble de syntheése spectrale
danst. O

Remarque 1. SirgV > 3, V = Herm(r, K) I'espace de représentation &t M, ,, (K) avecm > r, la variété de
Stiefel X est I'espace homogéene(td, K)/U(m — r, K) [3]. D’aprés le Théoréme 13, n'est pas un ensemble de
synthése spectralesi=3 etK=C,Hour >4 etK=R, C, H.

Remarque2. Les théoremes 2, 3 de [1] nous permettent de déterminer les représentations régulieres qui ne satisfon
pas aux hypotheses du Lemme 2.1. Elles sont les suivantes :
(i) sirgV =1 ily a deux représentations paii= 0, 1 qui sont les représentations BesurRY ou N =1, 2.
(ii)sirgV =2 ets =0ily atrois représentations : (a)= 2, dimE = 4 lareprésentation est somme diregte-
(Vi) (1gi<2) ouy; estla représentation irréductible de SPnR) sur I'espace euclidieR2. (b) g = 4, dimE =8,
(c)g =8,dimE = 16.
(iii) sirg V =3 il y a une seule représentation péus 0, la représentation de SyB)R) sur I'espace euclidien
M3z 3(R).
Les variétés de Stiefel qui echappent du Théoréme 2.2, feront I'objet d’une Note ultérieure.

Remerciements
Je remercie le rapporteur pour ses remarques qui ont permis I'amelioration de la présente Note.

Références

[1] J.-L. Clerc, Représentations d’une algebre de Jordan, polyndmes invariants et harmoniques de Stiefel, J. Reine Angew. Math. 423 (1992
47-71.

[2] J. Faraut, A. Koranyi, Analysis on Symmetric Cone, Oxford, 1994.

[3] J. Faraut, Travaligni G., Bessel functions associated with representations of formally real Jordan algebras, J. Funct. Anal. 71 (1988) 123—
141.

[4] A. Kalliterakis, Estimations a I'infini des fonctions de Bessel associées a une représentation d’une algebre de Jordan, J. Lie Theory 11 (2)
(2001) 273-303.

[5] L. Schwartz, Sur une propriété de synthése spectrale dans les groupes non compacts, C. R. Acad. Sci. Paris 227 (1948) 424-426.
[6] G. Travaligni, Representations of Jordan algebras and special functions, Colloquium Math. 62 (1991) 259-266.



