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Résumé

On étudie numériquement les déformations d’'une membrane élastique non linéaire. On considére le modéle de membran
obtenu par Le Dret et Raoult par la méthode/tleonvergence. Les déformations de la membrane minimisent une énergie non
guadratique. On effectue une approximation du modeéle par éléments finis conformes et on utilise un algorithme de gradient
conjugué non linéaire pour minimiser I'énergie discrétig®er citer cet article: N. Kerdid et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract

Numerical approximation for a nonlinear membrane problem. We study numerically the deformations of a nonlinearly
elastic membrane. We consider the nonlinear membrane model obtained by Le Dret and Raoultcsivgrgence. In this
model, membrane deformations minimize a highly nonquadratic energy. We consider a conforming finite element approximation
of the problem and use a nonlinear conjugate gradient algorithm to minimize the discrete €oertpthisarticle: N. Kerdid
etal.,, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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Abridged English version
The continuous problem

We consider a nonlinearly elastic membrane with midsuréaagherew is an open, bounded subsetR®? with
Lipschitz boundary.

We assume that the membrane is made of a bulk material that is homogeneous and hyperelastic, with store
energy functionW : M3 — R where M3 is the space of real & 3 matrices. The functioiV is assumed to be
continuous and coercive. L&{3 » be the space of real:3 2 matrices. Ifz,, @ = 1, 2, are two vectors ifR3, we
note (z1]z2) the 3x 2 matrix whose columns arg,. For all F = (z1|z2) € M3 andz € R3, we note(F|z) the
3 x 3 matrix whose first two columns arg and third column ig.

We define a functio®Vp: M3 2 — R by Wo((z1]z2)) = inf_gs W((z1]z2/2)), see [3]. The functionip is contin-
uous and coercive. We denote By its quasiconvex envelope. We introduce the space of admissible membrane
displacements,

Dy ={y € WHP(0; R%); ¥ (x1,x2) = (x1, %2,0)" ondw}. (1)
We define the nonlinear membrane energy fot/a# @, by
s =2 [ QWo(v) dudiz~ [ 7o v iz .

where f denotes a given force resultant density.

In [3], Le Dret and Raoult computed thé-limit of the three-dimensional energy when the thickness of the
membrane goes to zero, thereby showing that the deformations that minimize the energy of the three-dimensiona
problem converge, in an appropriate sense, toward solutions of the following two-dimensional minimization prob-
lem: Find¢ € @) such that

= inf .
J(9) WlenquJ(w) (3

The energy densit@ Wy is quasiconvex and existence of a solution to problem (3) is guaranteed under reasonable
technical assumptions, see [3].

In the case of a Saint Venant—Kirchhoff material, the limit membrane stored energy function can be computed
explicitly (see [3]) as function of the right singular values< v2 of F € M3, It turns out to be equal to the
convex envelope of the functidifp in this particular case. The goal of this Note is to present a numerical method
to approximate the solutions of the minimization problem.

The discrete problem

Let 7;, be a regular affine family of triangulations covering the (polygonal) dorsaiwe discretize the three
Cartesian components of the deformation ugtadinite elements. The discreteasge of admissible displacements
is given by
@ = {¥n € CO%w; R3), Yy (x1, x2) = (x1,x2,0)T 0ndw, Y, € (P13 VK €14} (4)
Clearly, @,’(4 C @y, and the approximation is conforming.
To numerically minimizeJ over ®” , we use the nonlinear conjugate gradient method. We choose the Polak
and Ribiére [5] variant thereof, which gives good results.

We proceed as follows to comput&/. Let (1) j—1, ... N, be the components af;, in the shape function basis
(©))j=1,...n,- We have:

37 QW
W(Tﬂh)=/ O (wg: vo, dmdxz—/f-@j dr1 dz. (5)
J

,,,,,

oF

w w
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The difficulty here is to derive the expression of the 2 matrix 290 (vyy,). It is constant on each triangle,
depends on the singular values of the local deformation gradients and on some rotation matrices.

1. Leproblémecontinu

Dans cette Note, nous nous proposons de mettre en ceuvre une méthode numérique pour calculer les éta
d’équilibre d'unemembrane bidimensionneltg/perélastique. Les détails seront publiés dans [2].

On considére une membrane de surface moyendians son état de référence,®@st un ouvert borné dg?

a frontiére lipschitzienne, fixée sur une partie ouvertte son bordw.

On suppose que la membrane est formée d’un matégperélastique homogéne, dont la densité d’énergie
élastique est donnée par une foncti¥n M3 — R continue et coercive, olf3 est I'espace des matrices réelles a
trois lignes et trois colonnes. Sdif3 » I'espace des matrices réelles a trois lignes et deux colonngs, &= 1, 2,
sont deux vecteurs dR3, on note(z1|z2) la matrice deM3 2 dont lesz, sont les vecteurs colonnes. Pour toute
matriceF € M3 et toutz € RR3, on note(F|z) la matrice dont les deux premiéres colonnes sontJegt dont la
troisieme colonne est

On définit (voir [3]) la fonctionWy : M3 2 — R par

Wo((z1l22)) = ienéa W((z1lz212)). (6)

La fonction Wy est continue et coercive. On nafBVy son enveloppe quasiconvexe. On introduit I'espace des
déformations membranaires,

Dy = (¥ € WP (0; R?); ¥(x1,x2) = (x1,x2,0)" sury}. 7

Etant donnée une densité de forgesur o, on définit I'énergie de membrane non linéaire pour tout @,
par

J) =2 / OWo(Vy) dry drp — / f - deydez. ®)

Dans [3], Le Dret et Raoult ont montré, en calculanfldimite des énergies tridimensionnelles quand I'épais-
seur de la membrane tend vers zéro, que les déformations tridimensionnelles convergent en un sens approprié ve
les solutions du probléme de minimisation bidimensionnel : trogvwer,, tel que

= inf .
J(9) WlenquJ(w) 9

L'énergieJ () correspond a une intégrande quasiconvexe, caeetisatisfaisant des conditions de croissance,
ce qui implique I'existence d’une solution au probléme de minimisation (9), voir [3].

Pour un matériau de Saint Venant—Kirchhoff, cas dagadéon se placera dans la suite, la densité d'énergie
membranaire peut étre calculée explicitement en fonction des valeurs singuliéres a dtaitle<Qv2 de Vi
(c’est-a-dire les valeurs propres ¢&/ vy T Vi), voir [3]. On obtient
E E
= (V- 114)°+ sy DE i -a+ n],)>

([v@}+13) - @+w)],)% (10)

OWo(VY) = ®(v1,v2) =

E

T —2)

oU[x]3 =x2six >0,[x]3 =0six <0, E =12 est le module d’Young et = 5% est le coefficient
de Poisson du matériau considéré. Cette enveloppe quasiconvexe se trouve étre égale a I'enveloppe convexe de
fonction Wo.
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2. Leprobleme approché

On suppose maintenant queest polygonal. Soit, une famille de triangulations, réguliere et affine qui couvre
le domainew. On discrétise les trois composantes cartésiennes de la déformation a I'aide d’élémemts. finis
L'espace des déplacements admissibles approchés est donc défini par

@y = {¥n € COw: R®), Y (x1,x2) = (x1,x2,0)" sury etVk e w,, v, € (P}, (11)

Il est clair quecb,@ C @y . Il sagit donc d’une approximation conforme.
On considére le probleme de minimisation approché : tromyerqbl’(d tel que

J(¢n) = inf T (). (12)

Yned M

Comme la fonctionnelle/ est coercive, convexe et fortement continue BUr?, on en déduit que les valeurs
d’adhérence faibles dg¢, lorsqueh tend vers zéro sont des minimiseurs du probléeme (9). Par contre, cdmme
n’est pas strictement convexe, on ne peut pas en déduire la convergence forte en général.

Pour résoudre numériquement l@pleme (12), on utilise unméthode de gradienbajugué non linéaire. On
choisit la variante de Polak et Ribiere [5,6] qui donne de bons résultats.

Le calcul dev J enyy;, s’effectue de la fagon suivante. Soi€ht) ;—1 . v, les composantes di, dans la base

formée des fonctions de forni®;);—1,...n,- Ona
aJ (OW
_(1ph)=/ (OWo) (V) : VO, dxldxz—/f ©; dx dxo. (13)
d; dF

w

On obtient la matrice & 2, 290 (vyy,), par la formule

019D (v1, v2) 0 0
(O W,
(*222 o) - ( 0 () 0) s (14)
0 0 0
Vi, Vi |0
avec(vi, v2) = (v1(Vi), v2(Viy)), ou la matrice orthogonal diagonalise la matric{ IO) et la ma-
0o 0 |o

trice orthogonaleR diagonalise la matric& v, Vw,f. Le fait queQ Wy soit différentiable ainsi que la formule de

représentation de son gradient découlent de [1], voir [4] pour le cas de I'enveloppe quasiconvexe de I'énergie de

Saint Venant—Kirchhoff tridimensionnelle. On remarque que dans lPgasutes les quantités qui apparaissent
sont constantes dans chaque triangle et sortfwetaent faciles a évaluer numériquement.

3. Quelquestests numériques

Pour les tests numériques, on considére d’abord une membrane circulaire horizontale, constituée d’un matérial

de Saint Venant-Kirchhoff aveE = 2 x 10* kg/m?, v = 0,485 dans un état naturel dans sa configuration de
référence, ce qui correspond a un caoutchouc assez rigide. On exerce une force morte verticale ufiferthe :

f2 =0, fa=—-1000, la membrane étant d’abord fixée sur tout le bord, puis sur une partie seulement du bord et
laissée libre sur le reste (Figs. 2 et 3). Dans le troisieme test, on considére une membrane en forme de sixiém
de disque horizontal fixée en ses trois sommets, le reste du bord étant libre. Cette condition aux limites ne pose

aucune difficulté au niveau continu puisque I'on travaille déifis*, espace qui s'injecte continiment dans les
fonctions continues sub. On exerce également sur cette membrane une force verticale uniforme (Fig. 5). Dans
un quatriéeme test, on exerce sur la méme membrane aireue dans les deux premiers tests, fixée sur tout son
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Fig. 2.

Fig. 5.

Fig. 4.

—10°(x/|lx|)) &laquelle on ajoute une petite composante

f2)(x)

larifier la figure en d

»

bord, une force morte radiale compressiyg,

t la membrane (noter I'échelle verticale,

Fig. 6). Enfin, la Fig. 8 représente une membrane rectangulaire horizontale fixée sur un seucOtet soumise

liant [égéremen

ép

éeac

verticale f3 = —100 destin

té de la fgdme f2, 0) avec f> > 0,

acecb

force horizontale perpendiculaire

aune

=2

€ opposé;

sur le cot

(I'ajout de ce type de force au bord ne pose pas de probleme particulier). Le reste du bord est libre et il n'y a pas

de force distribuée dans. Dans chaque cas, on montre d’abord la configuration de référence (Figs. 1, 4 et 7), sauf
pour la Fig. 6 dont la configuration de référence est donnée en Fig. 1, puis la ou les configurations déformées.
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Fig. 7. Fig. 8.

Les Figs. 2, 3 et 5 montrent un comportement qualitativement correct. Les essais suivants sont destinés a test
la robustesse du schéma numérique dans des situatiorsgnatbents de déformation peuvent se trouver, au cours
des itérations, dans une région ou la densité d’énergst p&s strictement convexe. Dans le test de la Fig. 6, les
forces appliquées radiales ont, au début de l'algoritheredance & comprimer la membrane sur elle-méme. On
constate I'apparition d’une auto-intersection. Cenportement non physique est en effet autorisé par le modele
continu. L'état final de la membrane est en extension, ce qui est conforme & I'intuition que I'on peut avoir de I'effet
de ces forces mortes. On constate donc que l'algorithme de gradient conjugué non linéaire n’est pas sensible
la dégénerescence de I'énergie en compression. Léeddest est analogue : la membrane initialement placée a
gauche de son co6té fixé se retoupoair atteindre une position d’équilibaedroite, également en extension.
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