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Résumé

Nous étudions le probleme de I'estimation d'une densité de probabilité Idgii®. A partir d’'une formulation du risque
guadratique intégré dans le domaine des fréquences de Fourier, nous montrons qu'il est proche dy disasiée modele
de suite gaussienne. En appliquardralune version modifiée de la méthodeiBtpar blocs, nous obhons une iégalité
d’'oracle sur les estimateurs linéaires mamas et une inégalité d'oracle sur lesimateurs a noyau. Comme conséquence,
I'estimateur proposé est adaptatif au sens minimax exactgila constante pres) sur la famille de classes de Solfaex.
citer cet article: Ph. Rigollet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Oracleinequalitiesfor probability density estimations. We study the problem of the nonparametric estimation of a prob-
ability density inL»(R). Expressing the mean integrated squared error in the Fourier domain, we show that it is close to the
mean squared error in the Gaussian sequence model. Then, applying a modified version of Stein’s blockwise method, we obtai
a linear monotone oracle inequality and a kernel oracle inequakty éonsequence, the proposed estimator is sharp minimax
adaptive (i.e. up to a constant) orseale of Sobolev classes of densitigs.cite this article: Ph. Rigollet, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

SoientX3y, ..., X, des variables aléatoires i.i.de densité de probabilité inconnpe= L(R). Nous étudions
I'estimation dep a partir de I'’échantillonX” = (X1, ..., X,). Soit p, un estimateur de, nous mesurons sa
performance par sornisque quadratique intégrdefini park, || p, — pli?, ol E, désigne I'espérance par rapport
a la loi de I'échantillonX” et || - || désigne la norme usuelle sip(R). Pour toute fonctiork de L(R), notons
F[h] satransformée de FourierSoit ¢(w) £ F[pl(w) la fonction caractéristiqueassociée a la variablg, et

Adresse e-mailrigollet@ccr.jussieu.fr (Ph. Rigollet).

1631-073X/$ — see front mattdrl 2004 Académie des sciences. Publié piaetiier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.11.009



60 Ph. Rigollet / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 59-62

(@) 2 %Zzzleika la fonction caractéristique empiriquassociée a I'échantilloi”. Pour unefonction de
poidsa € L2(R) N L1(R), définissons kstimateur linéairep, de p par la formule d’inversion de Fourier :

. 1 oo A N

02 o [ do. 01gi0) £ (@) 1)
R

On remarque alors que les estimateurs a noyau définis par
1w 1 (x

A A A A

Pap(x) £ ;;Kh(xi —x), OUKj(x)£ EK<E>’ (2)
i

sont des estimateurs linéaires dont la fonction de poidsTe&t,], pourvu queF[K] € Lo(R) N L1(R). Par la
formule de Plancherel, on a

n 1
2,1~ pI>= An (1, lol?) — /|¢<w>|2|x<w>|2dw, 3
R

ou

R 1
An(n, lgl?) 2 /<|1— o) *|o@) ]+ ;|)\(w)|2> do. (4)
R

Comme dans [4,1], on remarque alors gigx, |¢|%) que nous appellerons-risque est similaire & I'erreut,
d’'un estimateur linéaire dans le modele de suite gaussienne (voir [8], Ch. 3) en transposant la formule dans le ca
continu et en remplacant la variance du bruit éar

2. Application dela méthode de Stein par blocsal’estimation de densité

Pour construire I'estimateur de Stein par blocs, nous suivons la méthode de modéle de suite gaussienne d
[8], Ch. 3 et [2]. La fonction de poids est obtenue par la minimisation d’'un estimateur asymptotiguement sans
biais duA-risque sur une certaine classe de fonctions de poids contenue dans lgjatesefonctions de poids
de L1(R) a valeurs dan$0, 1] (doncHo C L2(R)). En effet, le risque quadratique intégré correspondant a une
fonction de poids dd.2(R) qui n'est pas dan®{g peut étre amélioré uniformémiesur I'ensemble des densités
de L,(R) par projection suf0, 1] (cf. [3]). En remplacanty (w)|? par un estimateur asymptotiquement sans biais,
[gn(w)|? — %], dans (4), on se raméne a la minimisatiornete

I,(A) £ /<[|)\(w)|2 — 2A(w)]|g0n(w)|2 + SA@)) do.
R
Soit alors la class&{* des fonctions de poids constantes par «blocs» :
J
H* £ {erO:x(w)Zszn{wGBj}, 0<1t; <1, j:O,...,J},
j=0
ou {BJ-}]J.:O est une partition d¢—£2,, 22,1, £2, > 0, telle queBg = (—bo, bo), bo > 0 etV1< j < J, B =

—BUB’, B] £[bj_1,b)), —B] £ (=bj,—b;j_1],0< bj_1 < b;. Laminimisation dé, sur la classé{* conduita
définir I'estimateur de Stein par blocs sur le systém;a}f.zo, p;,» par lafonction de poids dependant des données :

J
) |Bj| )
Mw) & (1_—1> LiweB: OUB'Z/da)_
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Théoréme 2.1. Supposons quigp||2 < G < oo et que chacun deB; veérifie 1 < |B;| < 4n. Alors, pour toute
suite (), vérifiantu, — oo, n — oo, il existe des constant&s > 0 et D = D(G) > 0 indépendantes de toute
aytre vgriable, telles que pour vérifiantC < u,, I'estimateur de Stein par blocs sur le systé{ﬂ:—;}jf.zo vérifie
l'inégalité d'oracle

(logn)* i,
) ®

————( MInE,lIps — pl?+JD
1—CM;1(A€H* b

Epllp; — plI® <
La démonstration de ce résultat fait appel & des lemmes de [4,5]. Moyennant une spécification coricte des
il est possible d’obtenir une inégalité d'oradur la classe des fatmens de poids monotones :

Heon= {» € Ho: A(lw1]) < A(lwzl), |w2] < |wil}.

Soit 2, = n%(logn)?, « > 1/2 et soit(v,), une suite déterministe tendant vers l'infini. Le systémeblbes
faiblement géométriqu¢BFG) est alors défini par :

J-1
|Bol=va. |Bjl=@+v, Y, j=12....0-1 [B/|=2,-) |Bjl,
j=0

ou J £ min{m: Z;f’zo(l + v, Y7, > £2,). On montre que le systéme BFG vérifie< C’(logn)v,, Vn > no,
pour un entieng et une constant€’ (ng, a) > 0. L'estimateur de Stein sur le systéme BFG est appstiénateur
de SteinBFG.

Théoréme 2.2. Soit 2, = n(logn)?2. Supposons quip||?> < G < oo et que chacun deB; vérifie 1 < |Bj| <
4n. Alors, pour toute suitéu,), vérifiantu, — oo, n — oo, il existe des constant&s > 0et D = D(G) >0
indépendantes de toute autre variable, telles que porim, ouni ne dépend que dgu,),, I'estimateur de Stein
par blocs sur le syst«‘en{ij}J].:0 vérifie I'inégalité d’oracle

Epllps — pl® + ==

o (6)

, 1 _ _
E,llp5 — plI® < ﬁ(m v, H(1+ (logn)™Y)

(D) )
— Ll 7

min
reHS,

n

0l Ty (D) = vy st (logn)®.
Soit la famille de classes de densités de probabilités de Sopelgd;, Q), 8 > 1/2, Q > 0} définies par

o (. Q)é{p:ﬂbﬂh /p(x)dx=1, /|¢(w>|2|w|2ﬂdw< Q}-
R R

En utilisant la minoration du risque de Golubev [4] et en prenant le supremum s« (8, Q) dans les deux
membres de (6), avec par exempig = v, = log(logn) pour la majoration du risque, on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 2.3. L'estimateur de Stein-BFG; est adaptatif au sens minimax exact sur la famille de classes de
Sobole® (B8, 0), B>1/2, Q > 0}, i.e. pourtouss > 1/2, Q0 >0,

sup E,lp; — plI®=(1+o@)inf sup EplT, —pl%, n—> oo,
Pe@(B.0) Tn ped(8,0)

ou l'infimum est pris sur tous les estimateurs;de
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3. Uneinégalitéd’ oracle pour les estimateursa noyau

DéfinissonsCo comme la classe des noyalixe Lo(R) qui admettent une version de la transformée de Fou-
rier symétrique autour de 0, decroissanteBuyret a valeurs danf, 1] de sorte queF[K] € Hpy, D'apres le
Théoréme 2.2 on a directement le théoréme suivant :

Théoréme 3.1. Supposons quigp||? < G < oo. Pour toute suitéw,), Vérifiantu, — oo, n — oo, il existe des
constantex” > 0 et D’ = D'(G) > 0 indépendantes de toute autre variable, telles que povérifiantC < u,,
I'estimateur de Stein-BF@; vérifie 'inégalité d’oracle

R 1 _ 1 . ) . 7,(D")
E,|p: —plIP< ————( (1 b1+ (o D inf infE — P+ =1, 7
s = oI < Ty () (0 Qo9 ™) . ind B = pIP + 5 @

Le lemme suivant donne une minoration pour le terme principal dans le membre de droite en (7).

Lemme 3.2. Soitp € L>(R) une densité dprobabilité etk € L1(R) un noyau symétrique tel qyek (x)drx =1
et vérifiant I'une des deux conditions suivantes

() K est positif,
(i) Il existes > 1 entier ets > O tels que [¢|* 3| K (1)|df < oo, ax 2 [t*K(t)dt =0, k=1,2,...,25 — L et
(—=1)5Hlay, > 0.

Alors, il existe des constantes- 0 (dépendant dg) et0 < a < 1, toutes deux dépendant dg telles que
inf B, [| p. 1 — plI* > cn™. (8)
h>0

Corollaire3.3. SoitK € Ko un noyau vérifiant les hypothéses du Len32eAlors, pour toute densitg € L>(R)
fixéel'estimateur de Stein-BFG; vérifie I'inégalité d’oracle suivante

Epllp; — plI? < (1+0(2)) inf Epll o — pl2 n— oco. 9)
Ici o(1) dépend de&k et dep.

Le Corollaire 3.3 est comparable au résultats de Stone [7] et Wegkamp [9]. A la différence de ceux-ci, il est
valable pour des noyaux dont le support n’est pas compact (e.g. le noyau gaussien et ceux de Fejer et de Silvermal
et reste valable pour une densiténon bornée. Les démonstrations des résultats de cette Note figurent dans [6].
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