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Résumé

A partir de I'existence d’une tour de corps de fonctions algébriques, on améliore les bornes de la complexité bilinéaire de la
multiplication dans toutes les extensions des corpsfiipist[F > ou p est un nombre premiez 5. En particulier, on améliore
les bornes supérieures asymptotiques de cette complexité pour les corps finis premiers en caragiésigidRaair citer cet
article: S. Ballet, J. Chaumineg, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

An improvement of bilinear complexity bounds in some finite fieldsFrom the existence of a tower of algebraic function
fields, we improve upper bounds on the bilinear complexitynattiplication in all extentns of the finite fieldsr, andF >
wherep is a prime> 5. In particular, we improve asymptotic upper bounds on this complexity for prime finite fieddste
thisarticle: S. Ballet, J. Chaumine, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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1. Complexité bilinéaire de la multiplication

SoitF, un corps fini & éléments oy est une puissance d’'un nombre premiegt soitF,» une extension de
degren delF,. La multiplicationm dans le corps fin,» est une application bilinéaire @& x [F,» dansF,», par
conséquent il lui correspond une application linéaifedéfinie du produit tensoriéf,» @ F,» surlF, dansF,».
On peut aussi représentdf par un tenseury € F, QF,, @ Fq» ou Fy, désigne le dual d&,- surF,. La
complexité bilinéaire de la multiplication dafilg» surlF,, notéeu, (n), est le rang du tenseuwy; (cf. [5,1]). On
sait d’'apres [1,2] et [3] que, dans tout corps filji:, cette complexite vérifig, (n) < C,n ou C, est la constante
définie par :
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54 sig=2,
27 sig=3,

p . . p .
2<1+ ) sig > 16 et sig est un carré parfait
\/67 -3

6<1+L> Sig > 3,
qg—3

8
3<1+ —) sig=2">16.
qg—5
Ces bornes sont obtenues par I'existence de tours ¢bs derfonctions algébriques vérifiant les conditions du

théoreme suivant [1,3] :

Théoréme 1.1. Soit ¢ une puissance d’'un nombre premier et » un entier naturel > 1. Soit F/IF, un corps de
fonctions algébriques de genre g et Ny le nombre de places de degré k de F/F,. S F/F, est tel que2g + 1<
GnD2q12 _ 1y ¢ -
(1) siN1>2n+2¢g —2,alors
pq(n) <2n+g—1,
(2) sl existe un diviseur non-spécial dedegré g — letsi N1+ 2N2 > 2n + 2g — 2, alors
pg(n) < 3n+ 3g,
(3) St N1 +2N2 > 2n+4g — 2, alors
tg(n) < 3n+ 6g.
Dans cette Note, en utilisant une tour de corps de fonc@dgébriques introduite paGarcia et Stichtenoth

dans [4] vérifiant les conditions du Théoréme 1.1, noloienons de nouvelles bornes de la complexité bilinéaire
de la multiplication dans toutes les extension&geetF, de caractéristique > 5.

2. Nouvelles bornes de la complexité bilinéaire

Soit F, un corps fini de caractéristique > 3. Pour tout corps de fonctions algébriquégF,, on notera
g(F/F,) le genre deF/IF, et Ny(F/F,) le nombre de places de degrée F/IF,. Considérons la toul" sur
[, définie par récurrence par I'équation suivante étudiée dans [4] :

, x?+1
=
La tour T /F, est représentée par une suite de corps de fonctiyngi, 7z, ...) ou T, = F, (xo0, x1, ..., Xs)
et xi2+1 = (xi2 + 1)/2x; pour touti > 0. Notons quely est le corps des fractions rationnelles. Pour tout nombre
premierp > 3, latourT /I, est asymptotiquement optimale sur le colfps, c'est—a-direT/sz atteint la borne
de Drinfeld—Vladut [6]. De plus, pour tout entiey 7; /I > est I'extension du corps des constanteddé,. Plus
précisément, ona:

Théoréme 2.1 .Soit p un nombre premier > 3. Alors pour tout entier k, ona:

(1) Ni(Ti/F2) > 271 (p — 1) et g(Ti/F 0) < 2441,
(2) Ni(Ti/Fp) + 2No(Ti/Fp) = 25+ (p — 1) et g(Ty/F ) < 2K+L,
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On déduit de I'existence de cette tour la proposition suivante :

Proposition 2.2.Soit p un nombre premier > 5. Alors pour tout entier n > %(p +1+€(p)) ou e(p) est le plus
grand entier < 2,/p,

(1) il existe un corps de fonctions algébriques Ti/F 2 degenre g(Ti /F ,2) tel que 2g(Ti/F 2) +1 < " Yp-1)
et Ni(Ti/F 2) > 2n + 28 (Ti /F ,2) — 2,

(2) il existe un corpsdefonctionsalgéoriques 7y /F , degenre g(Ty /F ) tel que 2g(Ty/F ) +1 < p=D/2(pl/2 —
1) et N1 (T /F),) 4+ 2N2(T /F ) > 2n + 2g (T /IF ) — 2 et un diviseur non-spécial de degré g(7; /F ) — 1.

On en déduit alors le théoréme suivant améliorant les bornes de la complexité bilinéaire de la multiplication
dans toutes les extensions des corps fihiset ), ou p est un nombre premigr 5 :

Théoreme 2.3Soit p un nombre premier > 5. Alors pour tout entier n > 1,

2

4
mp(n) <3n<l+ ﬁ)

Ce résultat améliore, en particulier, les bornes sepéeis asymptotiques de cette complexité pour les corps
finis premiers en caractéristiqge> 5, obtenues par Shparlinski, Tsfasman et Vladut dans [5], a savoir pour tout
nombre premiep > 3 :

M, :Iimsup“”—(n) <6<1+ %)

n—00 n pP—

Plus précisément :
Corollaire 2.4. S p est un nombre premier > 5, alors

M, =lim sup“”(n) < 3<1+ %)

n—00 n pP—
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