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Résumé
Soito 'automorphisme de Sg, 221+1y dont 'ensemble des points fixes est le groupe de Suzuki. Dans cette Note, on calcule
la table des caractéres de I'extensionigp2't1) x (o) que I'on utilise dune part pour voir que les blocs principaux du groupe
de Suzuki et de cette extension sont parfaitement isométriques et d’autre part pour déterminer explicitement les valeurs propre
de I'endomorphisme de Frobenius associées aux caractéres unipotents du groupe d€&@uzeikeér cet article: O. Brunat,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the characters of the Suzuki group. Let o be the automorphism of $f 221+1y 50 that the set of fixed points is the
Suzuki group. We propose in this Note to calculate the irreductible character$®2§ﬁ1) x (o), extension of degree two
of the symplectic group, and describe two consequences: fiegprihcipal block of the Suzuki group and of this extension are
perfectly isometric, and secondly we determine the eigenvalues of Frobenius of the unipotent characters of the Suzuki group.
To citethisarticle: O. Brunat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit G = Sp(4, F,), le groupe symplectique de dimension 4, défini sur une cléture algébrique du corps a 2
éléments. Si désigne une puissance de 2, on ngtéendomorphisme de Frobenius Gequi consiste a élever les
coefficients a la puissanégAlors le groupeG’! des points fixes est le groupe symplectique fini4Sp. Le groupe
G posséde un automorphisme de graphe exceptionnel que I'orer(@tar [3], §12.3). Soitn un entier naturel.
Alors le groupe de Suzuki est défini par SzG’ o0 F = Fa: o o ; voir [3], §14.1. On constate que? = F, (ol
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g =2t etdonconaSZ G:= GF = Sp4, q). Larestrictiono de F a G est un automorphisme d’ordre 2 de
G etil est alors naturel de considérer le gro@pe G x (o), extension d’ordre 2 de.

Dans cette Note, on a besoin des caracteres irreductiblgs Geet Sz. Les tables des caracteresalet Sz
étant connues (voir Enomoto [5] et Suzuki [8]), notre premier but est de déterminer célle de

2. Table de caractéresde G

Soit® ={a, —a,b, —b,a+ b, —(a +b),2a + b, —(2a + b)} le systéme de racines @ etd* ={a,b,a +
b,2a + b}. Le groupeG est engendré par une famille d’éléments natés), r € F, paramétrés pa® (voir [3],
Chapitre 4). On obtient en restreignant les scalait&slas mémes générateurs pa@irune description matricielle
de ces elements est donnee dans l'article d’'Enomoto (cf. [5], page 76).

On note(g, x) les éléments de. On appelle classe extérieure@doute classe de conjuga|sonle10n conte-
nue danss. Un caractére extérieur d@est un caractére qui prend des valeurs non nulles sur les classes extérieures.
L'espace des fonctions centrales sera nai@)Cet Irr(G) désigne I' ensemble des caracteres irréductibles. On dé-
signe parZIrr(G) I'espace formé des combinaisonsdaires entieres d’éléments de({s). L'automorphismer
agit sur GG) par¢? (g) = ¢ (o (g)) et stabilise Ir¢G). On dit quey € Irr(G) esto-stable siy? = . _

La théorie de Clifford nous permet de voir que le probléme de la construction de la table des carad®res de
est ramenée a celui de la connaissance des caracteres extérieurs sur les classes extérieures sktésitgtede
caractere linéaire d8 obtenu en composant la projection canoniqu&deirG/ G avec le caractére non trivial du
groupe a deux éléments, on a :

Lemme 2.1. Soit ¢ € Irr(G) et posons ¥ := Indg(w). S ¢y =y aorsonay = xy + xye 0l xy est un
caractere irréductible de~é dont la restriction & G coincide avec yr. S ¢ # 7, alors ¥ est irréductible et les
valeurs sont donnéespar v (g, 1) =¥ (g) + ¥°(g) et ¥ (g,0) =0

SoitEg={1...(g — 2)/2}. On poser = 2"t1. On peut muniZ/(q +r + 1)Z etZ/(q — r + 1)Z de la relation
d’équivalence ~ j si et seulement si= j oui = —j oui = gj oui = —¢q;. On note respectivemeny et £ les
classes non nulles modulo cette relationByifg +r + 1)Z etZ/(q — r + 1)Z. Les caracteres extérieurs @eont
pour restriction &G les caractéres-stables dont voici une paramétrisation. On se rapporte a I'article d’Enomoto
pour les notations.

Lemme 2.2. Les caractéres o -stables de G sont :

les quatre caractéres 1, 61, 04 et 05 de degré respectif 1, ¢(q + 1)2/2, ¢* et g(q — 1)%/2.

les (¢ — 2)/2 caractéres y1(i, (r — 1)i), i € Eo, dedegré (¢ + 1)% (¢ + 1) et quel’on notera XAo (D).
les (q +r)/4 caractéres xs((q — r + 1)), j € E1, dedegré (¢ — 1)? et que |’ on notera x4, (j).

les (¢ — r)/4 caractéres xs((q + r + 1)k), k € E2, dedegré (¢2 — 1)2 et quel’ on notera x 4, (k).

Soientyp et 7o respectivement des racines primitives complages 1)-iéme et(¢2 + 1)-iéme de l'unité. On
pose

(4-27%) (q—r+1)? (q+r+1)?
€0="p e1=1o" . 2=ty :

racines primitives respectivemefgt — 1)-ieme,(¢ + r + 1)-ieme et(qg — r + 1)-ieme de l'unité.
Le groupe de Suzuki posséde trois tores maximaygxAi et As. Ces tores sont cycliques, d’ordge— 1,
qg+r—+1,qg—r+1respectivement; on note), w1 etr, des générateurs (voir Suzuki [8], p. 123). On pose enfin :
eo(mo) = e +eo"'. el(mi)=ef +er” +el 4oy eh(mh) =eb + " Hep? 4y
En induisant des caracteres irreductibles de certains sous-grouﬁe@darrive a déterminer la table des carac-
teres deG. (Les détails paraitront dans [2].)
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Tableau 1 _
Les caractéres d&
L,0) Ga(D.0)  GappD.0)  aDxeqpD).0)  (who)  (xl.o) (h.o)
2%(q - D>+ 4q 242 4q 21 2g+r+1  2Aq-r+1)
1 11 1 1 1 1 1 1
04 1 42 0 0 0 1 -1 -1
9~1 1 r(g—-D/2 r/2 —r/2 —r/2 0 1 -1
05 1 r(g-1)/2 —r/2 —r/2 r/2 OA 1 -1
Xap) i€Ey ¢®+1 1 1 1 ) 0 0
Xa, () Jje€E1 (g-D@g-r+D1H -1 r—1 -1 0 —&] (] 0
Xa,k)  keEy (q-D@+r+1) -1 —r—1 -1 0 0 —ek(rh)

La premiére ligne contient un ensemble derésentants des classes extérieures éela deuxiéme ligne les cardinaux des centralisateurs. Les
multipliés pare n'ont pas été transcrits dans la table.

Théoréme 2.3. La table des caractéres de G est donnée dans e Tableau 1.

3. Isométrie parfaite

La référence pour ce paragraphe est I'article de Broue [1] /Baitdiviseur dg Sz| qui ne divise pa{ﬁ :S7, et
(K, O, k) un systeme-modulaire assez gros pour SZ2tOn rappelle que Ip-bloc principal d’un groupe fini est
le p-bloc contenant le caractere trivial. Soiegtet fo deux idempotents centrauespectivement dé Sz etOG,
qui correspondent ayx-blocs principauxo = O Szeg et Bo = OG fp de Sz et d&. Pour tout caractére généralisé
m deG x Sz, on définit deux homomorphismes linéaifgsZIrr(Sz) — Z Irr(é) etR, :Z Irr(G) — ZIrr(S2) par

~ 1 3

VgeG Lu0©) =g D e Yeth) VheSz  Ru(n)(h) = Zu h)n(g).
heSz geG

Ces deux applications sont adjointes I'une de I'autre pour les produits scalaires uszidis(@e et Zrr(Sz). On

dit que le caractérg est parfait s'il satisfait aux deux conditions suivantes :

(1) Pourg € G eth € Sz, on ali ) € O et ”(g(h) €.
(2) Siu(g, h)#0, alorsg est d’ or&re premier @ si et seulement gi est d’ordre premier @.

On note IrfAg) et Irr(Bg) les caractéres irréductibles appartenantaiptocs Ag et Bg etZ Irr(Ag) etZIrr(Bg)
les combinaisons linéaires a coefficients entiers d’éléments @&)ret Irr(Bo). Les deuxp-blocs Ag et Bg sont
dits parfaitement isométriques s'il existe un homomorphigmentreZ Irr (Sz) etZIrr(G) tel queu soit parfait et
la restriction del,, aZIrr(Ap) induise une isométrie enti&lrr(Ag) et ZIrr(Bg). On a alors le résultat (pour les
détails de la preuve, voir [2]) :

Théoreme 3.1. Soit p un diviseur premier de |Sz| qui ne divise pas [G:SZ, alorsil existe une isométrie parfaite
entre les p-blocs principaux de Szet G.

4, Descente de Shintani et conséquences

Les références pour ce paragraphe sont 'article de Lusztig [7] et le mémoire de Digne—Michel [4]. Le groupe
G est un groupe réductif connexe. SBiun sous-groupe de Borel rationnel @eet T un tore maximal rationnel
deB. On noteW le groupe de Weyl d6, identifié aNg(T)/T. Lendomorphisme agit naturellement suiv via
cette identification, et on remarque qfé est I'application identité d&V.
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Soitw € W et X,, = {gB € G/B | g"1F(g) € BwB} la variété de Deligne—Lusztig correspondante. ainh
nombre premier ne divisant pgs On noteQ, une cldture algébrique du corfily des nombreg-adiques, alors
pour touti > 0, on peut associer a la variéxg, un Q,-espace vectoriel de dimension firfig (X, Q,), le i-éme
espace de cohomologieadique a support compact &g, .

Le groupeG* et 'endomorphismé 2 agissent suk,,, donc surHci (Xw, Qp), et ces deux actions commutent.
Dans le cas ow est un élément de Coxeter, Lusztig prouve @eHC" (X, Q) est une somme directe de sous-
espaces propres d& qui sont desG* -modules irréductibles (cf. [7]). Solt un tel sous-espace propre, aldfs
est unipotent par construction et les valeurs propres associées ne dépendent pasatde €gales, a une puissance
positive deg prés, a une racine de l'unitey .

Le groupe Sz posséde deux caractéres cuspidaux unipotentsyvetdd’ dans la table de Suzuki [8], p. 143.
La notation est choisie telle que

W (xa(Dxp(Dxaqp(1) = 2"/ 1.

Lusztig [7], §7.4, a montré queyy = (—1+ +/—1)/+/2. On va compléter ce travail en déterminant explicitement
le signe. Pour cela, on va calculer les descentes de Shintdifi de-.

Soit f une fonction centrale sup, etg € Sz. Par surjectivité de I'application de Lang, il exigte G tel que
g =h~1F?(h). On définit alors la descente de Shintanifdpar Sh.2, f(g) = f(hF(h™1), o). Cette application
est bien définie, on se reportera a [4] pour plus de détails. Onggesé—1 — V—1)/+/2. En utilisant les tables
des caractéres dg et Sz, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.1. Avec les notations précédentes, on a :
Shyz, 01 = —L0V/2/2W — t0v/2/2W & Shyz)p s = —L0v/'2/2W — (ov/2/2WV  si n estimpair,
Shyz, 01=—LovV/2/2W — (0v/2/2W & Shyz)p s = —(0v/'2/2W — [ov/2/2W  si n est pair.

En remarquant que le théoréme principal 111, 2.3 dgrigi-Michel [4] s’applique encore a un endomorphisme
dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius, et en I'appliquant au c@iaqtérest dans la série
principale de G on obtient :

Corollaire4.2. Laracinedel’ unité associée a W est o (Si n estimpair) ou o (Si n est pair). Celle associée a W
est la conjuguée de celle associée a W.

Ces résultats complétent l'article de Geck—Malle [6] en confortant le choix de la définition de la matrice de
Fourier donnée dans le 85, p. 180.
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