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Résumé

Les structures automatiques (resp. arbre-automatiqoues)les structures relationnelles dont le domaine est un ensemble
régulier de mots (resp. de termes) finis et dont chaque relatiomique est reconnaissable par un automate multi-bandes
synchrones. Nous établissons des critéres d’automaticité et@modes critéres analogues d’arbre-automaticité, dont il découle
en particulier, d’'une part que graphe aléatoire n'est pas automatique, ni méme arbre-automatejlautre part, quéout
ordre bien fondé automatique est de hauteur strictement inférieur® aet quew‘”m est 'ensemble des ordinaux arbre-
automatiquesPour citer cet article: C. Delhommé, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abstract

Automaticity of ordinals and of homogeneous graphsWe establish criteria of automaticity and we state analogous criteria
of tree-automaticity which show, on the one-hand thatrandom graph is neither automatic nor tree-automeaicd on the
other hand thagvery well-founded automatic poset has height less #faand thatw®” is the set of tree-automatic ordinals
To citethisarticle: C. Delhommé, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abridged English version

Automatic structures andege-automatic structures are relationalistures with domain a regular set of finite
words (resp. terms) and each of whose atomic m@tatiis recognized by a synchronous multi-tape automaton.
Each such structure has a decidable first-order theory; intbeedch first order formula is effectively associated
an automaton recognizing the corresponding relatisee [12,13,11,14,3], and [6,5,2]).

In circulated notes, we proved ththe random graph, as well as the generic poset or the gemgrifree graph,
fail to be automatid7], and then thathe ordinalw® also fails[8] (thus, settling a question from [144® is in-
deedprecisely the set of automatic ordinal§ he proof given in [8], which is reproduced as Section 5 of [9], can
easily be adapted to bound the heights of automatic well-founded partially ordered-sets (see Corollary 2.2), and, a:
observed by the authors of [15], to bound the Cantor—Bendixon ranks of automatic totally ordered-sets.

In this Note, we formulate the proofs of [7] and [8]hieh share common features, as general criteria of
automaticity and we state analogougemia for tree-automaticity (Propiten 1.1, and Proposition 1.2 together
with Corollary 1.3). It follows, in particular, thahe random graph, as well as the generic poset or the generic
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£,-free graph, also fail to be tree-automaii€orollary 2.1), and thab®” is precisely the set of tree-automatic
ordinals(Corollary 2.2).

Let us state those criteria. In the seqflels a relational structure, with domain denoted Ry, over a finite
relational language. We refer to dirst-order formula over as ar-formula

Relative growth

Consider dinite set® (x) of t-formulas with free variables among whighis distinguished, and a sét of
finite subsets of(| with elements of every finite cardinality.

Given a finite subsef of |2(|, say that two elementsanda’ of || are®-equivalent ovelE (writtena NQE’ a’)
when for each formula(x, y1, ..., y,) (with all free-variables displayed) frod and every; e EP, A= g(a, B)
if and only if 2 = ¢(a’, 13). Say that a subset dfl| is @-free overE (for short that it iSE-®-fre€) when its
elements are pairwise nah-equivalent ovelt. Let ﬁjﬁf(E) :=min{maXcardF: F € F, F C G}: G is E-D-free
and of maximal sizee N.

Now, for each integern let z?}_’(n) = min{z?}f(E): E € F,cardE = n}. Then Proposition 1.1 assert§the

. . . D2(n) e . L logd 2 (n)
structure?l is automatic, thefiminf,_, ., 2 — < oo; if it is tree-automatic, thetiminf,,_, o Togn

When2l = (A, R) is the random graph, considen(x) reduced to the single atomic formuk(x, y) and.F the
set of all finite subsets of, in which case?}f(E) is simply maxXcardF: F € F, F is E-®-freg}: thenz?}ﬁ(n) =2"

Indecomposability

Given ar-structure® and a setl of r-structures, say thaB is a sum-augmentationf 7 when its domain
admits a finite partition on each clagsof which the induced substructuf® | B is isomorphic to an element
of 7. Say that®B is abox-augmentationf 7 when there are aon-emptyfinite family (5;: i € I) of 7 and a
bijection f:[[,c; IBi| — 1B| such that for eache I and evenyb e ]'[jel\{i} |B;|, the functionb — f (b ~b) is
an embedding o®B; into B, whereb ~ b denotes the tuple extendibgvith valueb ati. B

Given ar-formulag(x, y1, ..., yp) with all free-variables displayed, for each tuple [2|?, let (2], b) :=
{a e |2]: A E ¢, l;)} denote the subset ¢f(| defined byy with the paramete&?. Proposition 1.2 assertdf 2
is automatic(resp. tree-automat)cthen for everyr-formulag(x, y), there is a finite se‘b‘g of T-structures with

the property that for ever§ € |)?, the induced substructuf® | ¢ (]|, E) is a sum-augmentation 6&‘ (resp. is

a sum-augmentation of a set of box—augmentatio@?bf

Now, given a functiorv defined on some clasS$ of r-structures, say that an elemenof the range ofv is
sum-indecomposablgesp.box-indecomposablavhen given anyB € S and any se of which B is a sum-
augmentation (resp. a box-augmentation), ifakes valuex at B8, then it also takes it at some elementbf
Corollary 1.3 assertslf 2 is automatic(resp. tree-automat)¢then for everyr-formulag(x, y), v assumes only
finitely many sum-indecomposable valgesp. only finitely many simultaneously sum-indecomposable and box-
indecomposable valugsn the2l | ¢ (|2(], b)'s belonging toS.

Whenv is the functionheightdefined on the class of well-founded posets, the sum-indecomposable ordinals
are the powers ab. Thusthe well-founded part of every automatic poset has height lessadfanonsiderd® (x)
reduced to the single atomic formufa< x.

1. Présentation des résultats

Dans ce qui suit)l désigne une structure, de domajRi, sur un langage relationnel fini Parz-formule on
entendraormule du premier ordre sut. Chaque fois qu’en désignant une telle formule on fera apparaitre des
variables libres, on les fera toutes apparaitre.

1.1. Croissance relative

Considérons un ensemble fidi(x) de r-formules ou la variable libre est distinguée, et un ensemistede
parties finies dé¢2l| admettant des éléments de tout cardinal fini.
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Etant donnée une partie finkede|2|, disons que deux élément®ta’ de|| sont®-équivalents suk (auquel
cas on écrira ~§ a’) quand pour chaque formulg(x, y1, ..., y,) de® et tout upletb € E?, A = ¢(a, b) Si et
seulement sl = ¢(a’, B). Disons alors qu’une partie d#l| est®-libre sur E (ou E-@-libre) lorsque ses éléments
sont deux a deux nog-équivalents sufk. Soit alors

92(E) :=min{maxcardF: F € F, F € G}: G E-®-libre de taille maximurhe N,  puis
9% (n) :=min{02(E): E€F, cardE =n} e N.

@
Proposition 1.1. Si la structure2l est automatique, alorm infn_mi# < 00; si elle est arbre-automatique,

log®2(n)
logn

1.2. Indécomposabilité

alorsliminf,,_ «

Etant donnée une-structureld et un ensembld de t-structures, disons quB estsomme-augmentatiate
7T lorsque son domaine admet une partition ficle: i € ) telle que chaque sous-structure (indufg) B; soit
isomorphe a un élément dg, en d’autres termes, lorsqu'il existe une famille finign-vide(B;: i € I) de7 et
une bijectionf : ] [;.; IBi| — |B] telle que pour chaquee I, la restrictionf | |8;| soit un plongement de8;
dans® ; disons ques estboite-augmentatiode 7 lorsqu’il existe une famille finimon-vide(2;: i € I) de7 et
une bijectionf : [],; 1B:| — B8] telle que pour chaquiec I et toutb € ]’[jel\{i} |8;], la fonctionb — f(b ~ b)
soit un plongement d®; dans®, oub ~ b désigne l'uplet qui étentd par la valeub eni. _

Pour chaque-formuleg(x, y1, ..., yp), chaque parametiec ||” et chaque partid de|2|, ¢(A, b) désigne
la partie{a € A: A = ¢(a, b)} de A.

Proposition 1.2. Si la structure2l est automatiqugresp. si elle est arbre-automatic)jelors pour touter-formule
@(x, V), il existe un ensemble firﬂg de r-structures tel que pour tout € |2(|7, la structure induite [ ¢ (|21], b)

Soit somme-augmentation 6§‘ (resp. soit somme-augmentation d’un ensemble de boTte—augmentatLS(;fis.de

Considérons une fonctionde domaine une classede t-structures. Disons qu'un élémentde I'image dev
estsomme-indécomposal{lesp.boite-indécomposablesi pour chaqué € S tel quev(B) = «, tout ensemble
dontB soit somme-augmentation (resp. boite-augmentation) contient un élémgntideagex parv.

Corollaire 1.3. Sila structure?( est automatiquéresp. arbre-automatiqyealors pour chague -formuleg(x, ¥),
v ne prend qu’un nombre fini de valeurs somme-indécompos@blgs ne prend gu’un nombre fini de valeurs a
la fois somme-indécomposables et boite-indécompogahbiekes diverA | ¢ (|2(], b) appartenant aS.

Dans la section qui suit, nous présentons les résultats en vue desquels les criteres ci-dessus ont été établis. |
reste du texte est consacré a la démonstration desdits critéres, dans le cas automatique.

2. Applications
2.1. Relations binaires homogénes

(Voir [10].) Une structure relationnelle est diwmogénssi tout isomorphisme entre deux de ses restrictions
finies admet une extension en un automorphisme de la structure. Etant donnée une classe de relations binaire
appelongénériqueoute relation dénombrable homogene dont les types d’'isomorphie des restrictions finies sont
ceux des éléments finis de la classe ; une telle structure, lorsqu’elle existe, est unique. dxmsihkaléatoireest
le graphe générique, et pour chaque entigr3, il existe un graphe génériqudaivement a la classe des graphes
sans sous-graphe complet de tailléappelons lgraphe-sansg,, génériqué.



8 C. Delhommé / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 5-10

Corollaire 2.1. Le graphe générique, 'ensemble ordonné générigde et le graphe-sanst, génériques,, ne
sont ni automatiques [7], ni méme arbre-automatiques.

Preuve. Considérons, étant donné un symbole de relation binaiteensemble de formule® (x) = {x < y, y <

x,x =y}, et la classeF de tous les ensembles finis de sommetsdeu de toutes les antichaines (c’est-a-dire
ensembles de sommets deux a deux incomparables) fiflgsalede tous les indépendants (c’est-a-dire ensembles
de sommets deux & deux non adjacents) fini§geDans tous les ca%}f croit au moins exponentiellementt

2.2. Bons-ordres

Corollaire 2.2. Tout bon ordre automatique est de type strictement infériewf’ §8], et plus généralement, la
partie bien-fondée de tout ordre automatique est de hauteur strictement infériesffe Tout bon-ordre arbre-
automatique est de type strictement inférieusa .

Preuve. Considérer la fonctiomauteur(a valeurs ordinales) sur la classe des ensembles ordonnés bien-fondés.
L’argument donné dans [1] quant au fait que les puissances(tis »¢) sont les types somme-indécomposables

des bons ordres prouve également qu’ils sont les hauteurs somme-indécomposables des ordres bien fondés. Qui
aux types boite-indécomposables des bons ordres, il s’agib‘tfe@:f. [4]). D’autre part, pour chaque ord®g,

tout ordinal inférieur a la valeur prise parsur un2l | (]| < b) bien fondé est également une valeur prisepar

sur un tel type de restriction.O

On constate aisément que tout ordinal strictement infériext aest arbre-automatique ; en outre, puisque tout
segment initial d’'un bon ordre y est définissable par une formule du premier ordre avec un parametre, la classe de
ordinaux arbre-automatiques est un segment initial (cf. Section 3.2); aitisiest précisément I'ensemble des
ordinaux arbre-automatiques.

3. Préliminaires

Considérons un ensemble fini non vigle soit ¥ <“ I'ensemble desnotssur X, c’est-a-dire des suites finies
d’éléments de¥' ; lalongueurd’une telle suiteu sera notégu|, de sorte que = (u(k): 0 <k < |u]) ; le mot vide,
seul mot de longueur nulle, sera netd_e mot concaténé de deux mat®tv est notéu - v.

3.1. Automates

Considérons urautomate A = (X, 9, A, I, F) sur l'alphabetX, dont Q est I'ensemble (fini) des états,
I et F les ensembles d’états initiaux et finaux, et dont la fonction de transitiomest — P(Q x Q),
a +— a : ainsi chaque: est une relation binaire sur I'ensemble des étatscéloul de A sur le motu est toute
suite finieg(0)---g(Ju|) d’états telle que, pour chaque< |u|, (g(k),q(k + 1)) € u(k) (on écrirag(k) u(k)
g(k +1)); ce calcul estréussisi ¢(0) € I etg(Ju|) € F. Le langage(régulier) reconnupar A est I'ensemble
L 4 des mots admettant un calcul réussi. La fonction de transiticgiétend aux mots u +— u € P(Q x Q)
de facon & ce que = idg (la relation associée au mot vide est l'identité @® et pour tous motsi et v,
u-v=uoVv:={(g,q"): 3q’, quq’ etq’ v 4"} (chaque lettre étant identifiée a un mot de longueur 1). En particulier
Loai={ueX<®:un( x F)#ga}.

3.2. Structures automatiques

Etant donné un symbolé ¢ ¥, soit ¥ I'alphabet > U{(J}. Pour chaque mat et tout entierk > |u|, u(k)
désignera le symbolél. Pour chaque uplgus, ..., u,) de mots sur¥, (uy,..., u,)® désigne le mot suE;"
de longueur maj{us|, ..., |u,|} tel que pour touk, (Ug, ..., U,)® k) = (U1(k), ..., U,(k)). On étend la notation
aux ensemble& de uplets de mots pdr® := {x®: x e U}.



C. Delhommé / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 5-10 9

Une t-structure automatiqueéLy, Lr: R € t) d’'alphabetX est spécifiée par un langage régulier (de mots
sur X) Ly, et, pour chaque symbole relationrield’arité m, une relatiorvn-aire L sur Ly (c’est-a-dire une
partie deLy™) telle queL® soit un langage régulier (de mots stif™). _

Etant donnée une telle structu®e pour chaquer-formule (x1, . .., Xm, y1, ..., yp) €t parametre € |A|?,
e(A™, b)® est un ensemble rationnel (de mots &™) qui dépend récursivement d:eetE (voir [12,13,11,14,
2,3)).

4. Démonstrations des Propositions 1.1 et 1.2

On considere une structure automatigie, Lr: R € t) d'alphabet>. Désignons paf” I'ensembleX<* des
mots surX. Pour chaque parti§ de I', soit S := S N Ly 'ensemble des sommets de la structure codés par des
éléments de§. Pour chaque entier € N, désignons paf;, I'ensemble des mots de longueur inférieure (ou égale)
an, puis désignons par, := I, 'ensemble des sommets codés par de tels mots. Pour tolg iedbngueur au
moinsn, désignons pas [ n son segment initial de longueny c’est-a-dire(s(k): 0< k < n).

Considérons un automatéy = (X, Qy, Ay, Iy, Fy) reconnaissanLy, pour chaqueR € ¢ d’'arité m, un
automateAr = (X", Or, AR, Ir, Fr) reconnaissanLz®, et plus généralement, pour chagudormule
@(x, ¥1, ..., yp), un automated, = (o7, Q,, Ay, I, F,) reconnaissant,® := ¢(Ly*™7)®. Lamorce
commune des preuves des propositions consiste a joukrssoibservations suivantes (cf. Affirmations 1 et 3).

Observations. Pour tous mot#, t, to, t1, ..., tm, S1, ..., Sp, tels que led - t, et less, appartiennentdy, et que
h soit au moins aussi long que chagse

h-te Ly < hy oty rencontrely x Fy. (1)
AERM-t1,....,h-t,) = (h,....mW®, o ts, ..., tw)®, rencontrelr x Fr. (2)
AE=oph-to,s1,...,5) & (h,s1,..., sp)®¢ o(to, €, ..., e)®¢ rencontrel, x F,. (3)

4.1. Croissance relative. Preuve de la Proposition 1.1

Lemme 4.1. Etant donné un ensemble fidi(x) de r-formules, il existe un entier tel quevn € N, Vse Ly,
35 € Vyie S ~$n s. En particulier, pour chaque parti& deV, et toute partieE-®-libre F de Ly, il existe une
partie E-®-libre de V,,.. de méme taille qué'.

Preuve du Lemme. Soit (x, y1, ..., yp) une énumération des variables admettant au moins une occurrence libre
dans un élément d&. Considérons la fonction :

. . ® . 2 2
first— (ty; (te, ....€) o 9 €®)eP(Qy?) x HP(Q(p )-
ped
Cette fonction, qui prend ses valeurs dans un ensemble fini, disons de taille est définie de sorte que pour
chaquer e N :
Affirmation 1. Soit un mot de longueur. Pour toust ett’ dansr™, si f(t) = f(t'), alors
h-teLy ¢h-t'eLy, auquelcah-t~y h-t'.

Preuve de I'Affirmation. Observations (1) et (3) ci-dessusatfirm
Affirmation 2. Pour chaqud € I', existe urt’ dansI, de méme image paf.

Preuve de I'Affirmation. Il suffit de constater que pour tout motde longueur strictement supérieurec a
existe un mot strictement plus court de méme image fiaPour constater cela, observer que pour urt tel
existent 0< k < £ < |t] tels quef(t | k) = f(t [ £), puis considéret’ = (t | k) - v pour I'uniquev tel que
t=(t[0)-v. DOafiirm
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Maintenant considérons e Ly. Au cas ou il n’appartiendrait pas déja/a.., considérer I'unique mdttel
ques=(s|n)-t,puiss =(s[n)-t pourunt’ e I, telquef(t") = f(t). O

Preuve de la Proposition 1.1.Soito le nombre d’éléments dE. Vérifions que la liminf en question est inférieure
ao‘. Supposons, par I'absurde, que pour un centairo© et unN € N :

VE € F avec card > N (VG E-®-libre de taille maximuniF € 7, F C G et cardF >t cardE)

alors, partant d'unfp € F tel que cardp > N et étant donné umg € N pour lequelFp € V,,, on déduit
d'applications répétées du Lemme 4.1 I'existence d’une siite k € N) de F satisfaisant Yk € N, Fi € Vyqkce

et cardF, > r* cardFp. Ainsi, commeF; C Vio+ke €t que pour tout cardV, < cardl;, < (n + 1)o”, il s'ensuit
queVk € N t* cardFp < cardFy < cardVy,gxe < (no + ke + 1)a"0k¢ < "0 x (ng + ke + 1) x (6)*, ce qui
conduit & une contradiction (considékesuffisamment grand). O

4.2. Indécompailité. Preuve de la Proposition 1.2

Preuve de la Proposition 1.2.Considérons une-formuleg(x, y1, ..., y,). Pour chaqué= (s, ...,s,) € Ly?,
et touth € I au moins aussi long que chacun dgssoit

fh9:=(by, (s 5)% (.. WO Rer)e P(Qv?) x P(Q,%) x [ | P(Qr?).
Ret
Cette fonctionf, qui prend ses valeurs dans un ensemble fini, est définie de sorte que :

Affirmation 3. Le type d’'isomorphie d& | ¢(h- I", ) ne dépend que dg(h, 3).

Preuve de I'Affirmation. Etant donnés deux motset h’, considérons la bijectioh - t — h’ - t entreh - I et

h . I". Etant donnés deux uplets de matst § tels quef(h,3) = f(, ), il résulte de I'Observation (1) ci-
dessus que cette bijection envaie N (h- I") surLy N (K - I'), puis de I'Observation (2) qu’il s'agit en fait d'un
isomorphisme entrél [ Ly N(h-I'") et | Ly Nn(h’' - I'); il résulte en outre de I'Observation (3) qu’elle envoie
oLy N(h-T),9 sure(Ly N (' -I),3); ainsi elle établit un isomorphisme ente| ¢(Ly N (h-TI),3) et

AT eLyN(h-T),9). Oaffirm

Etant donné alors use Ly”, considérer un majoramt de 'ensemble des longueurs dgs puis la partition
finie p(Lv,9 = Ujucpry 9 juj<n i YlUnesneh- 1,5, O
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