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Résumé

Dans cette Note, nous nous intéressons a I'étude théorique d’'un modéle stratigraphique de formation des bassins géologique
par sédimentation. Aprés la présentation du modeéle physique a désagrégation limitée, nous proposons une formulatior
mathématique a I'aide d’'une loi de conservation originale. Ensuite, nous donnons la définition d’une solution ainsi que des
outils mathématiques pour aborder le probleme. Nous terminons par I'étude plus élaborée du cas monodimensionnel, avant d
présenter quelques problémes ouvertair citer cet article: G. Vallet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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Abstract

On a conservation law arising from Geology.In this Note, we are interested in the theoretical analysis of a geological
stratigraphic model, taking into account a limited weathering condition. Firstly, we present the physical model and the
mathematical formulation, which lead to an original conservation law. Then, the definition of a solution and some mathematical
tools in order to resolve the problem are given. At last, we treat the 1-D case and we present some open pimbierttss
article: G. Vallet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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Abridged English version

New stratigraphic models lead to mathematical questions which are difficult to answer. The main processes
in sedimentary basin evolution are the erosion, deposition mechanism of sediments and vertical compaction. At
large scale in time and space, dynamic-slope approaches are usually preferred to fluid flow models. See Greanjeo
et al. [10] and Eymard et al. [7] for the multi-lithological model, or Antontsev et al. [1] and Gagneux et al. [4] for
mathematical studies of the mono-lithological case.

The model proposed states a mathematical description of the coupling of the weather limited erosion and a
diffusion model, following the ideas from the Institut Francais du Pétrole.

Let us consider a sedimentary basin, denote@bwith bases2, and, for any positivg’, noteQ =10, T'[ x £2.
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One assumes that the flow of matfgiis proportional tovu where one denotes hy the sediments height
(topography). Then, the weathering limited process is expressed as an inequality constraint on the erosion rat
—%—L; in the following way:E + ?TL; > 0 whereE is a given positive function of.

In order to reconcile this claim with a conservative formulation, one has to introduce a suitable duality multiplier
A, a prioriin[0, 1], such thay = AVu. Therefore, mathematical modelling leads to a free boundary problem via
the pair(x, u) solving Eq. (1) completed by homogeneous Dirichlet boundary conditions and by an initiabdata

As one may construct many solutions to such a problem, one has to impose the unilateral condition (2) for the
flux limitor and the inequality constraints on the erosion rate. One proposes in Antontsev, Gagneux and Vallet [2]
a mathematical conservative formulation taking into account (2). In order to do this, let ugnbie maximal
monotone graph of the Heaviside function, thgnu) is formally solution of (3); hence our interest for equations
and differential inclusions of the type:

ou ou ou ou
0=— —div —+ E |V and O — —div[H|—+E |V respectivel
at <a<3t7L ) M) ot ( <8t+ ) u) P y
Therefore, one may look for a relevant solution to this problem in the sense of Definition 2.1 by using the
implicit time-discretized scheme (4). Thanks to appropriate a priori estimates, one proves the existence of a mild
solution in the sense of Bénilan et al. [5], but the difficulty is to make sense of the continuity equation. Nevertheless,
in the 1-D case, the existence of a solution is proven in the last section.

1. Introduction et présentation du modele

Pour de grandes échelles de temps et d’espace, les modéles stratigraphiques doivent rendre compte du transp
des sédiments, en connaissant a priori la tectonique, I'eustatisme et les flux de sédiments aux frontiéres du bassi
comme le présentent Greanjeon et al. [10] et Eymard et al. [7] dans le cas multilithologique, ou encore Antontsev
et al. [1] et Gagneux et al. [4] pour une étude mathématique du cas monolithologique. Ony est conduit a considére
un modeéle gravitaire ou le flux de sédiments est proportionnel au gradient de la topographie, moyennant un
coefficient de diffusionk . La base du bassin est un domaine fixelont on connait la position verticalé(z, x)

a chaque instantet pour toutx de 2. Enfin, si on note: la hauteur de sédiments, en fonctionrdet dex, la
topographie est donnée pér+ u. L'aspect original de ce modéle « weather limited » (i.e. & désagrégation limitée)
développé a I'Institut Francais du Pétrole, réside dans I'imposition d’une contrainte d’obstacle sur le taux d'érosion
—?,—L; qui doit rester inférieur a une fonction positive donreePour ce faire, le flux diffusit-K V(H + u) est

corrigé de fagon a respecter la contrainte, tout en maintenant une formulation conservative, par l'introduction d’'un
flux réel —AK V(H + u), ou A est une fonction a valeurs a priori dgfs1], a choisir « convenablement ».

D'oti 'équation dang) = 2 x 10, T[ : 2 — div[AKV(H +u)] =0avecl + E >0, E:t —~ E(1).

Pour sérier les difficultés, nous proposons dans cette Note des conditions de bord du type Dirichlet homogéne
Les auteurs précédemment cités envisagent des conditions pariétales faisant apparaitre une contrainte unilatére
d’asservissement instantané sur une partie du bord dont I'analyse mathématique se fonde sur le chapitre 2 d
Duvaut et Lions [6] (voir aussi les « nouveaux problémes unilatéraux » de J.-L. Lions [8], p. 420) traitant de
I'asservissement thermique instantané au bord.

Pour simplifier, on suppose de pld$ constant etk = Id, de sorte que I'étude porte sur le probléme de
frontiére libre suivant : rechercher les couplgsu) a priori dansL>(Q) x [H1(Q) N L>(0, T; Hy(£2))], tels

que%—”; + E > 0dansQ, u(0, -) = ug danss2 avecug dansHol(Q) N L% (£2) et régis par la loi
ou .
E(t’ x) — Div{Ar(t, x)Vu(t,x)} =0 dansQ. (1)

A ce stade, il est essentiel de faire une double remarque, illustrée par I'exemple élémentaire suivant lorsque
E =0. Puisqué(?,—‘; > 0, on montre que pour presque tout.Vu™ = 0 p.p. dans?.
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(i) Si, par exempleyo > 0 dans un ouverb non vide des2, alorsAVu = 0 p.p. dansy. L'équation révéle que
%—LI‘ =0 p.p. dansv puis queu(t, -) = ug p.p. dansw. Il suffit alors de choisirg de sorte qu&/ug # 0 dansw pour
se rendre compte que le probléme dégénére par annulatian de

(ii) Dés lors queVug = 0 dansw, A est quelconque et la modélisation nécessite un critére pour sélectionner le
représentant de physiquement admissible.

Gallouét et Masson dans [7] proposent de considérer une contrainte instantanée globale d’asservissement de
forme

§+E>O, 1-12>0 et (2—1:+E>(1—A):0 dansQ. (2)

Notons que cette contrainte supplémentaire s’avére insuffisante pour assurer l'unicité de la solution. En effet,
dans la seconde partie de I'exemple ci-dessus, il existe encore une infinité de solutions possibles et un critere d
maximalité sur. dans[0, 1] est a considérer pour la sélection réaliste 1;v,,~0;.

Gallouét remarque dans [9] qu'il est important de rechercher une « bonne » formulation du probleme. Dans ce
but, on propose dans Antontsev, Gagneux et Vallet [2] une écriture conservative englobant (2). Si Bnleote
graphe maximal monotone de Heaviside (Hgx) =0six <0, H(x) =1six > 0etH(0) =[O0, 1]), alors(x, u)
est solution du probléme de Cauchy-Dirichlet :

0= 2—? —div(AVu) ouaxe H(?}—j + E) dansQ, u(0, ) = uo, u(t, Vs =0, 3)

d’ou I'intérét pour I'étude des équations (resp. inclusions différentielles) du type nouveau et hyperbolique dégénéré
(informellement, & cause du term@ 3 + E)V 3“vy),

au . ou . du . ou
O0=— —divial — + E |Vu respectivement@ — —div| H{ — + E |Vu | ).
at at at at

A notre connaissance, il n‘existe pas d’étude mathématique de telles équations, alors que Antontsev fait
remarquer dans [2] la présence de lois de conservation de la fosem%O— div(a(u, %—’;)Vu) en mécanique des
fluides : voir [11] et [12].

2. Définition d'une solution physiquement admissible et existence

Définition 2.1. Une solution physiquementadmissible de (3) est un couple) de L>°(Q) x [H1(Q)NL>(0, T;
Hol(Q))] telquex e H(%—”j + E) et vérifiant pour presque touet pour touty deHol(Q), fg{?,—b;v +AVuVu}dx =
0 avecu(0, -) = up, ol A est maximal au sens oul pour tout autre solutjonw) de (3) dand.®(Q) x [HX(Q) N
L>®(0, T; Hi(£2))], alorsu < A p.p. dansp.

Le critére de maximalité, conforme & la pratique des géologues [10] garantit I'unicité en écartant des solutions
physiqguement non pertinentes. Pour mettre en évidence I'existence d’une telle solution, on propose une méthod
de semi-discrétisation de la variable temps, via une technique de viscosité artificielle. Enfin, on supgosstque
une fonction réguliére du temps (obstacle mobile).

Ainsi, pour les deux parameétres réels strictement posigfish, on noteEy = E (kh),

H:(x) =max ¢, min f+8 1 et F"(x)—/x#dt our tout réek
O L P = HarEn " P ’
0
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Proposition 2.2.11 existe une unique suite:*); dansHg($2) telle queu? = ug et vérifiant

k-1 Kk ok—1

k_
Vo e HX(), /{%v—l—&(%—i—Ek)Vu];-Vv}dx:O.
2

De plus,0 < uf < supesg uo.
La preuve s’articule autour du théoréme de point fixe de Schauder—Tykonov et du principe de maximum.

Lemme 2.3.Indépendamment deeth, la suite(uﬁ)k est bornée dang®° (£2) et vérifie,
n n
Vel 23k i g [ sy + ok~ i g g < ol
’ hk - e e L) e llH}(2) P e e lHl@) S H}(2)

Il suffit pour cela d’employer la fonction-test= F* ((u* — u¥=1)/n).
Le premier passage a la limite porte sur le paramg&freur énoncer le résultat de convergence suivant :

Proposition 2.4.11 existe une suit&i, u*); dansL>(2) x H}($2) telle quer; € H(u* —uf=Y)/h + Ep),

uk_uk—l
Vv e H}(R), /{Tv—kkkvuk.Vv}dx:O, u® = ug. 4)

De plus,0 < u* < supess ug etu* > u*~1 p.p. dans2.

Notons alorsiy (7, x) = Zﬁzo[“k‘;H (t — kh) +u* "1 kn. k10 OUu~t = u® eth = T/N, pour obtenir que

Proposition 2.5. La suite (i) est bornée dangf1(Q) N L®(Q) N L>®(0, T; Hol(Q)), de sorte gu'elle est
relativement compacte dady|[0, 7], LZ(Q)A). A
De plus,y = Y oo rklkn, (vl € H(% + Ey), % > 0p.p. dans et il vient:

Vv e L3(0, T, H3(£2)), /{aaithv + A"V, - W} dx dr = o(h). (5)

Chaque point d’accumulation représente une « bonne solution » au sens de Bénilan et al. [5]; cependant, I
double convergence faible fait difficulté pour passer a la limite dans le tﬁémévﬁh -Vudxdr.

Dans le paragraphe suivant, on propose une possibilité de passage a la limite en dimension un d’espace, ma
observons en premier lieu quelques cas de figures triviaux :

(i) siup>0danss2, alors la solution estl(v,,=0}, 40) ;
(i) si up est négatif avedug > 0 dansD’(£2), la solution réaliste esfl, w) ouw est la solution de I'équation de
diffusion de la chaleur, le coupl®, ug) étant une solution par artefact.

3. Etude en dimension un d’espace
Dans cette sectiol? =]—1, 1] et on suppose qug = 0.

Commencons par cette remarque, essentielle pour dégager un principe constructif : puisquet4)seste
croissante, la fonction — (A1u¥’)(x) est continue et croissante gurl, 1]. Cela permet en particulier de montrer
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que siug est positif suf—1, —1+ e[ U ]1 — ¢, 1[ pour une positif, alorsxlu? = 0 etu! = ug dans]—1, 1[. Par
induction, la solution recherchée pour le probleme (3)Y&st, =0}, 10)-

Supposons désormaig > 0 sur]—1, 0] etug < 0 et convexe suf0, 1[ avecug strictement décroissant sur
[0, o], constant sufa, B] (si nécessaire, sinan= B) et strictement croissant sp, 1].

D’aprés ce qui précéde, & la premiére itératidn= uo dans[—1, 0] et commexg < 0 dans]0, 1[, le principe
du maximum assure qué < 0 aussi.

Notonsx (k) = supix € [—1, 1], A1u¥(x) = 0}. On rechercher(h) < 1 et on remarque que nécessairement
x(h) > 0, sinon, on aurait une contradiction avé¢l) = 0.

On est donc ramené a recherchér) > 0, ul € HY(x(h), 1) etal € H((w! — uo)/ h) avecil > 0, tel que

ul —h(3 ) =uo  dans|x(h), 1, avecul(¥(h)) = uo(¥(n)), u” (x(h)) =0 etu'(1) = 0.

On montre I'existence et l'unicité d'un tel poiatz) < « et on justifie quex(h) = Xx(h). Cela nous permet
de construire explicitement litératiom! et de remarquer que! est négatif et convexe syé, 1[, strictement
décroissant sul0, x (h)[ puis strictement croissant slix(k), 1[. Enfin, on prouve qu’il ne peut pas exister une
autre solution(u, w) telle quen > 0 sur]—1, x(h)[. Ainsi, la solution construite est la solution maximale au
regard des relévements possiblestigu’ — ug)/ h).

Il est donc possible de poursuivre la constructiontiet A* par récurrence de la fagon suivante : il existe une
suite décroissante de point§(i) dans[0, «] telle que

k k k
A= 1]xk(h),l[ et u"'= uo 1]—l,xk(h)] +w 1]xk(h),1[’

ot w* est la solution du probléme :
wk — h(wh)" =uo  dans]x*(h), 1] avecw® (x*(h)) = uo(x* ), (w*)'(x*(h)) =0 etw* (1) = 0.

Ainsi, suivant la notation de la propriété 2(&;,),, est une suite bornée daB¥(Q) N L> (Q) avec en particulier
var(x,) < T + 1. Une sous-suite extraite converge donc p.p. dars dansL1(Q) vers un élément de L>(Q)
avec 0O< A < 1 p.p. dang).

De plus, a la limite, par un argument de monotonie, ¢h & 1)‘3—”; =0 p.p. dany.

Ainsi, A € H(%—”;) et comme le passage a la limite dans (5) est devenu possible, on a bien construit unesolution
au probléme (3), avec I'information supplémentaire, propre au cas 1-0r, @& (Q) selon le théoréme d’Ascoli.
Notons que la convergence p.p. avec des valeurs de la(ayjtedans{0, 1} implique quei(z, x) € {0, 1} et donc
p.p.-A=1, 0lw C Q estun ensemble a périmétre fini.

On montre que la frontiére libréw N Q est le graphe d’une fonction— £(¢) décroissante, continue.

3.1. Conclusion et problémes ouverts

On présente ici une nouvelle loi de conservation dont I'étude générale reste encore ouverte pour comprendre I
formation des zones d’hyperbolicité et de parabolicité. A titre d’exemple, I'étude précédente montre que pour un
choix d’'unug qui change de signe en restant positif localement autowrIdet de 1, la zone ouig est négatif est
hors d’'influence.

Pour le probléme autonome, on parvient toutefois a présenter quelques résultats et des illustrations en dimensio
un d’espace pour des topographies initiales simples. Ces illustrations semblent valider la conjecture suivante
lorsqueug change de signe, existe-t-il un ensemble Q tel quex = ug dansQ\w etu est solution de I'équation
de la chaleur dane ? La frontiére libredw N O est-elle caractérisée, lorsque I'on nate= u,, par la double
condition de type Rankine—Hugoniaij,ng = ug et g—ﬁlaan =07

On retrouve sous une forme généralisée la problématique du probléme de Bernoulli comme la présente pa
exemple Beurling dans [3].
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