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Résumé

Une fois introduite, pour un automorphisme de groupe, la notion d'étre hyperbolique relativement a une famille de sous-
groupes, on établit un analogue «relatif» du « Combination Theorem» de Bestvina—Feighn pour les groupes suspension:
Gy = G Xy Z ou G est un groupe hyperbolique etun automorphisme relativement hyperbolique @elLes deux types
d’hyperbolicité relative, a la Farb et a la Gromov, sont traiResir citer cet article: F. Gautero, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
336 (2003).
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Abstract

Relative hyperbolicity of mapping-tori of hyperbolic groups. After introducing the notion of group automorphism
hyperbolic relative to a family of subgroups, we establish an analog of the Bestvina—Feighn’s Combination Theorem for
mapping-tori groupsGy = G xq Z of relatively hyperbolic automorphisms of hyperbolic groupsG. Both Farb’s and
Gromov’s relative hyperbolicity are considerda.cite thisarticle: F. Gautero, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abridged English version

An important particular case of the Bestvina—Feighn’s “Combination Theorem” [2] is the case of mapping-tori
groupsG, = G X Z of hyperbolic groupss: G, is hyperbolic if and only ife € Aut(G) is hyperbolic, that is:
IA>1, N>1 YweG, rMw| <max|a? (w)], o=V (w)]), where| - | is the usual word metric. In [1] appears a
question of Swarup, who asks for a generalization of this kind of theorem in the relatively hyperbolic context, see
[4] for a first answer in a different setting. Two notions of relative hyperbolicity exist, one is due to Gromov [8]
whereas the other one has been elaborated on by Farb [5]. Bowditch [3] allows us to present both of them with
Farb’s terminology.

Let G be a group with a finite set of generators and with associated Cayley gret H be a finite collection
of subgroupd; of G. For each left cosetH;, we add a vertex(g H;). Each such vertex is joined to all the vertices
of I associated to elements 6f in the same left cosetH; by edges of Iengtl%. This is the Farb’s grapli’y.

A I'-pathy is a I'-trace of a (u, v)-quasi geodesi8] 7 of I}y if y can be obtained frony by susbstituting
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each passage througltaclass by al"-geodesic with same endpoints. The grdphsatisfies thé8ounded Coset
Penetration propertyBCP), with a constantC (u, v) > 0, if any pairy, y’ of I'-paths with same initial point,
the terminal points of which are dt-distance at most 1, and which afetraces of(u, v)-quasil"y-geodesics,
satisfies the following properties: (1)fandy’ go through a samg-class then their entrance points in this class
are atl"-distance at mosf (u, v) one from the other. (2) iff goes through &{-class into which/’ does not enter
then thel"-length of the subpath gf corresponding to the passage through Hislass is less or equal t©(u«, v).

Definition 0.1 [5,3]. The groupG is hyperbolic Farb-relatively td+ if the graphl’y is hyperbolic. If moreover
I'y satisfies the BCP, the@ is hyperbolic Gromov-relatively t@1.

Leta € Aut(G). A collection’H of subgroups o6 is a-invariant up to conjugacy itVH e H3H' e H, w € G;
a(H) =w 1H'w. For anyH, there exists a minimal integer; andwy € G such thaw# (H) = w;IleH. If
H = {Sy, Ry), themapping-toruf H is the collectionH, = {Hy}gz < Of subgroups of5, = G x4 Z where
H, = (SH, t; "Hwyat (Sy) = SHl‘nHwH).

Definition 0.2. An automorphisna of a groupG with system of generatofsis hyperbolic relatively to a collection
of subgroupgt which isa-invariant up to conjugacy if there exist > 1, A > 1 suchthatYw € F, — H, AMw|y <
max(|a (w)|3, e~ (w)|x), where| - | is the word metric foiG equipped with the system of generators which
is the union ofS with the set of all elements of the subgroup$n

Theorem 0.3.Let G be a hyperbolic group and let € Aut(G) be hyperbolic relatively to a finite collectiol
of finitely generated subgroups &f. If G is hyperbolic Farb-relatively(resp. Gromov-relativelyto H then
G, = G % 7 is hyperbolic Farb-relativelyresp. Gromov-relativelyto H (resp. toH,,).

We will only give a sketch of the proof, details will be found in a paper to comeGAis hyperbolic, it is
hyperbolic Farb-relatively to a finite familt of finitely generated subgroups if and onlyHfis quasi convex it
If G is without torsion, it is hyperbolic Gromov-relatively g if and only if  is quasi convex and malnormal
in G. Using the theory developped [8], we show that for any automorphism of such a gra@iiphere exists an
optimal collection of subgroups satisfying the hypothesis of The0r8nit suffices to take a maximal collection
of maximal subgroups with polynomial growtin. a way similar to [7], we are able to reduce the proof to the
case of the mapping-torus of a tree-map. Thus, in this Note, we only elucidate the free group case. The proof ther
amounts to approximating the geodesics in the Cayley complex of the mapping-torus@yceguipped with
its standard presentation. The basis observation [6] is that this Cayley complex carries a non singular semi-flow
with a transverse foliation by trees and with a particular dynamical behaviour. The geodesics are concatenations o
subpaths of the orbits with subpaths in the trees of this foliation, these are copies of the Cayley graph of the free

group.

1. Introduction

Un cas particulier important du « Combination Theorem» [2] concerne les suspelgjorsG x, Z de
groupes hyperboliques : G, est hyperbolique si et seulementse Aut(G) est hyperbolique [8,2], c’est-a-dire :
In>1, N>1;VweG, rMw| <max|o? (w)], o~V (w)]), ou| - | désigne la métrique du mot usuelle. Dans [1]
apparait la question, posée par Swarup, d’avoir une version «relative » de ce type de théoréme, [4] donne un
premiére réponse dans un cadre différent. L'hyperbolicité relative a été introduite par Gromov [8] afin notamment
de pouvoir traiter les groupes fondamentaux de 3-variétés compactes a bord d’intérieur hyperbolique. Deux notion:
d’hyperbolicité relative co-existent, celle de Gromov et une due a Farb [5]. Bowditch [3] nous permet de les énoncer
dans un cadre unique, celui de Farb [5].
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2. Enoncé du théoréme

SoitG un groupe muni d’un systéeme fini de générateurs, avec graphe de CaydejtH une collection finie de
sous-groupe#l; deG. Pour chaque classe a gauatié, on ajoute un sommet(x H;) que I'on joint aux sommets
de I' correspondant aux éléments de cette classe par une aréte de Io%gméest legraphe de Farbl’y. Un
I'-cheminy est unel"-traced’une (u, v)-quasi géodésiqu@] 7 de I’y siy s'obtient dey en susbstituant chaque
passage a travers ufté-classe par uné’-géodésique de mémes extrémités. Le graphesatisfait laBounded
Coset Penetration propertCP), avec une constant®(«, v) > 0, si toute paire’, y’ deI"'-chemins qui ont méme
point initial, dont les points terminaux sont/a-distance au plus 1, et qui sont déstraces de(u, v)-quasi
Iy -géodésiques, satisfait les deux propriétés suivantes : (1)eBi’ traversent une ménik-classe alors leurs
points d’entrée sont & -distance au plu€ («, v). (2) Siy traverse uné{-classe que’ ne traverse pas alors la
I'-longueur du sous-chemin de correspondant au passage a travers chttelasse est inférieure ou égale
acC(u,v).

Définition 2.1[5,3]. Le groupeG esthyperbolique Farb-relativement® si le graphe™y est hyperbolique. Si de
plus I'y; satisfait la BCP, alor& esthyperboliqgue Gromov-relativementta.

Soit « € Aut(G). Une collectionH de sous-groupes d& estw-invariante a conjugaison presi : VH € ‘H
3H' € H,w € G;a(H) = w 1H'w. Pour toutH, il existe un entier minimahy et wy € G tels que
o"t (H) = w,;leH. Si H = (Sy, Ry), lasuspensiome H est la collectior, = {Hy}y < de sous-groupes
de Gy =G Xg Z 00U Hy = (Sy, t; "Hwya™ (Sy) = Syt"Hwy). Les élémentavy sont nomméxléments
a-caractéristiques dét.

Définition 2.2. Un automorphismer d’'un groupeG de systéme génératefirest hyperbolique relativement a
une collection de sous-group@s a-invariante a conjugaison prés s'il exisde > 1, 1 > 1 tels que Vw €
Fp—H, Mwly <max(|a (w)|y, | (w)]x), ol - |3 estla métrique du mot sd muni du systéme générateur
qui est I'union deS avec I'ensemble des éléments des sous-groupgs de

Théoreme 2.3. SoientG un groupe hyperbolique et € Aut(G) hyperbolique relativement a une collection finie
'H de sous-groupes finiment engendrésG ®ist hyperbolique Farb-relativemefresp. Gromov-relativemena H
alors G, = G %, Z est hyperbolique Farb-relativemefresp. Gromov-relativemena H (resp. aH,).

On ne donnera qu’un apercu de la preuve, les détails apparaitront dans I'article a venir. Comme l&gsupe
hyperbolique, il est hyperbolique Farb-relativement a une famille fihde sous-groupes finiment engendrés si et
seulement sH est quasi convexe daiis. Si G est sans torsion, il est hyperbolique Gromov-relativemérits
et seulement st{ est quasi convexe et malnormale dah<En utilisant la théorie développée daj$§, on montre
que pour tout automorphisme d’un tel grou@eil existe une collectiorfoptimale de sous-groupes satisfaisant
les hypothéses du théoremiesuffit de prendre une collection maximale de sous-groupes maximaux a croissance
polyndmiale au sens d@].

3. Preuve du théoréme

Le groupe hyperboliqu& est un produit libre de groupes hyperboliques librement indécomposables avec un
groupe libre. La théorie de Bass—Serre et la JSJ-décomposition de [10] nous ramenent & I'étude de la suspensic
d’'une application simpliciale d'un arbre d’espad@sDes arguments similaires a ceux de [7] hous ramenent au
cas ouT est n’est qu’un arbre. On se contente donc d’expliciter le ca§ @3t un groupe libre. L'arbr& n’est
alors rien d’autre que le graphe de Cayleyle G et désigne donc une collection finie de sous-groupes finiment
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engendrés du groupe libre. On ndte le maximum des"-longueurs des générateurs de ces sous-groupes, et
des éléments-caractéristiques dé{. Pour chaqudy;-chemin, il existe une uniqué-géodésique de mémes
extrémités, c'est la"-trace réduitedu I’-chemin. Le lemme suivant permet d’utiliser, avec des adaptations
mineures, les arguments de [6].

Lemme 3.1. Il existe une constant€y(u, v) telle que toutdu, v)-quasil’-géodésique esto(u, v)-proche dans
Iy de sa trace réduite, et réciproquement. D’autre part tolitgéodésique est/-proche dangd” d’'une(W, W)-
quasily-géodésigue de mémes extrémités.

Le complexe de Cayle§® pourGy = (x1, ..., x,,1; " tx;t = a(x;)) admet un semi-flot non-singuliés, ), g +
tel queoy:I" x {n} — I' x {n + 1} représente I'automorphismeg ainsi qu'une fonction hauteur:C* — R
continue surjective telle que 1(n) = I" x {n}, n entier quelconque( 1(n) est unestrate). On noteCy, etCy, les
versions relatives dé”, v est aussi définie sty une strate est alors ufy x {n}. Un chemlndansC“ ou C;"{ est
une concaténation de segments d’orbites du semi-flot, c’est a dire d’intervalles joigeentx), et de chemins
dans les strates, dikerizontauxSi x # y satisfontv(x) = v(y) eto;(x) = o;(y), 'unique géodésique horizontale
entrex ety est une-annulation

Lemme 3.2. Avec les notations introduites précédemment, il exist®, K > Oeti, A, > 1tels que, sk, y € C*
satisfontv(x) = v(y) alors : (1) Pour toutt > O, A%dH(x, y) — K < dp(oi(x), 01 () < A Ldp(x,y). (2) Si
+

dr(x,y) > M alors soitdy (x, y) estdilatée dans le passee., pour toutn > 1, dy(Xurg. Yarg) = A dy(x, y),
OU 0yyyy(angy) = a, SOitdy(x, y) estdilatée dans le futyii.e., pour toutn > 1, dy(onsy (x), 04 (¥)) = A"dy(x, y).
(3) Six, y sont dans une-annulation etdy;(x, y) > M alorsdy(x, y) est dilatée dans le passé.

Les fonctions ou constantes données plus bas dépendent a priori des parameétresk, o, M, W. La
C“-trace réduite d'ui€y, -chemin s’obtient en substituant chagUg-sous chemin par sB-trace reduite.

Définition 3.3.Une I"-géodésiqué et unCy,-cheminy sont erbonne positiorsi tout point de la&C*-trace réduite
dey appartenant a I'orbite d’un point deest dans I'orbite future ou passée de ce point.

Lemme 3.4.Soientr, y avecv(x) = v(y) ety une(u, v)-quasiC,-géodesique connectant les orbitesidet y, en
bonne position par rapport a l&'-géodésiqué entrex et y. Alors il existe une constantg, > 0 et une fonction
C1(u,v,dy(x,y)), avecCi(u, v, -) décroissante poud < dy/(x, y) < C, puis croissante avedy (x, y) > Cy,
telle quey estdans urCi(u, v, d(x, y))-voisinage dan€y, de la concatenation de avec les segments d’orbite
joighantx, y aux extrémités de.

Proposition 3.5. Soit 2 une I"-géodésique dan€“ et y une (u, v)-quasi C3,-géodesique entre les orbites
futures ou passées des extrémitéshddl existe Co(u, v) telle qu’'un Cz(u, v)-voisinage dey contienne une
(Ca(u, v), C2(u, v))-quasiCy,-geodésique en bonne position par rappott.a

Siy eth ne sont pas en bonne position, la trace réduitg dentient des sous-chemins dont tous les points sont
dans deg-annulations. Par les Lemmes 3.2 et 3.4, ils sont proches horizontalement d’orbites futures ou passées d
points de.

Définition 3.6. Une diagonaleest unel’y-géodésique horizontale qui minimise 1&;-distance entre les orbites
futures et passées de ses extrémités.



F. Gautero / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003) 883—-888 887

Lemme 3.7. Toute diagonaleD avec|D|y > 2 est dilatée dans le futur et le passé ap2as Si D’ est une autre
diagonale, dont les extrémités sont dans le futur des extrémités aéors il existeC3(| D) telle queD et D’
sontCs(| D|#)-proches dansy,.

3.1. Hyperbolicité Farb-relative

Soit B un C3,-bigone(u, v)-quasi géodésique. On choisit une constdntuffisamment grande (en particulier
L > max2, C,)). On choisit unel"-géodésique horizontale entre les orbites passées des sommet8 dgec
v(h) < min,cgv(x) — C2(u, v). La Proposition 3.5 donne uf;-bigone(C2(u, v), C2(u, v))-quasi géodésique,
de cotés/, y’, C2(u, v)-proche de3 et en bonne position par rapporkaPuisquey ety’ sont en bonne position
par rapport &, on peut toujours considérer des diagonales qui joignent a la fois orbites futures ou passées de
points dey ouy’, et orbites futures ou passées de pointé dbe telles diagonales sont alors en bonne position
a la fois par rapport & et ay’. Supposons I'existence d’'une diagonaleldg-longueur supérieure a me C,.)
entre les orbites futures et passées des sommets du bigoRes Biest suffisamment loin horizontalement des
orbites des extrémitég, ayant été choisi suffisamment grand au début, on peut trouver une diagbcalame
ci-dessus, avec méx, C,) < |D|y < L, telle que le Lemme 3.4 implique qu& soit C1(C2(u, v), C2(u, v), L)-
proche deD. Puisquey’ est aussi en bonne position par rappol? et | D|y > max2, Cy), les Lemmes 3.7 et
3.4 donnent?’ € ¥’ proche deD donc deP. Des arguments similaires prouvent quet y’ coincident presque
dans un voisinage horizontal des orbites des extrémités, ou s'il n’existe pas de diagonale suffisamment longue
entre les orbites futures et passées des sommets du bigone. D’ou la finesse des bigones quasi géodésiques. T
triangle géodésique se décompose en deux big@)€3-quasi géodésiques, remarque due au rapporteur de [6].
On a I'hyperbolicité désirée.

3.2. Hyperbolicité Gromov-relative

Définition 3.8. Un X-escalier£' est unC”- ouCy,-chemin tel queyz est monotone et si, y sont les extrémités
d’'unemarche(i.e., chemin horizontal maximal dans I'escalier), aléfgx, y) < X.

Un C*-chemin horizontaj, joignant deux sommets définit un élément@ede méme sy est unCy -chemin
horizontal, en considérant §&-trace réduite. On dit quge représenteet élément.

Lemme 3.9. Tout passage a travers unﬂgft -classe es¥V-proche dan<’j, d'un )W-escalier deCj, dont les
marches représentent un élément d’un sous-grougié da un élémenk- caracterlsthue déd.

Lemme 3.10. Si E est unX-escalier, il existeCa(|D|x, X) telle que, pour une certaine diagonale entre les
orbites futures ou passées des extrémitég dé& est contenu dans uf-voisinage de tailleC4(| D], X) de la
concaténation d& avec les segments d’orbite joignant ses extrémités a cellés de

Deux escalier€1, E> deC* sechevauchent'il existe w; C E; tels quew; et w joignent les mémes orbites
du semi-flot.

Lemme 3.11. Il existe W’ telle que siy1, y» sont deux passages a travers aﬂ:‘{§ -classes etr1, E> sont les
C*-traces deg/V-escaliers deC"‘ associés a1, y2 par le Lemme3.9, alors E1 et E se chevauchent sur une
C%-longueur d’'au plusV'.

Un chevauchement de deux escaliers, long dzhscontredit soit la BCP, c’est & dire le fait qug est
hyperbolique Gromov-relativement, soit I'hyperbolicité relative de I'automorphisme.
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Démonstration de I'hyp. Gromov-relative. Par le Lemme 3.9, ung, v)-quasicg‘{m-géodésiquéf estWW-proche
dans(Z;)‘im d’'une concatenatiop = y1y2 - - - s deC3,-cheminsy; telle que, siy n’est pas unéu’(u, v), v'(u, v))-
quasi C3,-geodésique, alors certains des nOtéSyib satisfont : (1) leurs points initiaux et terminaux sont
dans une méme orbit®; ; (2) les substituer par la géodésique verticale joignant leurs extrémités donne une
(' (u, v), v'(u, v))-quasiCy -géodésique. Aprés une eéventuelle mise en bonne position (Proposition 3.5), par les
Lemmes 3.4 et 3.9, ce;gb ont des sous-chemins initiawg et terminauxc; proches soit d’une diagonale, soit
d’'un W-escalier associé a un passage a traversiniotasse. Ces diagonales et escaliers joignent deux mémes
orbites et ont une extrémité dags. Les Lemmes 3.7, 3.10 et 3.11 donneiti, v) > 0, x € cf’ etyecl tels
quedsy, (x,y) < A(u,v). Puisquey est une(u, v)—quasicg‘{m-géodésique, Iafg‘{m—longueur du sous-chemin de
7 joignantcy a c¢; est alors bornée parA(u,v) + v. Il existe doncL(u, v) > 0O telle que toute(u, v)-quasi

;"{ -géodésique est (u, v)-proche dangs, d'une (u'(u, v), v'(u, v))-quasiCy -géodésique. L'hyperbolicité de
Cg, implique alors I'hyperbolicité dé’;’{ Les Lemmes 3.7 et 3.10, aprés une éventuelle mise en bonne position
(Proposmon 3.5), donnent le poifi) de la BCP. Le point2) est donné par le Lemme 3.110
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