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Résumé

Dans cette Note on démontre un théoréme d’unicité de la solution d’un probléme d’ondes élastiques (dans le domaine des
fréquences). Le domaine de propagation est un demi-espace stratifié avec un trou vertical. On impose des conditions de radiatic
a l'infini qui assurent I'unicité de la solutioRour citer cet article: L. Alem, L. Chorfi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abstract

In this Note we prove a uniqueness theorem for the an elastic waves problem (in frequency domain). The propagation domain
is a stratified half-space with a vertical borehole. We impose radiation conditions at infinity which ensure uniqueness of the
solution.To cite thisarticle: L. Alem, L. Chorfi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
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Abridged English version

We consider the operatet, defined by (1) and (2) in the main text, governing the propagation of elastic waves.
The propagation domain is a stratified half-space with a vertical borehole (Fig. 1). The generating medium is
represented in cylindrical coordinatés z) by the open subse@ = 21 U £2, of R? such that:2; = {r > a,
0<z<h}and$2; = {r > a,z > h}. The elastic parametera(z), u(z), p(z)) are piecewise constant functions
in z. The operatod is acting on the displacement field(r, z) = (v(r, z), w(r, z)). With the notations below, we
set the problem:

FindU e C?(2)>N C(£2)? such that:

AU +0?U =0 ing,

U satisfies (T) and (CL.)

U=0(/R), U satisfies (CR1)and (CR2) whé&h— +oc.
The boundary conditions (CL), on each componest 0 andr = a, are Neumann conditions. This problem
arises in exploration geophysics (in borehole seismic methods) (see [1,2,7]). Previous reaserch (in the mechanice
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literature) neglected the question of uniqueness. In this Note we give a uniqueness result for (P). Problem (P)
is a transmission problem with an unbounded interface and an unbounded boundary, which leads to significan
difficulties compared with the already studied cases. We think about the works [3,5,6] devoted to the acoustic
problems in exterior domains and to Kupradze’s monograph [4]. The result is built on the proposition

Proposition 2.3.Supposé/ is a solution of the problerfP). ThenU is represented, in the strif21, by series

1B K1(Bnr) wnz —iw, K1(8,7) ®nz
U= ), Uf’"[wnkg(ﬂm} i L U‘"[ 52 Kolbar) }é

[n| >kp wp | >k

Wlth,Bz—a) —k[27,8,2,—a) k2 a)n:nrr/h,neZ,kS:a)/cs(l) andk, a)/c(l).

Combining Proposition 2.3 and the free surface condition e, we prove that/; = 0 in the strip2; (we set
Uj="Ulg;, j=1,2). The transmission condition (T) implié(, #) = "a—[éz(r, h) = 0. ThenU> satisfies ing2,
a Cauchy problem with analytic coefficients. Finally, we use the Holmgren unigqueness theorem to conclude that
U, =0 in £22. Which proves tha(P) has at most one solution.

1. Introduction

Le planR? étant muni du repére orthonorr@, r, z), on considére les ouverts suivants :
21={r>a,0<z<h} et 2={r>a,z>h},
(a > 0 eth > 0 fixés), ainsi que les parametres élastiques :

(A1, m1,p1) SiO<z<h,

()\.(Z)? n(z), ,O(Z)) = { (A2, 12, p2) Siz > h.

Posonsk =+/r2+z2,n = %(r, 7) 1= (CosA, sind) ett = (— sinb, cosh).
Considérons l'opérateur de I'élasticit® agissant sur le chamfy(r, z) = (v(r, z), w(r, z)) en coordonnées
cylindriques(r, ¢, z), tel que :

1 [0 el v dw v
A= | )+ @) =20 (e + 52 ) = (0 + 2060) |
1 ]9 0 @
(AU)Frp<z)[a (rr=(U)) + (rtzz(w)}
avec
ow  dv
tr(U) = u(z)( 8)
Z
d
tz(U) = (M) + 2u(z))— + A(z)(f + a_:> (2)
trr(U) = (x(z>+2u(z)) +A(z>(3+3—w>.
ro 0z

On introduit les quantités suivantes :

— Letenseur des contraint&sl) = (iﬁiﬁi §§Z§) et le vecteur contraintgn, U) = T (U)n.
— La contrainte normalg,, (U) =t (n, U) - n et la contrainte tangentiellg, (U) =t(n, U) - T.

— Le déplacementnormal, = U - n et le déplacement tangentié} = U - t.
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OnnoteU; = (v, w;) larestriction de/ a£2;, j =1, 2, et on définit a partir des paramétres élastiques, la vitesse
des ondes de compressiof’ = ((.; + 2/1;)/p;)"/? et la vitesse des ondes de cisaillemeht = (11;/p;)Y/2.
Pour une fréquence donnée- 0, on définit les nombres d'ondés” = w/c' etk = w/c.

Définition 1. Le champU appartient & I'espack si U; € C%(£2;)>NCY(22;)%, j = 1, 2, et satisfait les conditions
de transmission :

Ui(r,h) =Ua(r, h), t;(U1) =t,,(U2) et t,,(U1) =t,;(Uz) sSiz=h. (T

Définition 2. U € E satisfait les conditions de radiation a I'infini si

. . 1
M, oo 7 (7 (U1) — i1l v1) =0,

. . (uniformément par rapportae 10, A[), (CR1)
liM; - oo r(trz(Ul) - |w,01c§1)w1) =0

. o 2) _

l!mR_““OO Rt (U2) !wpchz)Uz”) 0, (uniformément par rapportéae [0, % ]). (CR2)
Mg 100 R(tnr(UZ) — lwp2cy UZT) =0

Avec les définitions précédentes, on pose le probléme aux limites suivant :

trouverU € E tel que:

AU+ 02U =0 dans = 21U 25,

t,(U)=t,(U)=0 siz=0etr >a, (P)
tr(U) =¥1(2), t,,(U) =W2(z) sir=aetz >0,

U=0(1/R), U satisfaitles condition€CR1) et(CR2), lorsqueR — +o0

avecy; et¥, deux fonctions (données) continues et a supports compactg@anso).

Remarquons que I'expression différentielledlelécoule de I'opérateur de Lameé\*U = u AU + (A + ) x
V(V - U) + pw?U, lorsque le champ de déplacement a la forthe, ¢, z) = v(r, 2)e, + w(r, z)e.. En effet, le
probléme(P) modélise le mouvemeni{périodique) d’'un demi-espace élastique stratifié avec un puits vertical.
Le mouvement est engendré par une pression axisymétticqampliquée a la surface latérale du puits (voir Fig. 1).
On rencontre ce probléme, par exemple, dans les explorations géophysiques (par la méthode de sismique de puit
[1,2,7]. Dans ces travaux de recherche la question d'unicité est souvent négligée ou énoncée sans preuve. Le b
de cette note est de prouver un théoreme d’unicité pour le prollEmé s’agit d’un probléme de transmission
avec une interface et une frontiére non bornées, ce qui présente des difficultés supplémentaires par rapport aux c
étudiés, par exemple [3,5,6] pour le modéle acoustique et [4] en élasticité. La démonstration se fait par étapes :

0

v

z

Fig. 1. Profil du milieu élastique.
Fig. 1. Profile of the elastic medium.
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(1) On donne une décomposition en série de Fouridrdeolution de(P) dans la band&;.
(2) La condition de surface libre sur la face= a nous permet d’obteni; = 0.
(3) Enfin, on utilise le principe de prolongement analytique pour montretigjue 0 danss2;.

Pour la suite, on notéPy,) le probléme homogéne associéRa (i.e., avecw = 0).

2. Théoréme d’unicité

Soit 2 ¢ 221 U 25 un domaine borné de frontiéi@, C1 par morceaux. Pouv = (u1, u2) etV = (v1, v2) on
définit le produit scalaire :

U, V)g= /(ulﬁl + uovp)du, avec g = p()rdrdz (p(z) estla densitg
2
La formule de Green permet d’avoir larmule de Betti

YU,V e[C3(2)N c1(§)]2, (AU, V)g — (U, AV)g = / (tn,U)-V —t(n,V)-U)dy, (3)
r
avec ¢/ = r ds(ds la longueur d'arg.

Proposition 2.1.SoitU une solution d€Py), alors:
h
lim /|U1(R,z)|2Rdz=0 et Iim /|U2|2dy =0,
R—>00 R—00
0 'R

avecl'R = {(r,z) € 22| r2 + 72 = R? + h?}.

Démonstration. La démonstration est classique (voir [4]), on obtient le résultat en appliquant la formule de Betti
(3) AUy et V1 = U1 dans un domaine?f adéquat (resp. &z et Vo = U dansQf) et en tenant compte des
conditions de radiation. O

Proposition 2.2.SoitU; € [C?(£21) N C1(£21)]2 une solution de I'équation

AU +0?U =0 dans;
qui satisfait la condition de radiatio(CR1). Alors U; posséde la décomposition

Ur=U,+ U, 4)
avec .

e = 3 U [P ey 5 g, [ g

‘wn|>kp ‘wn|<kp

. . @,z
—lw, K1(6n1) | o ~ [ —lw,H{7(Gur) ] o
U= Y. U [ " iy 3 Ta| - b gons,
* W 1 8,Ko(8ur) S M8 HP Gur)

ou

Boo k2. 2=k kP okl eti=k2 ol

n n = n n
D

aveCw, =nm/h,n € Z, kg :w/c‘gl) etk, =w/cp,".



L. Alem, L. Chorfi/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003) 525-530 529

Démonstration. Le champU; posséde la décomposition de Helmholtz en trois dimensions [4] :

U= Up + Us
avec

{ AU, +k3U,=0 et rotU,=0,

AU +k2U; =0 et divU; =0.
Utilisant la transformatio{vy = v, COSp, v2 = v, Sing, vz = v;}, qui associe & un champ = (v,, 0, v;) en
«coordonnées cylindriques » le chawip= (v1, v2, v3) en coordonnées cartésiennes, on obtient les équivalences :
9%, 1lov, v, 9%,

L k?v, =0,
AV—{—kZV:O — ar2 r or r2 972 T+
9%v,  1ov, N 9%, k20— 0
i v, =
arZ  r or 972 ¢
et
3 3 . 3 3
otV =0 = o etdivy=0 s % %_g 5)
or 0z or r 0z

En décomposarit suivant le systémég®<},cz (qui est complet dang2(0, h)) :

_ on(r) ionz
V(r,z)_’§<wn(r)>el ) Ze]oah[7r>a7

on obtient les équations différentielles :
{ r2g! +rel, — [rz(w,zl — k2) + 1]g0n =0,
rzlp,’,’ +ry, — rz(w,zl — kz)wn =0
avec les solutions correspondantes :

oo | @B =) sl <k faHP (R alr) silon] <k,
Pnir) = buK1 (Vo2 —k2r)  silwal >k, " | duKo(V@Z —k2r)  silwal > k.

On a exclu les solutionﬁv(z) etl,, v=0,1, car la premiére ne satisfait pas les conditions de radiation et la
deuxiéme est non bornée. En tenant compte de (5) on obtient les relations :

Bn by _ _ b . .
{a—":|&,—":|&5|k:kp} et {a—":—lﬁ,—":ﬂ&sﬂczks}
Cn W, dy Wy Cn Sn dp On
d’ou la décomposition (4). O
Proposition 2.3.Supposons quE est une solution déP), alors Uz s’écrit danss2; sous la forme
_ iIBnKl(,Bnr) jwnz —iw, K1(8,1) iwnz
U= 2, U [w Kotgar) | € lw% Usn| sukotary €

[n| >kp

Démonstration. D'aprés la Proposition 2.1, on a lign, » fé’(|Uw(R,z)|2 + |Up,(R,z)|2)Rdz =0, ce qui
entraine avec la Proposition 2.2 :

AI”J( > WUnPBIKEBR + Y Ul B2 HLY (BuR) [
|wn|>kp |wn|<kp

+ Y WUalPRKEGR) + Y |z7sn|2w,§|yl<l>(§,,1e)|2>=o,
|@n |>ks |en | <ks

En tenant compte du comportement asymptotique des fonctions de Bessel on ﬁédﬁﬁ;,; =Uy,=0. O
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Proposition 2.4.Supposons qu&; est une solution déPy). Alors Uy = 0 dans$21.
Démonstration. Le champU1, représenté dans la Proposition 2.3, doit satisfaire la condition de surface libre :

trr(Ul)|r:a = trz(Ul)|r:a =0.
Cette condition est réalisée si, pour taute couple(U,,,, Us,) est solution d’un systeme algébrique homogene de
déterminant :

An(@) = 41028, B K1(Bra) Ko(8na) + (02 — 82)[Mw? — (1 + 2u1) BZ]Ko(Bra) K1(84a)

2u1
+ == Bu(@] + 83) K1(0s) K1(Br).

Sachant que la fonctiofi(z) = Ko(z)/K1(z) est strictement croissante sur I'interval@® +oo[, on peut montrer
que, pour tout» > 0 et toutn, A, (w) # 0. Ce qui prouve quen, U, = Uy, =0 et par suitd/; =0 dans2;. O
Théoréme 2.1(d’unicité).Le probléeme&P) admet au plus une solution.
Démonstration. Montrons que(P,) n'admet que la solution triviale. Alors, d'aprés la Proposition 2/4~= 0
dans$2; et les conditions de transmission entrainent :

U
Ua(r, h) = 8—;(r, h) =0.

D’autre part I'équatiom Us 4+ w?U» = 0 dans2» s'écrit sous la forme :

82U2 82U2 32U2 U2 U2
=A A Az3—= 4+ Ap—= + AsU.
972 2 + 29rdz a3 ar +Aa 9z +Asta

avecA; = A;(r),i = 1,5, des matrices 2 2 analytiques en. Ainsi U satisfait dang2, un probléme de Cauchy
a coefficients analytiques et le théoréme d’'unicité de Holmgren implique aloiggae® dans2,. Ce qui prouve
queU =0dans2. O

Remarque.Le Théoreme 2.1 est vrai si le demi-espace est homogéne (i.¢1,=#&), ceci peut étre justifié en
remarquant que, dans la Proposition 2.1, la premiére limite découle de la seconde dans le cas particulier du contot
FR:{r >a, 7> 0, r2+z2:R2}.

Références

[1] A. Baroni, Modélisation du couplage sol-fluide pour la sismique entre puits. Thése de 'Ecole Centrale de Paris, 1996.

[2] M. Bouchon, D.P. Schmitt, Full-wave acoustic logging in an irregular borehole, Geophysics 54 (6) (1989) 758—765.

[3] D. Colton, R. Kress, Integral Equation Methods in Scattering Theory, Springer-Verlag, 1983.

[4] V.D. Kupradze, Three-Dimentional Problems of the Mathematical Theory of Elasticity and Thermoelasticity, North-Holland, 1979.

[5] G.F. Roach, B. Zhang, The limitting-amplitude principle for the wave propagation problem with two unbounded media, Math. Proc.
Cambridge Phil. Soc. 112 (1992) 207-223.

[6] C.H. Wilcox, Scattering Theory for d’Alembert Equation in Exterior Domains, in: Lecture Notes in Math., Vol. 442, Springer, 1975.

[7] G.A. Winbow, Seismic sources in open cased borehole, Geophysics 56 (7) (1991) 1040-1050.



