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Résumé Nous considérons I'effondrement gravitationnel d’'une étoile chargée en un trou-noir. Nous
montrons qu’un observateur fixe en variables de Schwarzschild observe, aux derniers temps
de I'effondrement dans son temps propre, un flux thermal sortant de particules d¢Zpin 1
contenant préférentiellement des particules dont la charge est la méme que celle du trou-
noir. Ce résultat est connu sous le nom d’effet HawkRayr citer cet article: F. Melnyk,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 643-648.
0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

The Hawking effect for the Dirac field

Abstract We consider the gravitational collapse of the charged star leading to a black-hole. We
prove that a fixed observer in Schwarzschild variables observes, at the last moments of the
collapse in his own proper time, an outgoing thermal flux of spid farticles containing
preferentially the particles with the same charge that the black-hole. This is the Hawking
effect. To cite thisarticle: F. Melnyk, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 643-648.
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Abridged English version

We consider the (DeSitter—)Reissner—Nordstrgm space—time outside a spherical and charged star of
radiusz(¢) collasping into a charged black-hole of radigs> O:
M =R, x |z(t), +00[, x 2,
gap dx? dx? = F(r) dr? — F(r) drf —r%dw?, dr, = F_l(r) dr,
do? = do? +sirf0dp?, w=(0,¢)e[0, 7] x[0,2x[,
2M 2 Ar?
F(r):l——+Q—2+—,
r r 3
wherer,, M, QO and A are respectively the Regge—Wheeler radial coordinate, the mass, the charge of the
star and the cosmological constant. With the reasonable assumptions on the behaviour of the radius of the
star when it collapses, we have

M=>0, QeR, A2>0,
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zeC¥(R); VieR, -1<:()<0, ko= %F(ro),
() =—1 = Cey€ 2 4 (1), Cq>0, |w®|+|d@®)|=0(e%"), - +c0.
Since
L2=12(J2(). +oo[,_ x 52, r2FY2dr, dw)”,

we introduce the mixing hyperbolic problem outside of the collapsing star for the Dirac equation concerning
the spin ¥2 particles of chargge € R and mass: > 0,

o4V =iDW, z(t) <ry, (1)
.. 0_ 1 )
W(r=s,)=W,(-)el? ©)

Herev € R is the chiral angle associated with generalized MIT boundary condition (2), (see [3]), and using
the Dirac matrices/, j =0, ..., 3, D; is the Dirac Hamiltonian with the dense dom&@D; ), such that:

q0 1 Firy 1 2 1 rs 4
Dt:2—7+r d, + +ZF(r) +/F(r) 89+§cot9 + 3y + 1%,

r o r sind
rt.=iy% ' =ibiag(-1,1,1,-1), T?:=iy%2 T3:=ip%3 1*:=-m)°

zy0—yt

N
The hyperbolic problem (1), (2) and (3) is solved by a propagdi@rs) which is isometric and strongly
continuous from E onto L,2 with W (t, ry, w) = U(¢, s) W, (r4, w). To describe the Hawking effect [5], we

use the Quantum Field Theory with the approach introduces by Dimock of the algebras of local observables
in curved space—time [4]. We assume that the star is stationary in the past and the quantum state, in this
case, is the Fermi—Dirac—Fock vacuum. As we want to obtain some information on the quantum state in
the last moment of the collapse, the quantization of the Dirac field on the globally manifd&hds us to

study the limit:

D(Dy) = {\y eL? DVwel? U (2(0), 0) = —i " W(z(1), a))}.

im || L0,+0((PDOU O, T)®|| 2, ® € L?(Ry, x 52, r2FY2dr, dow)*. 4)
T—4o00 0
Thanks to the sharp analysis@f0, T'), we deduce the key result [8]:

THEOREM 0.1. — Given @ € L2(R,, x S2,r?FY2dr, dw)*, we have:

. 2
M [|10-+0c (Po)U (0, T || 5

- H1[0,+o<,[(DAﬁ)sz;ﬁ61>\|f3H +(QC 0, ne P (1+peP) Iz 0) , )
with
’ ro Ko

The two triplets(D._, L2 , Q7 ) and(Dx ., Lf\,_), Q2 _,) associated to two asymptotic regions for the
future black-hole, are composed by a Hamiltonian for a free dynamic with its Hilbert space and a wave
operator defined thanks to the dynamic on the eternal black-hole and the free dynamic. The two regions are

respectively the horizon and, accordingho- 0 or A = 0, the cosmological horizon or the spatial infinity
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when the metric is asymptotically flat. We have proved the asymptotic completne€s fand Q@ _,
in [7], and forQ_ andQ, _, in[8].

In the third term of (5), we identify the KMS state for a ideal Fermi gaz [2]. Hence, the previous theorem
means that a fixed observer in Schwarzschild variables observes, at the last moment of the collapse in his
own proper time, an outgoing flux of spiryd particles. This flux is compared to a Fermi gaz with the
temperaturdiaw = 0~ = ko/27 and of electric charge densipgaw = ¢8/7 = (¢2Q)/(rrro). Moreover,
sincepHaw and Q have the same sign, then the black-hole preferentially emits charged particles with the
same sign as its own charge. We also note that the result of the previous theorem is independent of the
history of the collapse (contained in the functigrand the boundary condition on the star surface, this is a
“no hair” phenomenon.

1. Systéme de Dirac dans la métrique de (DeSitter—)Reissner—Nordstrgm

Nous considérons I'espace-temps de (DeSitter—)Reissner—Nordstrgm a I'extérieur d'une étoile sphérique,
chargée et de rayait), s’effondrant en un trou-noir :

M=R, x ]z(t), —{—oo[r* X Sf), 0<ry <+o0,

gap dx? dx? = F(r) dr? — F(r) drf —r%dw?, dr, = F_l(r) dr,

do? = do? +sirf0dp?, w=(0,¢)e[0, ] x[0,2x[,

2M 2 Ar?
F(r):l——+Q—2+—,
r r 3

our., M, Q et A sont respectivement la coordonnée radiale de Regge—Wheeler, la masse, la charge de
I'étoile et la constante cosmologique. Le rayon du trou-ngiet I'éventuel rayon cosmologique sont
définis par

M=>0, QeR, A2>0,

O<ro<ry, F@o)=F@r4+)=0, F(rg) > 0, F(r+) <0, relr,ry[= F@)=>0.
Enfaisant des hypothéses raisonnables sur I'évolution du rayon de I'étoile lors de I'effondrement, on obtient
quez(t) vérifie :
1.

7€ C’(R); Vi eR, —-1<:(t)<0, ko:= 5F (o),

2(t) =1 —Ceu€ 2 + (1), Cq>0, |m®)|+|d@®)|=0(e*"), - +oo.
Dans le cadre des espaces

L2 =L2(Jz(0). +oo,, x S2,r2F¥2dr, dw)*,

nous résolvons le probleme mixte a I'extérieur de I'étoile en effondrement pour I'équation de Dirac
modélisant des particules de spif2lde charge € R et de masse: > 0,

QU =iDV, z(f) < rs, (6)
-0 .1 .

202 200) =i (1 0), @
W(r=s,)=W(-) eL? (8)

Ici v € R est 'angle chiral associé a la condition aux limites généralisee MIT telle que.: si+oco
alorsv # (2k + )7, k € Z (voir [3]). De plus, en utilisant les matrices de Dirg¢, j =0, ..., 3, D, est
I’'hamiltonien de Dirac de domaine denB&D;), tel que
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q0 1 Firy 1 2 1 rs 4
D, i=—2=4T% 9 F F ~— (8 + =coto —9,+7T 9
! r + <r*+ r +4 "))+ ") r 0+200 +rSin9 ot )

rt.= iyoyl =iDiag(—1,1,1, -1), r?.= iyoyz, re.= iy0y3, .= —myo, (10)

. 0_ .1 .
2.2 7Y g2, 0) :—ie’”VS\Il(z(t),w)}. (11)

D(D,):{\yeL,z, DV el? =

-z
Le probléme mixte hyperbolique (6), (7) et (8) est résolu par un propagdiewy) qui est isométrique et
fortement continu de £dans 2 tel queW (z, ry, ®) = U (t, 5) Wy (s, ®).

2. Diffusion par un trou-noir éternel de (DeSitter—)Reissner—Nordstrgm

On considére le probléeme de Cauchy pour I'équation de Dirac massive et chargée dans un trou-noir
éternel de type (DeSitter—)Reissner—Nordstrgm :

dWeH =iDenWeH, Wen(r=0,-)=Wo(-) € LBy, (12)
ou I'opérateur auto-adjoinDgy de domaine dens®(Dgn) = (¥ € L, Den¥ € L3}, a la méme
expression qud®, dans (9) et

L%H = LZ(Rr* X SS, r2FY2qr, dw)4.

Ce probléme est résolu par un propagatéun qui est isométrique et fortement continu s@rHL(voir [7]
ou [6]). Prés de I'horizon du trou-noir, nous comparons les solutions de (12) cﬁ_pa\lec celles du
probléme associé a I'hamiltonien asymptotique a I'horizon :

8t\p<—=iD<—\Ij<—7 “I'I<—(t=07 ’)Z“I’IO(')GL%—’ (13)

Do =11, — 12 D) =H(R,, L7(s2))* (14)
]

L2 =L2(R,, x S2, dr. dw)4. (15)

Nous introduisons les sous-espacés et L2~ des champs rentrants et sortants
L2 =2 @L%, L% :={vel?, W=v3=0}, LZ:={¥el?, v;=0,=0}.
Nous définissons alors les opérateurs d'onde a I'horizon :
Tgo— i 2+ 2
QY= tllrl]oo Uc(—)J U@V dansl, YW e lgy,
U (t):=€P=, J_:Weld,r xrFY%wel?,

1, re<a,

loe] P
X< €CP[R,,), da,beR, O<a<b<1, X‘_'_{O, > b,

A Tlinfini spatial, nous comparons les solutions de (12) s@rH Lavec celles du probléme associé a
I’lhamiltonien asymptotique quang — +oo :
JW, =Dy W, W, (t=0,)=V()eli ,, A>0. (16)

Si A > 0, il apparait un horizon cosmologique. Nous considérons donc la dynamique libre donnée par
I'hamiltonien :

Dp_ =T, — qr—Q, D(Da. ) =HY (R, L2(52))*, (17)
+
Li’_) = L%_ = Lz(Rr* X Sf,, dry dw)4. (18)
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Nous définissons alors I'opérateur d’onde a I'horizon cosmologique tel que

+ i —itDy 2F ._ |2 2
Q) V= lim e "OAS T UMY dans i :=L<F, VW¥elgy,
JA7_>:‘IJEL%HP—)X_)I”F]'M‘IJEL?\,_), X—=1—x.

QuandA = 0, l'infini spatial de I'espace-temps de Reissner—Nordstrgm est asymptotiquement plat. Donc,
nous pouvons choisir la dynamique libre définie par I'hamiltonien de Dirac dans I'espace-temps plat de
Minkowski et cela en coordonnées sphériqyesw) € R} x [0, ] x [0, 27 [. D’autre part, afin d'éviter

des interactions artificielles de longue portée, nous identifions la variable radiale avec celle de Regge—
Wheeler telle que = r, > 0. Nous introduisons alors :

Do =T 8, + ! +F2 3 +1cot9 + r 3, +1I* (19)
0= Ty, e 973 reSing ¢ ’
L3 =L3(R,, x $2, r2dr,do)*, D(Do_)=H(R,, x 52, r.2dr.dw)*. (20)

Il subsiste toutefois des perturbations de longue portée dues aux interactions gravitationnglle} €t
électromagnétiqueg £ 0). Comme dans [6,7], nous définissons a I'infini les opérateurs d’onde modifiés
a la maniére de Dollard :

Qs W = lim _Uo~(-NJo~UM®¥ dans 3, vweld,,
, m )
(Jo) D (re, @) = X (p = r*)r—lF—1/4r*d>(p =ry,w), Fy>0, Vo e Lg N
’ O r* g O! ’
Uo. (1) :=&"Po— g 090X = og(r) :=¢]t| "L In|t],
X:=m?DoL W —qOW, W:=TF* (g "V/m2+|£2)FT 71,

ou, F est la transformée de Fourier usuelle&Zekopérateur spinoriel isométrique permettant de passer des
coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes. Nous démontrons alors dans [7,8] que :

THEOREME 2.1. — Les opérateurs Q% , Q7 | et Qf_, existent sur Lg,, et sont indépendants de y
et x_.Deplus, QF ® Q7 _, et QF & QF_, sont desisométries, respectivement de L3, sur L2 @ L5
etdelL3, sur L2 eL3 ..

3. Leffet Hawking

Nous décrivons I'effet Hawking [5] dans le cadre de la Théorie Quantique des Champs avec les algebres
d’'observables locales pour le systéme de Dirac dans des espace-temps courbes [4]. Nous supposons que
I'étoile est stationnaire dans le passé et que I'état quantique dans ce cas est le vide de Fermi—Dirac—Fock.
Comme nous voulons obtenir des informations sur I'état quantique aux derniers temps de I'effondrement,
la quantification du champ de Dirac sur la variété globalement hyperboldumus conduit a étudier la
limite suivante :

Tmooul[o,m[wo)U(o, T)chL%, deldy,. (21)

Grace a une analyse fine 8&0, T), nous déduisons le résultat clef [8] :

THEOREME 3.1. — Soit & € L3, alors, pour A >0
. 2
lim (|1 Do)U (O, T)®
T_)+OOH [0,+00[ (DO)U (0, T) HLS

= | Losoct(Da )2 L O|fz  +(QZ® pe& P (1+pe ) QD) 5 (22)
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avec

w=e", 8::Q, a:z—n.
o KQ

Nous reconnaissons dans le troisieme terme de (22), I'expression d’'un état KMS pour un gaz idéal de
Fermi—Dirac olo~1 est la température &t le potentiel chimique [2]. Nous interprétons le théoréme
précédent de la maniere suivante : un observateur fixe dans les variables de Schwarzschild observe aux
derniers temps de I'effondrement pour son temps propre, un flux sortant de particules d¢2spie 1
températurdhaw = 0 1 = ko/(27) et de densité de charge électriquew = gu/m = (¢%Q)/(rg). De
plus, puisquepHaw €t O ont le méme signe, le trou-noir émet préférentiellement des particules chargées
ayant le signe correspondant a celui de I'astre. Le résultat du Théoréme 3.1 ne dépend ni de I'histoire de
I'effondrement (donnée payg), ni de la condition aux limites du champ sur la surface de I'étoile. Cela
traduit le fait bien connu qu’a 'issu de I'effondrement gravitationnel, une étoile sans rotation perd toutes
ses caractéristiques excepté sa masse et sa charge (si elle en posséde une).

Nous donnons I'idée de la démonstration du Théoréme 3.1, en renvoyant le lecteur a [8] pour les détails.
Il s’agit d'analyser finement/ (0, T)®, ® € L%H. Pour cela, on étudie le comportement du propagateur
dans deux régions disctinctes. Grace au Théoréme 2.1, dans la partie éloignée de AEilE)(nous
remarquons que podr — —+0oo :

[ x WO 110z = |- U] s ~[Un - (-TI25 @]z

L'étude prés de I'étoile s'avere plus délicate. Nous constatongqueé (0, T)d est totalement déterminé
par gr(t,w) := "0, [U@E, T)Y®(1 — t,w)]2, [U@, T)®(1 — t,w)]3,0). Nous sommes ainsi amenés a
considérer le probléeme mixte hyperbolique a dongg¢espécifiée sur la sous-variété caractéristique
L :={@r«,w) e M; r, =1—1t}. Il Sagit d’étudier le comportement asymptotique pdur— +oo

de Gr4o(gr)(rs, w) := W (0, 4, w). En comparangr (¢, w) eth(t,a)) =(Q_9P)(1-2r—T,w), On
obtient :

12104001 (P0) x U 0, T)®| 2 = || 1104001 (P0) G g 0 (27) | 2

~ [[0+c1(D0)Goo(s") .2

1 1 i
BgT (E —2T+ ioh’l(—c,{or* ),CL))

~ Hl[o,m[(bi))

1
v |Kors]
—(Q7 &, ue - (1+peP-) Qo)

2
I‘0
L2 >

avecBg” = (—¢}.,0,0, ¢g}) et Do :=T'3,,. La derniére égalité résulte d’un calcul explicite (voir [1]).

Références bibliographiques

[1] A. Bachelot, Creation of fermions at the charged black-hole horizon, Ann. Inst. H. Poincaré 1 (6) (2000) 1043-1095.

[2] O. Bratteli, D.W. Robinson, Operator Algebras and Quantum Statistical Mechanics. 2, Springer-Verlag, Berlin,
1997.

[3] A. Chodos, R.L. Jaffe, K. Johnson, C.B. Thorn, V.F. Weisskopf, New extended model of hadrons, Phys. Rev. D
(3) 9 (12) (1974) 3471-3495.

[4] J. Dimock, Dirac quantum fields on a manifold, Trans. Amer. Math. Soc. 269 (1) (1982) 133-147.

[5] S.W. Hawking, Particle creation by black holes, Comm. Math. Phys. 43 (3) (1975) 199-220.

[6] F. Melnyk, Wave operators for the massive charged linear Dirac field on the Reissner—Nordstrom metric, Classical
Quantum Gravity 17 (11) (2000) 2281-2296.

[7] F. Melnyk, Scattering on Reissner—Nordstrgam metric for the massive chaged /&fiettls, Prépublication de
I'Université de Bordeaux I, Mathématiques Appliquées de Bordeaux, 01-11, 2001.

[8] F. Melnyk, The Hawking effect for spin /R field Prépublication de Université de Bordeaux |, Mathématiques
Appliquées de Bordeaux, 2002.

648



