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Résumé Pour tout domaine convexe D, relativement compact de C", de type fini m et pour tout
q entier naturel non nul, nous montrons |’ existence d un opérateur T* de Cog Z(D) vers

1(D) tel que pour tout k € N et pour toute (0, ¢g)-forme f, de regularlte C* jusgu’ au
borg d-fermée, T, f est de régularité C k+1/m jusqu’au bord et aT*f f. Diederich,
Fischer et Forna&ss ont montré I’ existence d’un opérateur de r@olutlon du probléme du 3
qui satisfait ces conditions pour £ = 0. Suivant une méthode initiée par Lieb et Range, nous
alons modifier cet opérateur et montrer la régularité Ck+ 1/m pour cela, nous utiliserons
les outils et résultats spécifiques des convexes de type fini obtenus par McNeal, Diederich,
Fischer et Fornaess, mais nous aurons besoin de nouvelles estimées dans la direction
normale au bord de D. Pour citer cet article: W. Alexandre, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 335 (2002) 23-26. [ 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

C* estimates for convex domains of finite type irC"

Abstract For all convex domains D of finite type m, relatively compact of C" and for al ¢ € N*,
we show that there exists a linear operator Tq* from Co, (D) to Cp ,—1(D), such that
for al k € N and dl (O q)-form f, 9-closed of regularlty ck up to t?le boundary, T*f
is of regularity C k+1/m up to the boundary and 8T*f f. Diederich, Fischer and
Fornaess have shown that there exists for k = 0 such an operator We modify this operator,
analogously to the method of Lieb and Range, and show the regularity C*¥+1/™ for all .
To do this, we use the specific tools and results of convex domains of finite type shown
and used by Diederich, Fischer, Fornaess and McNeal but need to show new estimates for
the normal derivative of the defining function of D. To cite this article: W. Alexandre,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 23-26. 0 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Soit D un domaine convexe relativement compact de C" et de type fini m. Notons r safonction définis-
sante C*° convexe sur C", de gradient non nul dansun voisinagede b D.

Dans un premier temps on généralise les estimées de la Proposition 3.1.vii de [2] en tenant compte de
la direction normale. Nous adoptons les mémes notations que [2,3] : Soit ¢ € bD, {w1, ..., w,} une base
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orthonorméede C” telle que w1 = n; soitlanormaleunitaire extérieureab D en ¢. Onnoter, | expression
der danslerepereassocié centréen¢ et w; =x; +iy;.

LEMME 0.1.— |l existec > 0, R > 0 et un voisinageW de bD tel que pour toutz € W, et tout
z=hAng +pv, 0Uv e TELD, v =1, 4, p € C, ||, |u| < R, on a:
or " 1 3/rp0(uv) -
2= (Ang + pv) <c<|x| + 1> Y || ) (€
18! B
}3y1 o< B alfl ou~om? |,
wtp=]
or ar “ 1 3ryo(uv) .
’#(xn; + 1) = 2(0) <c<|x|+ > > \am o | M) @
! ! j=20<aps P ORI =0
atp=j

Démonstration. -On procede en plusieurs étapes. En dimension 2, en utilisant la convexite de r; et
des développements de Taylor, on montre I’ existence d’ un voisinage de Fréchet de r, telle que pour toute
fonction convexe p de ce voisinage les inégalités (1) et (2) soient vraies pour ¢ ne dépendant que de r;.
Pour le casgénéral, onfixeto € bD et vg € Tg‘ng. Sur span{vo, n¢ } NOUS obtenonsun ¢, €t le voisinage
de Fréchet fournit un voisinage Vi, ., de (Zo, vo) tel que (1) et (2) soient vraies pour tous (¢, v) € Vi, vo-
Un argument de compacité donne ¢ indépendantde ¢ et v. O

On traduit maintenant cesinégalitésen langage des P (¢) : les polydisquesde McNeal centrésen ¢ (voir
[2] ou[5]). Onnotet;(¢,e) =sUp{R >0, VA C, |A| <R, |r(¢ + Aw;)| < €}.

LEMME 0.2.— Pour tous multi-indicesq et fo, avec|ag| + |Bol > 0, il existecyq, g, > 0 tel que pour
toute > 0 suffisamment petit, togt® e bD et toutz € P, (¢©?), 'inégalité suivante soit vraie
e1/2
[(é’ (0)’ 8)‘104‘/50 ’

al+|aol+\ﬂo|r{(o)

al+|ao\+|ﬂo\r{(o)
dw1dw0JPo

(;) ’ < Cap,Bo

d@10 w0 dwPo
Démonstration. -Dela Proposition 3.1 (v) et (vi) de[2] et du Lemme 0.1 on déduit :

8r5(0>
Jw1

d
@) — a%”(m’ <ceV? v e? (2 ).

En effectuant un développement de Taylor en ¢© & I’ordre m + |ao| + |Bol, nous en déduisons par
équivalence des normes sur les espaces vectoriels de dimensions finies que tous les coefficients du
developpement satisfont I"inégalite recherchée (avec le méme cqq g,) €N ¢©. En développant a I’ ordre
m en ¢ @ lafonction g Fleol+1olr o, /510 3wP0, nous obtenons|e résultat pour tout ¢ € P (). O

Nous rappelons la fonction de support de Diederich—Fornaess et les noyaux intégraux. On note S la
fonction de support construite dans [3]. Elle est définie dans un repére centréen ¢ et de base {w1, . .., w,}
par :

19/r
2/ ¢
Se(w) = 3w1+le—cZM oj Z o 860"‘( O)w”.
j=2 loe|=j
a1=0

Soit ®(¢) la matrice de passage de la base canonique a {ws, ..., w,}, Qg)( ) = fol gfj (fw) dr et

0.0) = (Q1(z,0), ... On(2.0)) 1= B (O (@)@ = D))..... 0 (@(¢)(z — ¢)) de sorte que
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> =10z, 0 —zj) = S(z,¢) (voir [2]). On pose

n n

no(z,§)=z £ =% d;; et nl(z,g“):Z 9,9 dg;,

=l —zl? = S@o
n(Z’ Cv )\') = (1_ A)WO(Zs ;) + )\Ul(Zs C)v
_ (_1)q(q—1)/2 n—1 = g -
n,q —W < q ) nA(0zn) A(af,kn) .

On note B, ;—1 le noyau de Bochner—Martinelli, K, ; = Q. 4 restreintai = 1. Pour f € Cqu(ﬁ), q=>1,
z€ D, onpose:

FE)AQng-1(2,8, 1) —/ F@E) A Bng-1(z, ¢, ).

tebD

Tq(f)(Z)Z/

(¢,2)ebDx[0,1]

Remarquel. — Comme S(z,¢) = 0 n'est pas a exclure s la distance entre ¢ et z est grande il faut
globaliser S(z,¢) (voir [1]). Bien que cette modification complique le raisonnement suivant, il n’est
nullement mis en danger.

T, résout le probléme du d et Diederich, Fischer et Fornaess ont montré dans [2] qu'il satisfait les
estimées C*/™. On modifie 7, en 7, comme I’ ont fait Lieb et Range dans [4] pour donner |es estimées C*
sur les domaines strictements pseudoconvexes. Soit G := {z, 0 < r(z) < «}, pour « > 0 suffisamment petit
et E: CO%D) — C%D U G) I'opérateur de prolongement de type Seeley utilisé dans [4]. On pose pour
fecg D), q>1:

T f =Ty f +M,f.

ou

Ml(f)(Z):/ (Ef)(&) A Kno(z, ),

teG

M,(f)() =7, / EF(E) A Qug_2(e.0.0), 2<q<n.
(¢,1)eGx[0,1]

M, (f) est uneintégrale de volume tenant compte de ladirection normale et puisque 9. M, f =0, T, résout

aussi le problémedu .
Le théoreme de Stokesimpliquesi f  Cg, (D) :

T f(2) = — / T (EFE) A Qg1(e. L) — /
G x[0,1]

Ef(¢) A Bn,q—l(Z, ).

GUD

Si k =0 les resultats de [2] suffisent encore pour montrer que 7 f est de régularité clY/m. Mais s
k > 0 il faut des résultats nouveaux. Dans [2], on ne considére que les composantes tangentielles du
noyau qui ont un ordre d' annulation supérieur. Par rapport al’intégrale sur le bord, le gain d’' une variable
d’intégration supplémentaire ne suffit pas pour compenser la composante normale du noyau. L es estimées
de notre premiére partie permettent de gagner un facteur ¢/2 sur le polydisque P,(¢) : Pour donner
les estimées optimales, on introduit I'opérateur de différentiation §; = 9/9z; + 9/9¢; et on manipule
Tq’f = fcx[o,l] 0 Ef A Qp4—1 cOmmedans [6] pour obtenir :
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Ty f _ (ﬁ_Ei)AKn,q_l_ / OE] ABn,q_l_T;(%)
G G

0z 0¢; 0¢; up 9¢; 0¢;
— oFE a =
+/ a;Ef/\a‘an,q_lJr/ <—f - E—f) AN Qg2 ©)
Gx[0.,1] Gx[0,11\ 9¢; g

Cette expression nous permet de procéder par récurrence : les estimées C¥—1 donnent la majoration de
T;(3f/9¢,), reste alors atraiter les auitres termes. Comme dans[2], on fixe 2@ € D, ¢© € bD tels que

2@ — @ =4z, D) = p et on montre les deux lemmes suivants:

LEMME 0.3.— Pouri, j,k=1,...,n, ona uniformément eff® pour tout € P,(¢?) :
16:5(29.¢)| S e+ 2,

0:(z0 £ < ©
1610 (= ’g)‘Ntj(é'(o)sff)fi/(f(o)sf?)’

&
7;(¢©@, )t/ (¢ @,6)7[(¢ @, )
out/(¢ 9, e) =7 @,¢),sil £Llettr] (¢ ?, e) = (¢ ©, e)V/2

Démonstration. -Aprés un changement de base et en remarquant que §; n’agit que sur les termes en
dre /dw?, le Lemme 0.2 fournit le résultat.

LEMME 0.4.— Soitg =9, Ef OUJEf/d¢;— EJf/d¢;. Pourtoutj < k—letpourtoutt € bD,e >0,
ona:

90j 0 <
}81 85 (Z sg) ~

18] <cjliglyvel, Ve ePe(¢@)\D.

Ceci fournit dans (3) des ¢ manguants|ors des dérivations successives du noyau. Ainsi, en réutilisant (3) et
lesLemmes 0.2, 0.3 et 0.4 & plusieurs reprises, on obtient par récurrence les estimées Ck+1/7
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