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Résumé Le but de cette Note est de signaler I'existence d’une transition entre les régime classique et
guantiques pour les estimées de Lifshitz, transition dont le parameétre est le comportement
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A remark about internal Lifshitz asymptotes

Abstract In this short Note, we show a transition between the classical and the quantum regime
for Lifshitz tails. The parameter governing this transition is the decay of the distribution
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Abridged English version

ConsiderH,, = H + V,,, a random operator acting or?(R¢) where H is a Z“-periodic Schédinger
operator and/,, is the standard alloy type random potentia(x) = Zyezd wy V(x —y). We assume that
V is non negative and decays like ~V at infinity. The random variables are i.i.d., non trivial, bounded and
non-negative; furthermore, we assume that their support is connected and contains 0.

Let N be the integrated density of statesif. Assume that O is the upper edge of an open gap of the
spectrum off,,. Hence, it also is the upper edge of an open gaff ofet N, be the integrated density of
states ofH .

We then show that

THEOREM 0.1. —Under the assupntions stated above, one has

— <
jiminf (291109 E) = NODI _sup(i  liming 1091100F (w0 < ED)| _d )
E—Ot logE E—0t logE v—d
Assume, moreover, that lim ;_, o+ (log| log(N, (E) — N, (0)))/log E = —d /2 then,
— <
lim sup 22/ 109NV E) ~ NO)I Sup(g _limsup'2910gFwo < ED)I - d )
E—0t lOgE E—0+ |OgE v—d
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The previous result has the following immediate corollary

COROLLARY 0.1. —Inthe case of Theorem 0.1, assume that
log|logP({wo < E})I

li =— .
E|—>r%+ log E «, « &[0, +00)
Then,
im 1091109, (E) =N, _ d L IogIN(E) — NO)I _ sup( 4 d_ . _d\
E—O0t logE 2 E—0F logE —d

The previous results are completed by
THEOREM 0.2. —Assume that (H.1)—(H.3)are satisfied. Assume moreover that

. log|logP <E

“msu% gllogP({wo < E}))| k. e[0.400).

E—0t logE

. | N(E)—N(O
If -4 d>x+2,thenllm5ﬁo+wz—ﬁ.
— 4) or quantum

if k>4 —4 is can be compared to the transition between the classical and the quantum regimes
if & > ;4 — 4). This can b d to the transition between the classical and th t

exhibited in [6, 11]

1. Introduction

On considére un opérateur de Schrodinger aléatoire de la forme

Hy=H+V,=H+ Y o,V (1)
yeZd

ou

— H =—A+ W estun opérateur opérateur de Schrodit#fepériodique, localement dang loti p = 2

sid<3,p>2sid=4etp>d/2sid >5 (voir [10,3]);

- V() =V(—y), V:R?— R estun potentiel ;

— (wy),eze SONt des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.
On noteraC(x,n) le cube de coté de longueun 2- 1 centré enx i.e. C(x,n) = {y € R%; for j =

od, —n—1/2<y; —x; <n+1/2}.

Nous supposerons quevérifie

(H.1) il existev € (d,d + 2] et 0< g— < g4, g+ € LP(C(0,0)) (ici, p=2sid <3,p>2sid=4et
p>d/2sid >5 et 0< g_ surun ouvert non vide, telles que, paue Z¢ etx € C(0, 0), on ait
g <V +9)- (1+1y1)" <gr(x). e

Nous supposerons les variables aléatoiegs, .z« vérifient
(H.2) elles ne sont pas constantes; elles sont bornées et leur support commun est l'iriGwalle
On remarquera que, quitte a modifier le potent#| si le support commun des variables aléatoires
(wy),eze €St UN intervalle borné, on peut toujours se ramener au cas de I'hypothése (H.2).

Sous les hypothéses (H.1), (H.2), on sait ¢ghiet H,, sont auto-adjoints surHR), et qu’ils admettent
tous deux une densité d'états intégréa([10,3,9]). PourH,,, celle-ci est définie par

#{valeurs propres d&/> < E}

NE)= lim VoIl(C0, 7)) » Eek, 3

ou
- HD est la restriction de Dirichlet d&,, au cubeC (0, n) ;
- ﬁS est le nombre de points de I'ensembBlet Vol(C (0, n)), le volume deC (0, n).
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w-presque sGrement, la limite (3) existe, est croissante, continue a droite et indépendante de

Pour H, on définit la densité d'états intégrée également par (3) ou I'on a pris le soin de remfdlacer
parH. On la noterav,.

On sait que I'ensemble des points de croissanc¥ @esp.N,) est le spectre presque sir Hg notéx
(resp. le spectre dd notéx,). On suppose alors que le spectrefig a une lacune au dessous de 0 i.e.
que
(H.3) il existes > 0 tel quex N[—§,0) =@.
Sous I'hypothese (H.2), ceci implique que le spectreddladmet également une lacune au dessous de 0
(vair [5]). Remarquons aussi que la valeur 0 ne joue aucun réle particulier puisque nous pouvons toujours
soustraire une constante au potentiel périodique afin de nous ramener a ce cas.

La question qui hous intéresse est le comportement asymptotiqui@de/oisinage dé&. Cette question
a été I'objet de trés nombreuses études : en effet, ce comportement est déterminant dans I'analyse spectrale
de 'opérateur aléatoire au voisinage de/@ par exemple, [5,14]).

Dans [7], nous avons étudié la méme question sous I'hypothége alog | logP({wo < E}))|)/log E
= 0. Cette Note est consacrée au cas ou cette hypothése n’est plus satisfaite.

On démontre

THEOREME 1.1. — Supposons que (H.1)—(H.3)sont vérifiées. Alors, on a

_ <
iminf 191109V (E) — N(O))] > _su d _iing 109110gP({wo < E}))I’ d_\ @
E—O0F logE E—O0t logE v—d
Supposons, de plus, que
im 1091109V, (E) — N,O)I __d )
E—0+ logE 2
alors,ona
log|! E) — log|logP <E
lim sup og|log(N(E) — N(0))| < _Sup(g _limsup og|logP({wo }))|7 d ) ©)
E—0t lOgE E—0t+ |OgE v—d

On sait que le comportement dg, au voisinage de 0 est 'un des parameétres contr6lant le comportement
de N (voir [5]). L'hypothese (5) est toujours vérifiée en dimension 1; en dimension quelconque, elle est
vérifiée si 0 est I'infimum du spectre dé& [4]. On connait d’autres exemples ou elle est vérifider (par
exemple, [12,8] dans le cas semi-classqiue et [9]).

On notera que le comportement des distributions des variables aléamqjt)ggzd déterminent si on se
trouvent dans un régime quantique ou classique i.e. si la composante énergie cinétique intervient ou non
dans I'exposant de Lifshitz (au moins dans le cas longue portée). On voit que suivant la valelesie
asymptotiques de Lifshitz sont classiquesd(si -4 — 4) ou quantiques (si > -4 — 4). Ceci doit &tre
comparé aux comportements trouvés dans [6,11].

Le Théoréme 1.1 admet le corollaire immédiat suivant

COROLLAIRE 1.1. - Supposonsque (H.1)—(H.3)sont vérifiées. Supposons, de plus, que
log[logP(fwo < ENI _

li — .
El—>n(1J+ log E €« €l0,+00)
Alors,
im 1091109V, (E) — Ny©O)| __d jim ONVE)-NO) __ d o d
E—0t logE 2 E—0t logE 2 v—d

On peut compléter le Théoréme 1.1 par I'énoncé suivant.

THEOREME 1.2. — Supposons que (H.1)—(H.3)sont vérifiées. Supposons, de plus, que

<
"msup{ log|logP({wo < E}))| k. k€0, 100).
logE

E—0t
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_d_ d i log(N(E)-NO)| _ _ _d
S ;5 >+ 5, aorslimg_ o+ l0gE =—5.

Remarquons d’abord que dans ce résultat, nous ne supposons plus que (5) est satisfaite, i.e. le résultat
vaut sans hypotheses sur le comportemem¥gden bord de bande. Ce résultat étend le théoreme principal
de [7]. En effet, sic = 0 et que (H.1) est vérifiée, on a toujours; > k + 4.

Pour finir, remarquons que les calculs faits ici dans le cas de bords inférieurs de bandes se transposent
de fagon immédiate au cas des bords supérieurs a condition de modifier I'hypothése de signe.ue
supposel négatif tel qug V| vérifie (H.1).

2. Démonstration du Théoreme 1.1

Clairement, la démonstration du Théoréme 1.1 se fait en deux étapes, la preuve de (4) et celle de (6).
La preuve de (4) suit celle de la minoration similaire dans [7]. La preuve de (6) est une conséquence du
théoréme de réduction de [5] et des techniques développées pour le cas discret dans [13].

2.1. Lepreuvede (4)
Dans [7], on démontre
LEMME 2.1. — Soit « €0, 1[. On définit la probabilité

P(e,a) = P({w; VIBI < M2 N "o, (1418 —y)" < e”"}). (7)
yel
Alors,ona
liminf 129109V (©) = NODI ¢ logllog(P e, )l ®)
e—0 loge e—0 loge

e>0 e>0

Démonstration. — Bien qu'il n’y soit pas énoncé, le Lemme 2.1 est bien démontré dans [7]. En effet,
en combinant le Théoréme 1.2 de [7] avec (2.8) et (2.9) de [7], on obtient immédiatement I'énoncé ci-
dessus. O

Il reste alors & minoreP (e, «). Pour cela, on constate que si, pdut < e~ 3+20/0=d on aw, <
et 4 dist(y, C(0, e~ 1-0/2))(v=d)1=) glors, poure suffisamment petit, pou| < e11t®/2 on a
>, er @y (L+18 —y])” <&'t®. On en déduitimmédiatement que

P(e,a) > H P(wo < e (1+dist(y, C (0, 8—(1—a)/2)))(v—d)(1_a)).
ly|<e~ 120/ (v=d)

Donc, six = liminf z_ g+ W%M, alors, pourr > 0 ete suffisamment petit,

log P (e, a) > _g k() Z (1+ dist(y, C(O, 8—(1—a)/2)))—K(V—d)(l—a) > _g—ktd/D(1ta)
|y|<8—(1+2a)/(v—d)

— gmrie) 3 (1+dist(y, C (0, e~ (-)/2))) T*0mDle) 9)
87(17(1)/2<‘y |<e—1+20)/(v—d)

Si (v — d)x > d, on choisite petit de facon a ce qud — «)(v — d)x > d, alors, la somme ci-dessus est
convergente, et on obtient

i 108100(P(e.c0)]

d
limin >-Q1 — .
e—0 loge ( +(¥)(K+ 2)
e>0
Si (v —d)x < d, poure suffisamment petit, on calcule le terme principal de la seconde somme pour obtenir
Z (1+ diSt(y, C(O, 8—(1—&)/2)))—K(V—d)(1—05) < Celev=d)(A=c)—=d(14w)/(v=d),

8_(1_”)/2<|)/ | gg—(1+2u)/(w—d)
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Donc, I'équation (9) donne loB (¢, ) > —Ce~dIte)—2wK)/(v=d) En ytilisant le Lemme 2.1 et en faisant
tendrex vers 0, on obtient (4). O

2.2. Lepreuvede (6)
Cette preuve repose sur le résultat suivant tiré de [5]

THEOREME 2.1 ([5]). — Sous les hypotheses (H.1)—-(H.3) s (5) est vérifiée alors il existe C > 0 et

Ep> Otellesque s 0 < E < Ep, alors, ladensité d éats N vérifie
N(E) - N(0) < CN“(C-E),

ol N“ est la densité d états d’ un modele o’ Anderson discret i.e. un opérateur aléatoire H: agissant sur
€2(74) définit par HY = —Ag4 + V4 avec

— —Ay est le Laplacien discret usuel sur Z¢ normalisé de fagon & ce que sont spectre soit [0, 2] ;

— V& est lamatrice diagonaleinfinie qui a v, (w) = Zﬁezd wg(1+ |y — B~ pour y-ieme coefficient

sur la diagonale.

Démonstration. — Ce résultat est une conséquence directe du Lemme 7.1 et de la Proposition 1.1
de[5]. O

Il nous suffit maintenant de démontrer qi¥¢ vérifie (6). Pour cela, nous utilisons les techniques
développées dans [13] et [9].
ATinstar de [13] et [9], pour L, un entier positif, on définit les opératelfs, Vi, HL par

(Hu) @)= > (u@)—u@B), (Viu)@ =ve(@u(@), wuet*(Z'ncO,L)),
a—pBl=1
pecon

Hy=Hy + V).

PourHL, on définit la densité d’état par

#{ valeurs propres d&l L inférieures &
No ey i propres dél; Y
(2L + 1)d
Alors, le Théoréme 2.5 de [13] garantit qu'il existe une consténteO telle que, pour tout > 1, on a

NY(E) < N{(E) < CPL(E), (10)
ol Pr(E) = P({HL admet au moins une valeur propre inférieu®}a. Pour estimer cette probabilité, on
suit la preuve du Théoréme 10.1 de [9]. Soit 0. On définit les variables aléatoires
~ wy, Siw, <6,
@r = {5 siwy > 8.
Elles sontindépendantes et identiquement distribuées. On considére I'opérateur a‘léw%ltdr’ufmit comme
HY ouilon aremplacé lew, ), parles(@, ), . Notons que le potentiél X vérifie | V| < C8 (0UC >0
est une constante). De fagon évidente, on obfgiiE) < ﬁZ(E) Si ﬁZ(E) est la densité d'états poubf(g.
On choisit L= cE~Y2 et§ = E/c (ol ¢ > 0 est petit mais tel qué soit également petit). Pouret E
suffisamment petits, I'équation (10.15) dans [9] devient

1 N 8
PL(E)<P<{w; L+ Z vy(w)<?}>, (11)

lyI<L
ou la constant& > 0 peut étre rendue arbitrairement grande en diminc.ant
Estimons cette derniére probabilité. Pour cela, on fixedd< 1 et on calcule

1 R ! B
Gyl 2 v @= Zwﬂ(m > (+ly =81 )

lyI<L pezd lyISL

91



F.Klopp / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 87-92

1 R 1 R N
>eoiinl %t 2 @(+wi+n)T
[BISL L<ly|<s—0v—D1-a)
ou C > 0 est une constante fixée.
Donc,
1 8
P\ aranr & @< gg)<PP2 (12)
lyl<L
ou

1 . 8
P1:P<{w, m Z COy<C?}>7

lyISL

Pg:P({w; > ay(1+|y|+L)‘”<c%}).

L<ly|<s-0-D0-)

Ces deux dernieres probabilités s'estiment par les techniques de grandes déviations claggiques (
par exemple, [1,2]). Avec les choix faits ci-dessus pour Lsgeton obtient en résultat qu; <

g L10g(P(e0=0))I/C  p, < g=(10gP@o=0)+6~"*"D)/C En ytilisant (12), (11) et (10), on obtient que,
pour E suffisamment petitNe (E) < e~ (L1109P(@o=0)I+/log®(eo=0)1+5~/""D)/C  comme L= cE~Y/2
ets = E/c, ceci nous donne (6).

3. Démonstration du Théoreme 1.2

La preuve de ce résultat se fait également en deux étapes. La minoration est obtenue comme dans la
partie 2.1 en utilisant I'hnypothése qbl;ég > K+ %. La majoration de I'exposant est obtenue exactement
comme celle dans [7].
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