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Résumé Soit M4 (T, K, ck(E)) I'espace des multimesures positiviésrégulieres définies sur une
tribu B a valeurs dans I'espace @) des parties convexes compactes non vides d'un
espace de Banach E. Nous caractérisons les parties compadies(@ieC, ck(E)) pour
la s-topologie c’est a dire la moins fine des toplogies rendant continues les applications
M — M(A), A € B. Le cas des mesures réelles positives a été traité entre autres par Topsge
[6], Grothendieck [3].Pour citer cet article: K.K. Siggini, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
334 (2002) 949-952. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

On compactness of set-valued measures (1)

Abstract Let M (T, IC, ck(E)) be the space of positivi-regular set-valued measures defined on
a o-algebraB with values in the space of all compact non empty convex subsets of a
Banach spacé. We characterize the compact subsetMaof(T, IC, ck(E)) endowed with
the weakest topology for which all mappings— M (A), A € B are continuous. The case
of real nonnegative measures has been investigated by Topsge [6], Grothendieck [3] and
others.To citethisarticle: K.K. Siggini, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 949-952.
0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Notations et définitions

SoientE un espace de Banadii son dual topologiqud, | la norme surk et E’, ck(E) I'espace des
parties convexes compactes non videszdmuni de la distance de Hausdorff. Notons que muni de cette
distance, ckE) est un espace complet [1]. Etant dorgY des parties d& on noteX + Y I'ensemble
des éléments + y avecx € X, y € Y. On désigne pai*(-| X) I'application deE’ dans[—oo, +o0] définie
pour touty € E’ par§*(y|X) = supy(x); x € X}, etcoX I'enveloppe fermée convexe dé. La lettreT
désigne un ensemble quelconqug ; K des ensembles de parties Oeet B la o-algébre engendrée par
'ensemble des partied de T telles que pour touk € I, AN K € K. Dans la suite les lettreG, K, A
avec ou sans indices, désigneront un élémegt,dé, B respectivement.

DEFINITION 1.—0On dit que est compact (resp. semi-compact) si toute famille (resp. famille
dénombrable) d’éléments dequi posséde la propriété de l'intersection finie a une intersection non vide.

DEFINITION 2 ([2]). — Onditqu’'une applicatioM deBB dans ckE) est une multimesure 81 (AUB) =
M (A) 4+ M(B) pour tousA, B disjoints et si pour toute suite disjointd,,) de B de réunionA, la série de
terme général (A,) est convergente aved (A) = >, M(A,).
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Signalons qu’une applicatioW de B dans ckE) est une multimesure si et seulemenfs{A U B) =
M (A) + M(B) pour tousA, B disjoints et si pour touy € E’ §*(y|M(-)) : B— R (A~ §*(y|M(A))) est
une mesure [2].

DEFINITION 3. —Une multimesurd/ de B dans ckE) est dite :
— positive si pour toutt € 5, 0 M(A) ou 0 est I'élément neutre de I'addition dafis
— K-réguliére si pour tout € B, M(A)=CcoU{M(K); K C A, K € K}.

Nous noton$~/l+(T, ck(E)) I'ensemble des multimesures positives définiedsawaleurs dans ¢lE) et
M_(T, K, ck(E)) le sous-ensemble dé., (7, ck(E)) formé de multimesures-réguliéres. Lensemble des
mesures réelles positives (resp. positikeséguliéres) définies sus est noté M.(T) (resp. M (T, K)).
Soitm e M (T, K), pour toutA € Bm(A) =supm(K); K €, K C A}.

DEFINITION 4 ([6]). — On appelle topologie de la convergence étroite ou simplement topologie étroite
sur My (T) la moins fine des topologies rendant continue I'applicatior> m(T) et semi-continues
inférieurement les applicatioms — m(G), G € G.

DEFINITION 5. — On appelle-topologie sutM_ (T, ck(E)) (resp. M, (T)) la moins fine des topologies
rendant continues les applicatiols— M(A), A € B. Muni de las-topologieM . (T, ck(E)) est un espace
régulier.

Soit (m;) une suite généralisée d'éléments de (?); (m;) converge étroitement c’est a dire pour la
topologie étroite vers: € M (T) si et seulement si lime; (T) = m(T) et pour toutG € G, liminf m; (G) >
m(G). Dire qu’une suite généraliséaf;) converge dansl (T, ck(E)) versM pour las-topologie revient
adire que limM; (A) = M(A) pour toutA € B.

DEFINITION 6.— SoitX un ensembled C X et (x;), i € I, une suite généralisée d’élémentsXleOn
dit quex; € A cofinalement s’il existé € I tel que pour toulj € I, j > i alorsx; € A.

Une suite généralisée;), i € I, est appelée ultrasuite généralisée si pour toute partieX, x; € B ou
bienx; € X\ B cofinalement.

On trouvera dans ([4], p. 81) les propriétés que nous utilisons ici pour les ultrasuites généralisées. Dans
un espace topologique régulier pour qu’une partie soit relativement compacte il faut et il suffit que toute
ultrasuite généralisée d’éléments de cette partie soit convergente i.e. que toute suite généralisée d’éléments
de cette partie contienne une sous-suite généralisée convergente.

Surg et K nous définissons les axiomes suivants :

(I) K est stable pour les réunions finies, les intersections dénombraljes Et
(II) G est stable pour les réunions et les intersections fidesg.
() PourtoutK € IC, pour toutG € G, K\G € K.
(IV) G sépare les éléments déc’est a dire que pour tok, K’ € K disjoints, il existeG, G’ dansg
disjoints telsqu&k c G etK’' Cc G'.
(V) K est semi-compact.

Signalons que ces axiomes sont ceux de Topsge [6] et que (1) et (IV) impliqugrdomiinek », c’est
a dire que pour touk € K il existeG € G tel queG D K.

LEMME 7.-Soitm une mesure réelle positivé-réguliere définie suB3. SiG sépare les éléments dé
alors u(K) =inf{u(G); G2 K, G eg}.

Le résultat suivant est formulé pour les suites généralisées dans [6, Theorem 7].

PROPOSITION 8. —SoientT un ensembleg et K des ensembles de parties @equi satisfont aux
axiomeq1)—(V). SoientM (T, K) I'espace des mesures réelles positikeséguliéres définies sus muni
de la s-topologie, etH une partie deM (T, K) telle quesupm(T); m € H} < +oo. Alors les quatre
conditions suivantes sont équivalentes entre elles.
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(1) H estrelativement compacte.
(2) (i) YK e K, infgox (sugm(G\K); m € H}) =0.
(i) YA eB, infxca(supm(A\K); m e H}) =0.
(3) (i) VK e K, infgok (sugm(G\K); m € H})=0.
(i) inf g (sugm(T\K); m € H}) =0.
(4) (i) VK e K, infgok (sugm(G\K); m € H})=0.
(i) Toute suite généralisée d'éléments de contient une sous-suite généralisée qui converge
étroitement dan (7, K).

Démonstration. H suffit d’appliquer ([6], Theorem 7) a la suite généralisée constituée par 'ensemble
H lui-méme, muni de la relation d’ordre « diffuse » définie pag m’ pour tout(m, m’) € H x H (C'est
le raisonnement fait dans [6], Corollary 2).

THEOREME 9. —SoientE un espace de Banacli,un ensemblg; et K des ensembles de parties Tie
qui satisfont aux axiome$)—(V). SoitM (7', K, ck(E)) I'espace des multimesures positivégégulieres
définies suiB a valeurs dangk(E) muni de las-topologie. Alors pour toute parti&f deM (T, K, ck(E))
les conditiong1) et (2) sont équivalentes.

(1) H est relativement compacte das, (7', K, ck(E)) ;
2) () {*&IM()); M e H, yecE', |y| <1} est relativement compact dahs, (T, ) muni de la
s-topologie.
(i) {M(T); M e H}et{M(G); M € H}, pour toutG € G, sont relativement compacts datig ).

Démonstration. -Supposons (1) verifiee. Alors (2(ii)) découle de la continuité des applicatibrs
M(A), A e BdeM_(T, K, ck(E)) dans ckE). MunissonsE’ de la topologie faibler (E’, E) et sa boule
unité ferméeB’(0, 1) de la topologie induite par celle d&. Pour toutk e ck(E) §*(:|K): B'(0,1) — R
(y — 8*(y|K)) est continue ; on en déduit la continuité de I'applicatiotle B’ (0, 1) x M+(T K, ck(E))
dans M. (T, K) qui a(y, M) associed(y, M) = §*(y|M(-)). Soit H 'adhérence ded, B’(0,1) x H est
une partie compacte de’(0, 1) x M+(T IC, ck(E)). Donc {§*(y|M(-)); M € H, |y| < 1} étant inclus
dansd(B’(0, 1) x H), est relativement compact dans, kT, K).

Prouvons que (2 (1). Soit(M;), i € I, une ultrasuite généralisée d’'élémentsHieD’apres (ii), les
ultrasuites(M; (T')) et (M;(G)) sont convergentes dans(k).

PosonsN(G) = lim; M;(G) et M(A) = colUxca(gox N(G) pour tout A € B; M(A) € ck(E)
car pour toutG, N(G) C lim; M;(T). Lapplication M : B — ck(E) (A — M(A)) appartient a
M, (T, K, ck(E)) ([5], Théoréme 2, p. 158). Pour toute E’, A,

§*(yIM(A)) = sup inf 8*(YIN(G)) et 8*(yIN(G)) =lims* (yIM;(G)).
KCA G2OK i
Soity € E’, (§*(y|M;(-))) est une ultrasuite généralisée d'élément&sdey|M(1)); y e E, |y|<1, M€
H}. Alors d’'apres I'hypothese (2(i)), il exister, € M,.(T, K) tel que pour toutd lim; §*(y|M;(A)) =
my(A). Ona
* v _ i ; * . _ i ; * . ; * .
§*(yIM(K)) —Glng“gnS (yIMi(G)) —Glgfk{llgan (yIM;i(K)) +I|En8 (yle(G\K))}
= lim 6" (y|M;(K))
(Proposition 8 et (2(i))). On a
§*(yIM(A)) = sups* (yIM(K)) = sup lim §*(y|M;(K)) = supmy(K) = my(A) = lim §* (y|M;(A)).
KCA KcCA !t KCA !

On vient de montrer que pour todtet touty € E’, |yl <1, lim; 8*(y|M;(A)) = 8*(y|1\7[(A)). Prouvons
maintenant quéM; (A)) converge verd/ (A) dans ckE). Il suffit de montrer que pour towt, (M;(A))
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est une suite généralisée de Cauchy. Supposons qu'il eBgste5 pour lequel(M;(Bo)) ne soit pas
de Cauchy. Alors il existeg tel que pour tout € I on puisse trouvek; > i, j; > i ety; € B'(0,1)
qui vérifient|8* (y;| M, (Bo)) — 8*(yi|Mj, (Bo))| > €0. Considérons les suites généralise&sy; | My, (-))),
(6*(yilM;;(-))); i € I. D’apres I'hypothese (2(i)), on peut trouver deux sous-suites genéralisées, I'une de
(8% (yi|My; (-))) etl'autre de(8* (y; | M, (-))), ayant les mémes indices et qui convergent respectivement vers
et . Nous noterons ces deux sous-suites comme les suites elles-mémes.

Comme pouiG € G, (M;(G)) est convergente dans@k),

Iir_n( sup|8* (yIMy, (G)) — 8*(vIM;,(G)) |) =0.

oM yl<l
De l'inégalité

|8% (i | My, (G)) — 8*(3i|M,(G)) | < sup|s* (I My, (G)) — 8*(yIM,(G))

lyl<1

)

on déduit que pour tout,

#(G) =lim 8 (vilMi, (G)) = lim 8 (yilMj;(G)) = 1 (G).

Par conséquent(K) = u/(K) pour toutk € K (Lemme 7).
Ces mesures étarkf-régulieres, elles sont égales sfir D'ou il existe ig € I tel que pour tout
iel,i>ig, |6%(yiIM; (Bo)) — 8" (yilM; (Bo))| < €o/2. Ceci est absurde.

Références bibliographiques

[1] C. Castaing, M. Valadier, Convex Anaysis and Measurable Multifunctions, Lecture Notes in Math., Vol. 580,
Springer, 1977.

[2] A. Coste, Contribution a la théorie de I'intégration multivoque, Thése Université Pierre et Marie Curie, 1977.

[3] A. Grothendieck, Sur les applications linéaires faiblement compactes d’espaces di(&/peCanadian J. Math. 5
(1953) 129-173.

[4] J.L. Kelley, General Topology, Springer-Verlag, New York, 1955.

[5] K.K. Siggini, Sur les multi-applications tendues (1), J. Rech. Sci. Univ. Bénin 4 (1) (2000) 155-159.

[6] F. Topsge, Compactness in spaces of measures, Studia Mathematica XXXVI (1950) 195-212.

952



